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初等 数学 的 研究 对 象 基本 上 是 不 变 的 量 , 而 高 等 数学 则 以 变 
BEAM. 所谓 晤 数 关 系 就 是 变量 之 阁 的 依赖 关系 . RED 
则 是 研究 变量 的 一 种 基本 方法 . 本 章 将 介绍 变量 ,函数 .极限 和 消 
数 的 连续 性 等 基本 概念 ,以 及 它们 的 一 些 性 质 . 


第 一 节 项 数 


合 常量 与 变量 


L 集合 集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 ,我 们 通过 例子 说 明 
这 个 概念 . 比方 说 ,一 个 书柜 中 的 书 构 成 -- 个 集合 . -个 教室 里 的 
学 生 构 成 一 个 集合 ,全 体 实数 构成 -个 集合 等 等 . 一 般 地 ,所 请 集 
合 (或 简称 集 ) 是 指 具 有 某 种 特定 性 质 的 事物 的 总 体 . 组 成 这 个 集 
合 的 事物 称 为 该 集合 的 元 素 . 凡事 物 a 是 集合 M 的 元 素 记 作 a€ 
MORE a Š T MO ED acd d M fous l E a& M (DE a 
不 属于 M). 

-个 集合 认为 已 经 给 定 ,如 果 对 十 任何 事物 能 够 判定 它 是 否 
属 十 这 个 集合 . 由 有 和 限 个 元 素 组 成 的 集合 ,可 用 列举 出 它 鸥 全体 元 
素 的 方法 来 表示 . 例如 ,由 元 素 421,23,… .wu 组 成 的 集合 A. J ip IE 

A= asa, }. 
出 无 穷 多 个 元 素 组 成 的 集合 ,通常 用 如 下 记号 表示 : 设 M 是 具有 
某 种 特征 前 元 索 工 的 全 体 所 组 成 的 集合 ,就 记 作 
A 二 :zx;T 所 上 其 有 的 特征 }. 
这 时 所谓 x 所 上 共有 的 特征 ,实际 上 就 是 z 作为 4 的 元 素 应 适合 的 
充分 必要 妈 件 :适合 这 条 件 的 任何 事物 都 是 集合 M 的 元 素 ; 反 之 ， 
D H ` 


集合 的 匹 素 都 必须 适合 这 条 件 ， 

例如 ,zy 平面 上 坐标 适合 方程 dy —1 BJ B (z, NARA 
组 成 的 集合 M. B| ju 4ËE 

M-dG332 lay IER y, —1;. 

这 个 集合 好 实际 上 就 是 xOy 平面 上 以 序 点 口 为 中 心 .半径 等 于 1 
的 圆周 上 的 点 的 全 体 组 成 的 集合 . 

以 后 用 到 的 集合 主要 是 数 集 , 即 元 素 都 是 数 的 集合 , 如 果 没 有 
特别 声明 ,以 后 提 到 的 数 都 是 实数 ， 

全 体 自 然 数 的 集合 记 作 对. <p EAH EAI. etA E 
BUE CRES. ee DESC ESL EA ie ER. 

如 果 集 侣 A 的 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 即 若 z€ A, WJ IC 
B, 就 说 A E B 的 子 集 , 记 作 ACB(C 读 作 A 包含 于 B) 或 BOACE 
fe BAS A). P| šI r C e Z CG a cR. 

如 果 ACB, A BC A, MED A Lj B H 3 iE A= B. 例 
如 , 设 


A={1,2}, B=12,1), C= {zr|7—3z+2=0}, 
Wl A=B=C. 
不 会 性 何 元素 的 集合 称 为 空 集 . EU 
lalrER ,z*+1=0;) 
是 空 集 , 因 为 适合 条 件 十 1 二 0 的 实数 是 不 存在 的 . ss El EO, 
且 规 定 空 集 为 任何 集合 的 子 集 . 
Ix [B] i F8 32 d d — XE. E CRI b SPESE EH acto. TA 
E: 
[x acre 
TRO E IX fal IFE Ca 50 , BD 
mM la bd {x arb}. 
ICA St s, > X HE a& Cabo b Ca, b). TE 
[xz los z==b) 
称 为 团 区 各 cid PE [a 5]. BI 
DER 


l'a,b]—(x|axzxzb. 
a FI b tk s Bi EC BI [a 5 RO 3S A KE ac [a6 bE [a5]. 
E pL np 1 HH, 
Lash) — (x laxa 5), 
Gab |] — Ux laca). 
[a 5I Ca ,b JERR A E: 3E EX 8]. 
以 土 这 些 区 间 都 称 为 有 限 区 间 . 数 5 一 a 称 为 这 些 区 人 间 的 长 
BE. 从 数 轴 上 看, 这些 有 限 区 间 是 长 度 为 有 限 的 线段 . 闭 区 间 
[La ,人 与 开 区 间 (4,6) 在 数 轴 上 表示 出 来 ;分 别 如 图 1— 100 5 (b) 
所 示 . 此 外 还 有 上 所 谓 无 限 区 间 . 3| itid + oo CE EIE ERO K 
— so (E fE f 35 87 XO , i| eT 25 fl Hb xe zs OC R P< [a] ,例如 
Lasto) = Ur |a. 
(—coo,5) — [x x5). 
这 两 个 无 限 区 间 在 数 轴 上 如 图 1— 160. Cd) Bron. 


La,b] (0,b) 
O a b r O a b x 
(a) tb} 
(0, +00) t-oc,b3 
ED 
D a +00 -o5 Ü p x 
to) QD 
B 1 一 1 


SEE SES 也 可 记 作 (一 2 拓 :十 ec, 它 也 是 无 限 区 间 ， 
议 后 在 不 需要 办 明 所 论 区 间 是 否 包 售 端 点 ,以 及 是 表 限 区 间 
还 是 无 限 区 间 的 场合 ,我 们 就 简单 地 称 它 为 “世间 ”, 且 常用 了 表 
FR. 
邻 域 也 是 一 个 经 常用 到 的 概念 .以 点 a 为 中 心 的 任何 开 区 间 
REJALA a BAR CAE U Ca). 
DER 


É ó RAE : 正 数 , 则 开 区 间 (a 一 6,a 十 四 就 是 点 的 一 个 邻 
域 ,这 个 邻 域 称 为 点 a 的 6 邻 域 , 记 作 U (a0) B 
Elia = irja 8a. 
点 4 称 为 这 令 域 的 中 心 ,6 称 为 这 邻 域 的 半径 (图 1. 


加 1 2 
由 于 a daats 相当 十 |x al, HE 
Te 人 一 人 | | 一 他 | 二 他 

国 为 :zx 一 a| ARA m 5 X a RID RE SS, ir U (o DRR: S Ra 
ERDF om — U] X > BJ 2 1k. 

有 时 用 到 的 邻 域 需要 把 邻 城 中 心 去 掉 , PECES ELE 
心 2 后 , 称 为 点 < HECH 3 PRAWE (a8), B 

U (a. lalo lei 8). 

这 里 0< le--a WEN ca. 

2. 常量 与 变量 ”在 观察 白 然 现 象 或 技术 过 程 时 . 常 疹 会 下 到 
各 种 不 同 的 礁 , 其 中 有 约 酚 在 过 程 中 不 起 变化 ;也 就 是 保持 一 定 的 
数值 ,这 种 量 叫 和 做 常量 ;还 有 一 些 量 在 过 程 中 晨 变 化 着 的 .也 就 号 
可 以 取 不 同 的 数值 ,这 种 量 叫做 变 基 . 

例如 ,把 ssa oras 气体 的 体积 和 人 气体 的 
盆子 个 数 保 持 一 定 ,它们 是 常 芋 ; 而 气体 的 温度 和 压力 在 变化 , 则 
是 变 基 ,它们 ] 取 得 Ski AM. 
f —^- B Red HPD EAR, SE dE RR DC PE tH F jk e rr. 例 
如 :就 小 范 币 地 区 来 说 ,重力 加 速度 可 以 看 作 常量 ,但 就 i 大 地 区 
来 说 , 重 万 加 速度 则 是 变 基 ， 

通常 用 子 母 a.6.e BRE ES TP nl ARA E 

HEE BROS E METER M , 那 末 变量 也 可 看 作 


ERE M 中 任何 元 素 的 符号 例如 , 设 变量 PENE Pk šB 
RAKA 20, HE AE x sion 

la br lala lab) 
"PE MAA RETA, RM la lia) H — PL 
3€ , BË EE E SE BJ x 就 是 常量 . 在 这 个 意义 上 ;常量 呈 
看 作 变 量 的 特 弥 情形 . 


二 、 函 数 概 念 


在 问 一 个 自然 现象 或 技术 过 程 中 ,往往 同时 有 几 个 变量 在 变 
化 着 .这 几 个 变量 并 不 是 孤立 地 在 变 , 而 是 相互 联系 并 遵循 着 一 定 
的 变化 规律 . 刀 在 我 们 先 就 两 个 变 基 的 情形 (多 于 两 个 变量 的 情形 
LIGERA REP JL A T- 

例 1 考虑 圆 的 面积 4 与 它 的 半径 -之 间 的 相依 关系 , 天 家 
知道 ,它们 之 间 的 关系 由 公式 

A= m 

给 定 . GT EE d ACC 
可 以 确定 圆 面积 A 的 相应 数值 . 

812 自由 落体 运动 . 设 物体 下 沙 的 时 间 为 二 和沙 下 的 距离 为 
s. BEEF A TES ET A c0. BEOR s 与 上 之 间 的 相依 关系 由 公式 


e 


给 定 , 其 中 是 重力 加 速度 . (8 SE 4k 38 Hh B p IA T , 35 K 5 
Dn: EAKA T] ERRE ARET, EA URS ë 
TRER s 的 相应 数值 . 

例 3 REFA r 的 加 ,考虑 内 接 十 该 加 的 正 z HAS E 
Se 由 图 1 -3 容易 看 出 :5S, = 2nrsin as AP an =n A APE IC n 
边 形 的 周 长 S. 与 边 数 二 之 间 的 相依 关系 由 公式 


， os T 
S5,—2nrsm -— 
>n 


KEE EE 3,4,5,*… 等 自然 数 中 任 
意 到 定 一 个 数值 时 ,由 上 式 就 可 确定 周 长 
S. 的 相应 数值 . 

抽 去 上 面 几 个 例子 中 所 考 虚 的 量 的 实 PAS 
际 意义 ,它们 都 表达 了 两 个 变量 之 间 的 相依 ~ 
关系 ,这 种 相 恢 关系 给 出 了 一 种 对 应 法 则 ， 
根据 这 一 法 则 , 当 其 中 一 个 变量 在 其 变化 范 图 1-3 
围 内 任意 取 定 一 个 数值 时 , 另 一 个 变量 就 有 确定 的 值 与 之 对 应 , 两 
个 变量 间 的 这 种 对 应 关系 就 是 函数 概念 的 实质 . 

定义 设 i 和 » 是 两 个 变量 ,DP 是 一 个 给 定 的 数 集 . 如 果 对 
Kach xEDD, 变 量 » 按 坷 一 定 法 则 总 有 确定 的 数值 和 它 对 应 ， 
则 称 y> 是 z 的 函数 , 记 作 y CO. RE D m cix I 88 C XE X 
Mor WB B EE, y PI RIS 3 B. 

当 了 本 数值 x € D BF, 55 x, 对 应 的 y 的 数值 称 为 函数 y= 
f (z) fE S£ z ARAN A TORES o). Si z aR D 的 各 个 数值 时 ， 
对 应 的 函数 利 全 体 组 成 的 数 集 

W= ip y=f(20),5€ D 

称 为 函数 的 值 域 . 

函数 y 二 f(z) 中 表示 对 应 关系 的 记号 了 也 可 改 用 其 它 字母 ， 
EP, ER UR GOA y =P y— FGO 2628. 

在 实际 问题 中 ,函数 的 定义 域 是 根据 问题 的 实际 意义 确定 的 . 
dn Bl 1 中 ,定义 域 忆 二 (0, 十 oo9); 在 例 2 中 ,定义 域 吕 一 [0,T]; 在 
例 3 中 ,定义 域 D=(aln€N ail, 

在 数学 中 ,有 时 不 考虑 函数 的 实际 意义 ;而 抽 得 地 研究 用 算式 
表达 的 函数 . 这 时 我 们 约定 ;函数 的 定义 域 就 是 自 变 区 所 能 到 的 使 
算式 有 意义 移 一 切实 数值 . 例如 ,五 数 y v1 一 x 的 定义 域 是 闭 


— E 


y] 
如 果 自 变量 在 定义 域内 任 取 一 个 数值 时 ,对 应 的 函数 入 总 是 
DER 


ZI MEE X ILI ik BA (8 PS e. A BN RH M £ (A AR, A 1.) 2 
Tui 3 H: mr Püise-- E (ERES PIT. 

Ba 在 直角 坐标 系 中 ,半径 为 ~, 圆心 在 原点 的 图 的 方程 是 
十 六 二 产 ; 这 方程 在 闭 区 间 [ 一 +,r] 上 确定 一 -个 以 .r 为 自 变 基 
为 固 变 和 其 的 困 数 .当地 取 一 rr 或 时 ,对 应 的 时 数值 都 只 有 一 个 
fH *4 > HORE EOBIC Tr PE WE AC o6 z B0 28 E PS 
个 .所 以 这 函数 足 多 值 函 数 . 

以 后 凡是 没有 特别 说 明 时 ,函数 都 是 指 单 值 酒 数 . 

EA y FOME XE D. XT EXE RUE EI z€ D, d w 
HS ER C y (O. 这 样 ,以 z ABRA E y 为 纵 坐 标 就 在 vOv 
PELA EA 35 > PK 上 的 每 一 个 数值 时 .就 得 到 点 
Cos W- -个 集合 C. 

C= {lra y— f(zy)y,z€ Di. . 
APRECIAR y= CONE (B 1 一 4), 图 中 的 W 表示 
USE y= SO MAR 

ESE y 

Hs K% 

y=? 
BUE XU D= (eto E y 
F W = (2 , = EE E. -条 
平行 于 工 轴 的 直线 ,如 图 1 一 5 
Bra. 

M6 AA 

yola = COT 174 
BU XE Xd D=(— co, 09), f B W=[0, 43-002, EE BD El E IB. 1 
一 6 Bios. 这 函数 称 为 绝对 值 函 数 . 


` 
^1 
` 


(i, 当 pL. 
y=sgn 工 一 40， MP rp, 
IT, 3130 
BOR ES AI TUE SR D (Co oc. Eoo) ff W — 11.0. 


1). € BP EJ TE BL EE 1 — 7 所 示 . 对 二 任何 实 数 FAA 


zb 
= 
y 


x-sgn zs |z]. 


pul x] 


图 1 一 了 图 1-8 
AS 设 < 为 任 . -实数 .不 超过 xz 的 最 大 整数 称 为 z 的 整数 


部 分 , 记 作 [x Am 2e c z]- [r=] 


"m 


[—3.5]— —4. 把 z 看 作 变 量 , 则 函数 
y= =] 
Di d Dt oo, +00) BR W — Z . 它 的 图 形 如 图 1 一 8 所 
示 , 这 图 形 称 为 阶梯 曲线 . 在 x RETIG Up 313 3 
为 1. ARA UA a. 
dk f 6 f BJ 7 中 看 到 ,有 了 时 -个 函数 要 用 几 个 式 于 表示 .这 种 
在 自 变 量 的 不 局 变化 范围 中 ,对 应 法 则 用 不 同 式 子 来 表示 的 函数 ， 
通常 称 为 分 自前 数 ， 
Sio m 
y fa) = “zr, sel, 
Web r>] 
-TARAN CHEX D= 0, +20). 74 € [0,1 ]ET , XI ez 
的 函数 值 f(x) 二 2 v/x 12 z€ CO. o ERE PI e AAA f(x) 


z 


Site Bin €lo,17, 811 f [š | Re : 421670. 


1j; 所 以 C1) 二 2 VT 二 2;3E (1, 十 o0), 所 以 (3) 二 1 十 3 二 4, 这 
函数 的 图 形 如 图 1-9 所 示 . 

用 刀 个 式 子 来 表示 -一 个 《不 
ELDRA. DAE 55 RETE Y 
JE X. 3 8 ü H 8 B 3 S N. YE 
自然 科学 和 和 工程 技术 中 ,经 常会 
38 l| 4 EX BR. 例如 在 等 温 
PER FR. E dm 
PR EE S £. V RRA 
E H E fh 3 V 相当 小 时 ,函数 
甘 系 就 此 用 范 德 瓦 耳 斯 方程 来 
ETE 


VEER 


Gro BY 都 是 常量 ). 


” a V<V, 


Kerg 
三 、 范 数 的 几 种 特性 


1. ARHAR ” 设 函 数 /OGOR E 2 3 DO RÍE X— D. 
如 果 存 在 数 天 ,, 使 得 
FEK, 
对 任 一 zx 各 站 都 成 立 , 则 称 函 数 F(z) 在 X 上 有 上 界 , 而 天 , Fk B 
数 A(z) 在 上 的 一 个 上 界 .如 果 存 在 数 天 , ,使 得 
fex) EK, 
对 任 一 zEX 都 成 立 , 则 称 函 数 f(z) 在 X LAFTA TK 称 为 函 
数 fz) 在 筷 上 的 一 个 下 界 . 如 果 存 在 正 数 对 ,使 得 
f [Fa | M. 
HP z€ X BRA MENO TE X LAR 如 果 这 样 的 M 
不 存在 ,就 称 函数 FCz) 在 斑 上 无 办 ;这 就 是 说 ,如 果 对 于 任何 正 
数 好 ,总 存在 € Xd LAG >M RASO dE X E X 
m. 
例如 ,就 画 数 f(z)=sin 在 (一 so, 十 co) 内 来 说 , 数 1 是 它 
的 一 个 上 界 , 数 一 1 是 它 的 一 个 下 界 ( 当 然 , 大 于 1 的 任何 数 也 是 
它 的 上 界 , 小 于 一 1 的 任何 数 也 是 它 的 下 界 ). X 
[sin xz | &1 
对 任 一 实数 工 都 成 立 , 故 函数 rz 一 sn 工 在 (一 c ,+ c)N E 8 
界 的 . 这 里 M=1( 当 然 也 可 取 大 于 1 的 任何 数 作为 M 而 使 
| ZG) |: M Bip. 
又 如 函数 F(z) 一 上 在 开 区 间 (0,1) 内 没有 上 界 , 但 有 下 界 ,全 


+L 
如 1 就 是 它 的 一 个 下 界 . 函数 fCz) 一 二 在 开 区 间 (0,1)? 内 是 无 界 


| 1Ü 


的 ,因为 不 存在 这 样 的 正 数 W ,使 | 二 | cM 对 于 (0,1) 内 的 一 切 x 
部 成 立 (< 接近 于 0 时 ,不 存在 确定 的 正 数 K. EEK, 成 立 - 但 
是 f(z) 二 雯 在 区 间 (1,2) 内 是 有 和 界 的 ,例如 可 取 M 二 1 而 使 


RES 对 于 一 切 z€ (1,2) 都 成 立 . 


容易 证 明 , 请 数 了 (x) 在 世上 有 界 的 充分 必要 条 件 是 它 在 六 
EOL 
2. ARMAR: Ge /(z>b) yE Y e 3 D, x jaj IC D. 如 
果 对 于 区 疝 了 上 上 任意 两 点 x. Ads z <=; 时, 便 有 
ffi. 
JU EE PR C fcr) 在 区 间 了 上 土 是 单调 增加 的 {图 1-100 ; 如 果 对 于 区 
B: LERRA x, Arpt z ==; BF, RES 


H 


fr fii) 
则 称 函 数 7(xz) 在 区 间 工 上 是 单调 减少 的 ( 转 1 一 11). 单调 增加 和 
单调 减少 的 枉 数 统称 为 单调 函数 . 
例如 ,函数 f(x} 一 x: 在 区 间 [0, 十 >) 上 屁 单 调 培 加 的 ,在 区 
fa (一 c< ,0 上 是 单调 减少 的 ;在 区 间 5 一 = o AA ard = 


. Jj- 


xt 不 是 单调 的 (图 1 一 12)， 


图 1 一 12 图 1 一 13 

X DIY, Pq k fx) 二 x 在 区 间 ( 一 oc, 十 co) 内 是 单调 增加 的 
{图 1 一 :13). 

3. Gage BER fz) 的 定义 域 D X: T PJ s X$ fF 
(BB CD, DS CD). 如 果 对 于 任 一 zxED， 

af (a) 
恒 成 立 , 则 称 FO E SC. 如 果 对 于 任 一 +E D, 

fié—x)-——fix) 
恒 成 立 , 则 称 FCO AA 

lO /(z)= RBA. N 8 fe— z)= la = x° == 
FO Si, f (z) — c ARM) AA f (— z) = ( — z>* = 
— z= f). 

伪 函 数 的 图 形 关 于 y 轴 是 对 称 的 . 因为 若 f Cr) 5 I PR 3⁄ , MI 
FI f GO.BEEL DAR Ate, A OGOOE FEE LARA A S; EXT 
y 轴 对 称 的 点 A Cc FG iE BUE E (E 1-10. 

奇 函 数 的 图 形 关于 原点 是 对 称 的 . 因为 若 f (>) Tr BR CL 
fC—x)—9 — fF GO, BEL OR At f G0 JE BUDE Loo, nt 
于 原点 对 称 的 点 A" Cox — GOD BUE PEE E CBE 1— 15). 

RE v—sinz EA PQ SK. PA y cos EA AR. 函数 y 一 sinx 


DER 


十 cos = BE dE ar 08 XE tE dE BL EE. 


图 1—14 图 1 一 15 
4. 函数 的 周期 性 drm E ftx) 的 定义 域 为 DD, 如 果 存 在 一 
个 不 为 零 的 数 7, 使 得 对 于 任 一 z€ DH (z+ D CD, B 
FG D = f (z) 
恒 成 立 , 则 称 SO AO RNA 六 xz) 的 局 期 ,通常 我 们 说 局 
期 琢 数 的 周期 是 指 最 小 正 周期 . 
例如 ,函数 sn recos 之 都 是 以 2r Jy Ja BH d] Fe] HH eR ba, 
tan a A EA AAA BJ HH pq Xr. 


图 1—16 
图 1 -16 表示 周期 次 7 的 一 个 周期 函数 .在 这 函数 定义 域内 每 
TERA CARNAL) ARA E AAA AA. 


四 . RAR 


dE y OE x XS D. (i SOS W. PI W RS 
2H RAR E, Bir k! x F (E 一 y € W , Ë E A Ty € D 使 
«13. 


天 (Xp 一 3 (1? 
成 立 . 这 样 的 x, 可 能 不 上 一 个 .就 图 形 1 一 17 上 看 , 存 WW 上任 到 


1-17 
一 点 yc: 作 平行 于 x 轴 的 直线 y 二 :这 直线 与 y—fGOBDEBI 3 
点 的 横 坐 标 就 是 适合 (17 式 的 xx EC EH th, €: BJ 2 u 8 PS T E 
们 的 横 坐 标 分 别 为 ro 及 如 一般 地 ,对 于 任 一 数值 YE W.D F 
至 少 可 以 确定 一 个 数 信 工 与 y 对 应 ,这 个 数值 > 适合 关系 
Fr) —y. 

这 里 如 困 把 y 看 作 自 变量 ,x RICE S VE OE EE VUE XE 
一 个 新 的 函数 ,这 个 新 的 函数 称 为 函数 y= f (x) BU) 5 PR 3⁄ ACA > 
= py). ik BRE By SE X RA W ERA D. HAT E 8 S 
+ 一 gly) 来 说 ;原来 的 函数 ?一 .六 xz) 称 为 直接 函数 ， 

dH E FÉ 6) iS BL Au. $S y= f (=) E (8 P8 CL I PS X 
rc—4G)HbR-—3;ER dB. El RED] I FE E X Ag XX y — 
7Cz) 不 仅 单 值 , 而 且 是 单调 的 , 则 其 反 函 靳 a PGA W-iyiy 
一 f(x) € I) E RB. 这 是 因为 , 若 y f(x) 是 上 的 单调 函 
数 , 则 任 取 了 上 两 个 不 同 的 数值 fl, HA f (zi 5 f Gu. Br 
以 在 ILR PR. yo 时 ,I 上 圭 不 可 能 有 两 个 不 同 的 数值 = E 
QE fa Ar ae RB Zens ya E] DN RT. 

例 10 函数 一空 的 定义 域 为 (一 后 ,一 ce), 值 域 为 [9， 
十 ce 在 外 ,十 ce) 上 尾 取 数值 7? 关 0, 则 适合 关系 

e fis 


xy 

的 数值 z 有 两 个 ,一 个 是 z= wy B E r= 一 了 ( 图 1-- 
180. 所 以 y DOS AMARA — eC) RARA 一 
+ oV y. HAB a E Io, +00) E dé H8 BL B bn, Ep DL tm 
RÆ x RAEL TEM y= x BJ t BS GE S fL RS BR > 一 
Vy ERA y zB) 52 8 Pk IM. A LEA 
X3 r=— Y y. 

习惯 上 自 变 量 用 x 表示 , 因 变 量 用 y 表示 . MRE OR 
的 y 改 成 R y, 则 得 y gO). 因为 函数 的 实质 是 对 应 


H 


E 1 一 18 图 1 一 19 
关系 ,只 要 对 应 关系 不 变 , 自 变量 和 因 变 和 量 用 什么 字母 表示 是 无 关 
紧要 的 ,zx 一 gCy) 与 y= 二 p(x) 中 表示 对 应 关系 的 符号 5p 没有 改变 ， 
这 就 表示 它们 是 同一 个 函数 . DH Bn RE ER Sk y OE AA 
PY BRA y piat dE y= FCO E B tn y +° fü 52 ER 
数 可 写成 ”一 士 x. 

把 直接 函数 y— f (z) BP y — eO BO ETE EH 
标 平面 上 ,这 两 个 图 形 关 于 直线 y 一 工 是 对 称 的 (图 1 一 19). 因为 
MA Pla DORA y OE ER. Obs y oO E E 
Dé EZ E Ob, ai y—9GO ÉE E opd, Pta EE y 
rz) 图 形 上 的 点 .而 PG.0 5 QXG. aX T BH EË y 一 z+ 是 对 称 的 

s J5" 


(MER 一 > 重 自 及 平分 线段 PO). 
= RE 1 一 1 


1， 骨 区 间 表 示 变 基 的 变化 范围 ; 
(12 PEEL 


(2) xs 
(33 xr «9, 
(4) [7— 3:34. 
2. K HS BR 
i" l , XD. 
yc T 
o. «=0 
DU o AA. 


3. FEB DÉI ft} 和 giz) 是 否 由 同 ? 为 秆 么 ? 
(1) f(r)=l]g x^, gtr)=2g ce: 

(22 firir, gim = "PCR 

(3) fix) c vafa. ala iz 1. 

4, R F FÜR PR ERA 


OD s= (2) y= 3r 2 
(32 =, (4) v— ki rte $; 
y 一- 
(52 y -+ d rä (6) y= L 一 vai, 
u u 2x 
(y (8) v= 


5， 用 描 点 法 作出 函数 > 一 十 的 图 形 . 
6. € f(z) 一 v4 1x?. 求 下 列 函 数值 : 
fe, FO., fi, f | ij D FG. Jf(z h). 


7. & CD 一 2 十 各 十 二 十 5t, 证 明 faf EN 
LE nb > 

8. 设 oC) =< | 
Lo, Ii. 


e jf» 


Relg beli hei- Fle -D EuR =p oM. 

EEES TE EE EE EEES E 
Bo 

(|) voca I z"); (2) v cx aj 

(3) yl, CD yS rir Dr 

dax 
(Y) 7 xin.rc-eos x =l: CH) y la 
i B für)= 2r t 6r 3.3 girls L fixo FO z11Ë piwi = 


PESCO SSL Pel di ex) 及 GA ARA BOE IR RE Ren 


11. B F Im Pr 5 RE BU BEEEEX 2 RARE A 00 F.BJ. (ER, 

CO LM ICE 09 AMARA IEEE EE RS E S; 

(2) Ti - 48 B8 E 69 3 TE AA Wi Ar pŠ NECS SEL e S, AA 
ELE EE TIE E 

(3) 定名 在 对 称 区 问 ( - 70 E BOTE ER | 9k uj mE APER Eech 
f£ p P 09 Hl. 

12. i ul T #j B $K # dS E DEC la] Ur pJ 38 A tE 

(1) y Ta. (1,0); 

(D y=lg z, (0, t00): 

(3) y sin z. | == Zr 

1a. WE fir) A sE X eC ADAWE AR. E SAO O AA AA 
EBRO TEC 20) 318 BIN. 

UGEET E AAA AAA 

(12 y =costa —2); (22 y=cos de; 

(3) y— 1—sim zr; (4) y= rcos z; 

(5) y=osinóz. 


i5. IR F FIER CO a i C 


(1) y= Yrtl; (2 >El. 
(3) = E (ad AM. KEM a bsc E 
8 5 OR A MUR IR? 


. l7 


16. 对 于 函数 FCO == De E FE SU U CO Oo 8 F £ SEI 
z€UC,) FE Dy 853 p CB. CO BTE Sd U (0.2) 07? 

17. BEBA DARE 世上 有 定义 , 试 证 :函数 Food X EN 
ADERPREEX EHALRXA FR. 


第 二 节 初等 函数 


—. Ru 


函数 
yz" Qi RO 
ELEA 
TER > 一 z 的 定义 域 , 要 看 是 什么 数 而 定 . 例如 : 当 p= 
时 ,y 一 < 的 定义 域 是 (一 oo, 十 oo); 当 pm ERE yi Y z ME 


X RECO, +o) M u=- Bl y ma MEAR 


(0, 十 co). 但 不 论 a BARA EA CO oo A EN. 
y= 中 ,z 一 1、2.3、 寺 .一 1 时 是 最 常见 的 等 函数 ， 它们 的 图 
形 如 图 1 一 20 所 示 . 


(a) 


"1855 


(b) (c) 
图 1- 20 


二 、 指数 函数 与 对 数 函 数 


1. HAAN 
函数 
3 二 ta 是 常数 日 a70.a251) 
叫做 指数 函数 , 它 的 定义 域 是 区 和 间 ( 一 00; 十 2). 
央 为 对 于 任何 实数 值 xz, 总 有 a 290. X a^ — 1. PEEL ER X | X 
的 图 形 , 总 在 x 轴 的 上 方 , 且 通 过 点 (0,1). 
A a> 1, HARA of 是 单调 增加 的 . 
Zeta le SÉ ERR — 是 单调 减少 的 . 
由 于 y= | 去 | = UA 的 图 形 与 y= |< | 的 图 
ERAT > 输 对 称 的 (图 1 一 21). 
以 常数 e= 一 2. 7182818*… 为 底 的 指数 函数 
ye 
RA A EA ETAR e 的 意义 将 在 第 七 节 中 说 明 . 
2. 对 数 活 数 
指数 国 数 van P I RC iB TE 


. ü< 


y—log.r(a E f EB a7 0.225]. 
nU W E 3 eA c. EE SL SK DC [B] (0, +00). 
HB Sk BJ EE, TIA Br py 85948 3 S y at 的 图 形 
F fc pr GEET 9 — B 30 WJ PE i ,这 就 是 :关于 直线 yr 作对 称 
于 曲线 y—a" 的 图 形 ,就 得 ?一 logsz 的 图 形 5 图 1 一 227， 


图 1- 21 E 1-22 
y=logur 的 图 形 总 在 y 轴 右 方 , 且 通 过 点 (1,0). 
E a>1, IRAR log 是 单调 增加 的 ,首开 区 间 t0.1) 内 瑞 
数值 为 负 ,而 在 区 间 (1, 十 c=? 内 函数 值 为 正 ， 
Hodal. HB A E loger 是 单调 减少 的 ,在 开 区 间 (0,1) 内 
BE Sr 8 J F MARIA) 3-090 PS ER 3 B AA. 
科技 中 常用 以 常数 e 为 底 的 对 数 函 数 
w=log.x 
d EECH 
y=Ín r. 


EE |I. K = E! 


1. SARA 
常用 的 三 角 函 数 有 
XE 9 PA IC y:-sin x (图 1—23). 
. 20» 


ae P 


Ar y A e y=cos + (H 1-24), 
I H) 88 x y=tan. (1—25), 
余 切 函数 3 一 cot r  (H1—26), 
其 中 丰 变 景 以 弧度 作 单 位 来 表示 
正 散 汪 数 和 有余 茧 函数 都 昆 以 壬 为 周期 的 周期 函数 ,它们 的 定 
Z SQ RK 1 5] (— o0. oco AE AR REP CIR] — 1.11. 


22] 


ELE EEES II 


I 
A AE 


一 一 一 一 一 一 一 了 一 一 一 一 一 一 一 一 


图 1 一 26 
由 于 cos == sin [2+5] ALA EE y=sin x Ho 


向 左 移动 一 段 距离 了 ,就 获得 余弦 曲线 y= cos x. 
正切 函数 y=tan x 的 定义 域 
D-ixrixcHE un I n€ Z E 


ZR UJ) BRE y —cot r HAE XL, 
D-—(zr|rC€E nnnc! 

3X AT MA BLA Je: DX fed (— co , 3-092. 

nail $ HA UJ PG T ARI A E SRCEST E ENTRAR 
ARR AN. 

此 外 , 尚 有 另外 两 个 三 角 函 数 , 它 们 是 

EMEN see x 

它 是 余 蓄 函数 的 合 数 , BD 


1 
sec I= —— 
cos Y 


qz AE E SE A 84 LED I 
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它们 都 是 以 2r 为 周期 的 周期 油 数 .并 且 在 开 区 闻 ' 0, 广 | 内 都 是 无 
FE. 
2. 反 三 角 画 数 
f = f b XE AAA Egi. — fae f oy sm sr. = 
cos x.y-— tan z Hl y=cor + BJ 5 pg CIC "D 
PD E 9X PR t y Árcsmn .rc (图 1 一 27)， 
Fak PRO — yo Arccos > (图 1] 一 28)， 


— at 


REA y— Arctan r (图 1 一 29)， 
P # UJ e 3t y Arccor a (II — 30). 
J ff BR 3k 5 Ed TEES RT rH 38115 B) = fi es Ek B Et] JE FE c ER Ey tE 
图 法 的 - 般 规 则 作出 . 
ix VU d- Ez — fü RARA LE (eR Pr. 但 是 ,我们 可 以 选取 这 些 函 


数 的 单 值 支 .例如 ,把 Arcsin x ERR AN lt 
Fs 28 Be E 32 28 TB ER 3E dO fE arcsin >z. 这 样 ,函数 一 arcsin + 


就 是 定义 在 闭 区 加 [一 1,1] 上 的 单 值 函数 , 且 有 


x . z 
-5 = arcsin xz Ké 


ER AMA v —arcsin r HE EXA, CS —1.1J.E 
是 单调 增加 的 , 它 的 图 形 如 图 1 一 27 中 实 线 部 分 所 示 . 

235 fel Hh, RR — fü eR 3 B9 3E IB tb ARA SE PS ECL Z 
EJEA A EAT ALEMANA T 
单调 性 等 如 下 : 

反 余弦 函数 y= 二 arceos x Bü E SIR S PR K O 1,1]. (8 58 S 
ARO), EL — 1,1] E 8E REIR p , mung) 28 Sc zb 28 
A Bm. 

BEER y—arctan x HUGE ML BER (— 00, +00), fB B AH 


区 间 | q] , 它 在 (一 co, 十 co) 内 单调 增加 ,图 形 如 图 1 一 29 中 
实 线 部 分 所 示 . 
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E 1 一 27 图 1-28 
反 余 切 范 数 y=arccot x 的 定义 域 为 (一 品 , 十 co), 值 域 为 开 


EC BE CO TD , 它 在 (一 co ,十 cp2)? 内 单调 减少 ,图 形 如 图 1 一 30 中 实 线 
部 分 所 示 . 


FE. SSH ISA 


1. HAAN HEIFER BH C DI, E YC UC DR UB fE B: IH JL T P8 
# ELA LH SE py PS $$ , x PF XJ BS 31 Py ES ze E 0E 25 68. 下面 先 举 
一 个 具体 例子 涪 明 什么 叫 复 全 着 数 . 

DIA. BOE y — /1— a EUR y Re z BO PB 5 , Z I) XE X E 
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Boo 29 BH 1-30 


[—1.1 1. m RJ 15 DER EE bt >, RR 8k BJ xF MAA 
这 样 的 :首先 ,对 于 任 一 z*E [1 ,通过 函数 #=1 一 了 得 到 对 应 
的 = 值 ; 然 后 ,对 于 这 个 zx 值 ,通过 函数 y= vu 得 到 对 应 的 * 值 . 
这 时 .我 们 便 说 函数 y= VIO y Y u NIu—1—4 9 
ARA ADEE e 则 称 为 中 间 变 量 . 

— RE, A y PORTE X bs A D. A AED 
EBE X WoS iuen z€ Di, H WOD BRA EI 
一 rE D IR u= PO AE LE WEAR HH W. 
CD, BAUER ALA AA y= tn) 有 确定 的 x 值 与 之 对 
pz. 这 样 , 村 于 任 -- ED Bip n 有 确定 的 y 值 与 之 对 应 ,从 而 得 
EPA z D EE REL v 为 国 变 是 的 耳 数 ,这 个 函数 称 为 由 函数 > 
= ftw 和 w= yx) 复合 而 成 的 复合 也 数 eK Ex ie fF 

yf igo]. 


H EL EB RTT. Er eR Ce V BH PR RK X: py 1: gn 4€ Rb 


CG Inde fede CERE S BEC EFL E 2 pk. 


方式 的 一 个 慨 念 . 利用 这 一 概念 ,有 时 可 以 把 函数 分 解 成 几 个 男 
数 , 另 一 方面 也 可 利用 它 来 产生 新 的 图 数 . 

例如 ;函数 v —arctan n 8D fE E y 一 arctan A HI = r" £ A 
"ëm XU Bldg. VEA ym Y = fl u= 255 ma. 
ix-T RH SEE E BE PR C y= |> 

必须 注意 ;不 是 任何 两 个 消 数 都 能 够 复合 成 一 个 复合 函数 的 . 
例如 ,yy 二 arcsin « Ë 二 2 十 zx! 就 不 能 复合 成 -- 个 复合 函数 . 因为 
对 于 = 二 2 十 二 的 定义 域 ( 一 下. 二 0}) 内 任何 江 值 所 对 应 的 4 (ÉL 
(都 大 于 或 等 于 2) AARETE y= 二 arcsin u AX. 

ESB TU AB AL AA EE AR dn, E y 


= u, u=cot v, E A BR y Af cot 过 T4 VE E 


都 是 中 加 变量 ， 

2. 初等 函数 ”等 函 数 ,指数 函数 ,对 数 函 数 .三 角 范 数 和 反 三 
角 函 数 统称 为 基本 初等 浮 数 . 由 常数 和 基本 初等 酒 数 经 过 有 限 次 
的 四 则 运算 和 有 银 次 的 函数 复合 步骤 所 构成 并 可 用 一 个 式 子 表示 
的 函数 , 称 为 初等 函数 . 例如 


f 
y= yla, y-sinz. y= cot 5 
EE ARABE IL AAA ARANA 
数 . 


T. X ds d s HL 
应 用 上 常 届 到 的 双 曲 函数 是 
MAER shut 


NARE hr= TE, 


Sara ma 


LE 


这 三 个 双 曲 晓 数 的 简单 性 态 如 下 : 

X BH iF 9E B XE X 1 74 € co, +e LEL PE ay B8 EA A JE GR 
过 原点 时 关于 厚 点 对 称 . #E t [8] ( — oo. + So) WJ z JE: SR A. 
Tor BJ BS xq IB jg K Bj, CSS -象限 内 接近 于 曲线 y= 


六 es 在 第 三 象限 内 接近 于 曲线 y—— je (BL 30. 


XX HH dx dE RU XE S BR O po, o TZ dé BI E CL E 85) ELTE: ñ 

过 点 C0.1) 且 关于 yy 轴 对 称 ,在 区 间 ( 一 一 ,0) 内 它 是 单调 三 少 的 ; 
在 区 了 问 45 .十 se) 内 它 是 单调 增加 的 .ch 0 二 1 是 这 蝴 数 的 最 小 值 . 
当 了 的 绝对 值 很 大 时 , 它 的 网 形 在 第 :象限 内 接近 于 曲线 一 
US mies) 
XC IE ZJ HU E 9 bR C 25, — TERRA E BJ ESL 3E GB 

blm ou HX TRA ER. dE PC B] ce. o NAHE GST S. 

万 的 图 形 类 在 水 平 直 线 % 二 1 及 y= LZM Ae 的 绝对 值 很 大 

D 2f 


e", (H1--31). 


时 . 它 的 图 形 在 第 一 象限 内 楼 近 于 直线 > 一 1, 而 在 第 一 象限 内 接 
MET EC. wy 一 一 1( 图 1 一 32). 


B o1—32 


PAU AA xg S£ TUE F sj A AX: 


sh (=+ 30 sh x ch y+ch z sh y; 0D 
sh (Gr— 3) =sh z ch y—ch z sh y: (2) 
ch (z+y)—ch x ch y4-sh x sh y; (3) 
ch Gr— y) — ch z ch y—sh x sh y. C4) 


我 们 来 让 明 公式 忆 ) .其 它 三 个 公式 读者 可 自行 还 明 . H a X. 


er—e T e+e” e-e*e-—e* 
D D 


sh = ch y+ch z sh y == 


e 2 2 2 
arar pr det * eT izi y) 
| et! 了 十 es “一 er "e Lara) 
| 4 
TEV um -Erel 
一 二 > - =shla +). 


由 以 下 几 个 公式 可 以 导出 其 它 一 些 公式 ; 例 贡 : 
在 公式 (7 中 邻 x 二 vw: 并 注意 到 ch 0 一 1 .得 


ch?z—sh?*r-l; (5) 


sh 2x-2sh rch x; (6) 
ch 2z==ch°zx-+-shšx, (75 


VÀ F X T Xš RARO 2 (7) 5 EE EE ARA 
类 似 , 把 它们 对 比 一 下 可 帮助 记忆 ， 
双 曲 函数 y= 二 sh z, y= chr, y=th = B5 F Eš $£ Ik OA 
ARER y=arshx, 
IS HRK  y=arch r, 
反 双 曲 正 切 y=arth rx. 
3X Eb T2 X Hi PQ 39 #B RI 3 ARMA RA RIA: 
y=arsh x E: x—sh y W 5 BR. D.H 
e—e 
2 
中 解 出 y 来 便 是 arsh r. Soe, MH LAA 
i —2xu—àd-—0. 
这 是 关于 2 的 一 个 二 次 方程 , 它 的 根 为 


— 
u= z+ vz?’ +l. 


因 w=e’>0, 故 上 式 根 号 前 应 取 正 号 ,于 是 
¿= z+ VIF]. 


x= 


由 于 y=l 4,44 
y=arsh x=In(2+ diti), 
函数 y—arsh r É E 22 8 q (— co, + on), Kees, E 
间 《 一 2 ,十 co) 内 为 单调 增加 . 由 y —sh + B POE HERAS 
必 图 法 ,可 得 y 一 arsh x 的 图 形 如 图 1 一 33 所 示 . 
下 面 讨论 双 曲 余 粥 的 反 函 数 .由 x 二 ch ys A 
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g-—arshr 


E 1-33 E 1-34 
由 此 得 eii El 
yzlnirc Yr 1). 


EA L6 ERA R1. MAA GR Bu Bg fT E =] IE oa 
负 . 4 zr—18f.y—0; W T ACE AES z Wy A in(z+ vx —1) 
及 in(x— v2 一 1) 两 值 与 之 对 应 , H + 
(z— ¿xa Mat vx —12) 
In Gr— 4/z*— 1) 1n I4 JA 
H 
"rb vert 


==Inir+ wr'—1), 


=i 


y= tlale wx 一 1). 
Dua. E ELE EDEN A 
MOTA A x<, RNA E AA — Se dE OS X 8 GEAR 
A 


y=arch zx 一 In(Cz 十 wz 一 1 )。 
这 样 规定 的 函数 y=archt 便 成 为 单 值 的 . 它 在 区 间 !1， 
oo) b dE B BE hi Bg CE 1 — 345. 


30 


这 函数 的 定 儿 域 为 开 区 间 ( 一 1:1);: 它 
在 开 区 间 ( 一 1,1) 内 是 单调 增加 的 奇 
BS. 它 的 图 形 关于 原点 对 称 ( 图 1-- 


类 似 地 可 得 


l+x 


EE 


y=arth z=} 


35). 


3) 题 1-2 


1. sR F #| 58 P i g 3 R; 
(1) e=sin weih (2) y=tante - 1); 


E 


ex XC 
(3) y raresin(z—3) "C43 y vV/3-- x —arctan 1, 


(5) y=lrta +11) (6) y—et. o X49 
2. %8 fc arcsin r,3É F #0 p JR fü : E z 
Š - 2: T E 
» ZEE ' 
fo, f Dr [TS rd e | fO». 


3. Pai arccos 5 E F glas EE: 


GC», COD, SEN Gc v3 3». GC-2): 
- W Für). 证 明 : 
(1) FGO-FGO— FU y) 


5. di GG =i z. W: H L0, y20. 下列 等 式 成 立 : 
0) GHG) =G Uy); 
EE z), 
6. IR] y=sin een, 作出 下 列 函 数 的 图 形 : 
= 31. 


Lan zs (2) y—un E | 


(3) y— sin x4 (4) y=sin 2r; 


7- AMAER EM FET FO E. 

(1) y=:r rL, (2) y=x+sin x; 

(3) y —sin r+ cos x. 

8. XR F PUE diri 52 PG # . 

(1) y= sin 373 E E 2); 
_ 2 

(3) «IDE 

9. 在 于 询 各 题 中 , 求 由 所 给 函数 复合 而 成 的 函数 ,并 求 这 函数 分 别 对 应 


x 


. x x 
CI y—ua!j.u—sin z, xj— FREE 


x 
8 
(3 y— u p ultri, nl, r= ii 


(4) y—e" e= sën zs Dasz lp 


(2) y—sn ba HSZ. z, = 


(5) y uu eg, Kai lex -1. 
10. Wb rz) 的 定义 域 是 [0,1], 问 51) FO. C2) f Gin x), (3) flet 
ala (4) Pata fir —a)(a— 0 Big X bk W fF Z, ? 


1. | zb] 
11. D [x!=1， gie, 


—]. rl 1. 
3k f[g(x) 和 和 ef Co]. 2 BOX BS A RE 
12. uEBH E EXCEL ODLUOD. 
13. 证 明 : 
Lu DUM 


(1) sh 工 十 sh y—2sh y ch 2^5 


(2) ch a —ch y=2sh ELA =. 

14. E: n — # Pk Su p BU E EE PUE ,重量 是 KC — KY HERR 
ea 戎 的 拉力 乒 , 合 物体 从 静止 开始 移动 { 图 1- 36). K SE PEUT f ES hiii E 
Hj ff a 之 间 的 函数 关系 式 
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15. 
ABCD 的 
BRERA 


图 1—36 
E SI k WE B 398 WH Da EEE A p 40—37 当 过 水 断面 
而 积 为 定 值 So 时 oki I LOL— AB+ BOCA CD) SK ER A 2 dBLR Pë 
JE BRE X. 


图 1-37 图 1 一 38 


16. 一 球 的 半径 为 +, 作 外 切 于 球 的 网 锥 {图 1 一 38), 试 将 其 体积 表示 为 


高 的 函数 


:并 说 明定 义 城 . 


17. 火车 站 收取 行李 费 的 规定 如 下 : 当 行 李 不 超过 50kg EINE T EXE 
HE. CALA kg 收 0.15 元 . 当 超 过 50kg 时 ,超重 部 分 按 每 千克 


0. 25 元 收 
EECH 


ft. OR EE Oe É yl 元 ) 与 重量 rkp lB] B5 P8 3 >: £ 
hax EAS AE. 


第 三 节 ”数列 的 极限 


极限 概 售 是 由 于 求 某 些 实际 问题 的 精确 解答 而 产生 的 . 例如 、 
我 国 十 代数 学 家 刘 微 (公元 3 世纪 ) 利 用 泗 内 接 正 多 边 形 来 推算 图 


e 33. 


面积 的 方法 一 - 割 男 术 , 就 是 极限 思想 在 几何 学 上 的 应 用 

设 有 一 园 , 首 先 作 内 接 正六 边 形 ,把 它 的 面积 记 为 A1; 再 作 内 
楼 正 十 二 边 形 ,其 面积 记 为 4s* 再 作 内 接 正 二 十 四 边 形 ,其 面积 记 
， 为 4,;* 循 此 下 去 ,每 次 边 数 加 倍 , 一 般 地 把 内 接 正 6X2-: 边 形 的 面 

积 记 为 4,(nEN ). 这 样 , 就 得 到 一 系列 内 接 正 多 边 形 的 面积 ， 

A.A. A... DEL 
TT R — Lf CUE HK. A DEI EIER E IR 
越 小 ,从 而 以 A, 作为 圆 面积 的 近似 值 也 越 精确 . 但 是 无 论 "取得 
MUA RE n RETA, 终究 只 是 多 边 形 的 面积 ,而 还 不 是 加 的 
面积 . 因此 ,设想 无 限 增 大 ( 记 为 co, 读 作 " 趋 于 无 穷 大 ), 即 
内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 ,在 这 个 过 程 中 ,内 接 正 多 边 形 无 限 
接近 于 圆 ,同时 A, 也 无 限 接近 于 某 一 确定 的 数值 ,这 个 兢 定 的 数 
值 就 理解 为 图 的 面积 . 这 个 确定 的 数值 在 数学 上 称 为 上 面 这 列 有 
次 序 的 数 ( 所 谓 数列 )4 s Aas Aast, 4,，… 当 noon i A R. E 
若 面 积 问 题 中 我 们 看 到 , 正 是 这 个 数列 的 极限 才 精确 地 表达 了 加 
的 面积 . 

在 解 快 实际 问题 中 逐 产 形 成 的 这 种 极限 方法 ,已 成 为 高 等 数 
学 中 的 一 种 基本 方法 .因此 有 必要 作 进一步 的 立 明 ， 

先 说 明 数 便 的 概念 . 如 果 按 照 某 一 法 则 ,有 第 一 个 数 ri 第 二 
个 数 xs,… 这 样 依次 序 排列 着, 使 得 对 应 着 任何 一 个 正 整数 二 有 
一 个 确定 的 数 >,, 那 末 , 这 列 有 次 序 的 数 
就 叫做 数列 . 

数列 中 的 每 一 个 数 叫 散 数列 的 项 ,第 # 项 z, 叫做 数列 的 一 般 
项 . 例如 : 


a ZA e 


AE 1Y 
l 4 at lY 
257% ng ^n H 


nyi ly! 
— 
以 后 ,数列 


tE. IOAS UG. 
在 几何 上 ,数列 1z。 TAREA 
上 的 一 个 动 点 , 它 依次 到 数 轩 上 的 点 


Sl aa gy tt a t A 1— 39). "n fiI3 Xn 
数列 {z} 可 看 作 自 变量 为 正 整 , 
数 的 函数 ; 
Ae f Cn), 


它 的 定义 域 是 全 体 正 整数 , 当 自 变量 = 依次 取 1,2,3,… 等 一 切 正 
整数 时 ,对 应 的 范 数 值 就 排列 成 数列 {zo}. 

对 于 我 们 要 讨论 的 问题 来 说 ,重要 的 是 ; 当 4 过 和 限 增 大 时 《于 
zeo 时 7, 对 应 的 了 ,一 关中 是 否 能 无 限 接 近 于 某 个 确定 的 数值 ? 
如 果 能 够 的 话 Lux TR WEE e 


我 们 对 数列 
L 4 at"! 
2:23 x... n pr” (1) 
来 分 析 . (EX $e piri , 
cl 1 1 
n n 


我 们 知道 ,两 个 数 忆 与 上 6 之 间 的 接近 程度 可 以 用 这 两 个 数 之 
莽 的 绝对 值 :6 一 e| 来 度量 5 在 数 轴 上 12 一 4 表示 点 4 与 点 六 之 间 
HER). ¿al lan Ej b RA. l 

就 数列 (1) 米 说 ,因为 


lait coll, 
tan. Y n ERRAN RRRA, AUTE z, 就 越 来 越 接近 于 
1. 因为 内 要 足够 大 ,1x. 一 11 即 二 可 以 小 于 任意 给 定 的 正 数 .所 


以 说 , 当 无 限 增 大 时 ,x, 无 限 接近 于 1. DM LIRE 
1 


Tog AK n2-100, BB AER C 1 HY 36 BJ 10038 B #F., A 3510158 
za, EI. DI 


Tiol» Erp 0035 "T $4 tT 


就 都 能 使 不 等 式 


1 
EM 1| 100 


Hui. RB A , 划 从 第 10001 项 zrww 起 .后 面 的 一 
切 项 


Tigbo roo s Fiona s s "Aan"? 


就 都 能 使 不 等 式 


; I 
ES 1115000 


成 立 . 一 般 地 ,不 论 给 定 的 焉 数 < 才 么 小 ,总 存在 着 一 个 正 整 数 N. 
使 得 对 于 >N 时 的 一 切 x ,相等 
[x,-: 1| < 


都 成 立 . 这 就 是 数列 EA nma z et noe coRE X 


限 接 近 于 I 这 件 事 的 实质 .这样 的 一 个 数 1, 叫做 数列 工 一 


LL (n—1 VNDE n-ooBf fj 8 PER. 
一 般 地 ,对 于 数列 
Epa MAN E Wf Ae 
来 说 ,有 下 列 定义 ， 


s Ap: 


EX MEM AEB 有 下 列 关 系 ;对 于 尾 意 给 定 的 
ER Cit S Z Jx), A Fr E 六 ,使 得 对 于 > N 时 的 一 
Do AH 

Lacalle 
都 成 立 , 则 称 常数 a 是 数列 {z.} 的 极限 ,或 者 称 数列 1r,} 收 效 于 a, 
id 3 

mz, za, 
或 aara ), 

n RES UL VRBE "NS PL bt ICA. 

LME RAE € HULE ER REE, RNA 
REA la male MEX r tia 无 限 接近 的 意思 . 此 外 还 应 
注意 到 :定义 中 的 正 整 数 N 是 与 任意 给 定 的 正 数 e 有 关 的 , 它 随 
着 上 的 给 定 而 选 定 . 

我 们 给 "数列 {x,? 的 极限 为 a” 一 个 几何 解释 ， 

Hi S a MBA riseger E BRE E MIA e 
ARREK, FEAH EEA a H e RRRA Ca eat H 
l-40). 


a-t Ze a+ 
Zi Zi AN Ng Tat? T3 x 
E 1-40 
RAFA Lena |< 
与 不 等 式 aa Ue 


等 价 ; 所 以 当 w>N 时 ;所 有 的 点 z, WERNERA Ca — 62a O PN. 
而 上 只 有 有 限 个 (至 多 只 有 NN 个) 在 这 区 闻 以 外 . 

数列 极限 的 定义 并 未 直接 提供 如 何 去 求 数列 的 极限 . 以 后 要 
济 极 痕 的 求法 ;而 现在 只 先 举 几 个 说 明 极 限 概 念 的 例子 . 

für 证 明 数 列 


的 极限 是 1. 
tr r- (= Ia QS P ql 
vol > SÉ 
AT lo. ca TP TEE ER opt e, 只 要 


les 或 al. 
所 以 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 e TE REN [Lh iN 时 


就 有 


aC D, |<, 
n 
aq yl 
Bj lim C 3 
例 2 已 知 c 2 AER (a) RREO- 
24-1) 
. _ (Cr Jo 1 1 
证 |z —al|= GOD Jd 


对 于 任意 给 定 的 正 数 et e1). HE 

Se E 
AGA leal Le 必定 成 立 . 所 以 , 取 正 整数 NS | 1 | m 
>N 时 就 有 


注意 ”在 利用 数列 极限 的 定义 来 论证 茶 个 数 a 是 数列 !z*} 的 
极限 时 ,重要 前 是 对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 要 能 够 指出 定义 中 所 说 
的 这 种 正 整数 N 确实 存在 ,但 没有 必要 去 求 最 小 的 N. 如 果 知 道 
[zx 一 a| 小 于 某 个 量 ( 这 个 量 是 的 -个 函数 ), 那 末 当 这 个 量 小 于 
e Hl. lx, 一 &1< 当然 也 成 立 , 兰 令 这 个 量 小 于 上 来 定 出 N 比较 方 
便 的 话 ,就 可 采用 这 种 方法 , 鲍 ? 便 是 这 样 做 的 、 

e 3H * 


Bn 


例 3 Hlg <1 ERF ERA 


Ln go 
的 极限 是 0. 
证 任意 给 定 >o e<l). 
因为 lx, —0|— lgs |g17?, 
ZE lx,—0|<e, HS 
lg |" <a. 
Sp Ska. jali e. Blgl<14An 191<0， 
in e 
Ëy Waben lal 


tn e 


& N= [reges LN ach 时 ,就 有 
lg” ! —0| e, BJ limq"7 =0. 
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定理 1( 极 限 的 叭 一 性 ) 数列 {zx,} 不 能 收 钱 于 两 个 不 同 的 极 


Toa 用 反 证 法 . BUR PLP nona Rab, Hab. Roe 
2-15. 因为 im c, as CIE EIE SEEN, ,使 得 对 于 n> Ni 的 一 切 
z, 不 等 式 

PE (2) 


2 
都 成 立 . 同 理 , 因 为 ima =b, E r EE SK N,, 使 得 对 于 n> N. 
的 一 切 ABR 

Ee (3) 
BRA RON maxi N (IK I T EA N ENA N PB 


那个 数 ), 则 当 n>N 时 ,(2) 式 及 (3) 式 会 同时 成 立 . 但 由 (2) 式 有 


nett, 让 (3) 式 有 AT. 这 矛盾 证 明了 本 定 


理 的 断言 . 


e 395 


俩 4 证明 数列 c,—(0—107'G:—1.2.- A RE 2 IS. 
证 如 果 这 数列 政策 ,根据 定理 1 它 有 了 唯一 的 极限 , 设 极限 为 


a, BD imz =a 按 数列 极限 的 定义 ,对 于 e 一 却 存 在 着 正 整数 N. 


M nc N 时 , |z, —a| < MASON BÍ, z, 都 在 开 区 间 


[aq sab | 内. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 * 一 oo 时 ,z, 无 休止 地 一 
再 重复 取得 1 和 一 1 这 两 个 数 , 而 这 两 个 数 不 可 能 同时 属于 长 庆 为 1 
的 开 区 阅 [a— a+ | 内 , 因此 这 数列 发 散 . 


下 面 先 介绍 数列 的 有 界 性 概念 ,然后 证 明 收 敛 数列 的 有 界 性 . 
对 于 数列 Iz, ,如 果 存 在 着 正 数 凡 , 司 得 对 于 一 切 ü, 2 E 
不 等 式 
ESES P 
则 称 数列 {zx} 是 有 界 的 ;如 果 这 样 的 正 数 M. 不 存在 ,就 说 数列 
[n EER. 


例如 ,数列 x 一 
1; 而 使 


— (nz1,2,-0 RA EB A D RT M = 
n+1 


n 
. | 
=s |< 


对 于 一 切 正 整数 ”都 成 立 ， 

数列 z。 一 2 人 na 一 1:.2:,…) 是 无 办 的 ,因为 当 壮 无限 增加 时 ,2 
可 超过 任何 正 数 . 

数 轴 上 对 应 于 有 界 数列 的 点 =, NES EPI IIL— M , M] E. 

定理 2 收效 数列 的 有 界 性 ) _ dm REPE (>. LS RARA 

MEA 

证 因为 数列 {zx,) 收 售 , 设 lim =a, 根据 数列 极限 的 定义 ， 

对 于 e 二 1 存在 着 正 整 数 N ,使 得 对 于 n2 N 时 的 一 切 zx; ,不 等 起 
|x,—al| «1 


e dí. 


都 成 立 .于 是 , 当 n>>N 时 ， 
EE 
取 MM 一 max{|z|, lxzl læn li lalh IRRF] e) H hi 
切 =, 都 满足 不 等 式 
Le, | AM. 

这 就 证 明了 数列 {x,} 是 有 界 的 . 

根据 上 述 定 理 , 如 果 数 列 (zx.} 无 界 , 那 末 数 列 {x.} 一 定 发 获 . 
I IL O E 

bet EK t ,ee 

有 界 , 但 例 4 证 明了 这 数列 是 发 散 的 .所 以 数列 有 界 是 数列 政策 的 
4 XM ,但 不 是 充分 条 件 . 

最 后 ,介绍 子 数列 的 概念 以 及 关于 上 收敛 的 数列 与 其 子 数列 间 
KRH- DEH, I 

在 数列 {zx,} 中 任意 抽取 无 限 多 项 并 保持 这 些 项 在 原 数 列 1x.; 
中 的 先后 次 序 ,这 样 得 到 的 一 个 数列 称 为 原 数 列 {z,} 的 子 数列 (或 
+). 

设 在 数列 {z.) 中 :第 一 次 抽 权 z. :第 二 次 在 r. 后 抽取 x, ,第 
三 次 在 r. HE m, n T2 X; det 8 F £ , i E i 

EE RE 

这 个 数列 (xz IAEA Gc, 89 E ECH 

注意 在 子 数 列 {x.} 中 ,一 般 项 xz, 是 第 上 项 ,而 x 在原 数列 
ad PAER Ano. 

定理 3( 收 仇 数 列 与 其 子 数 列 间 的 关系 ) MARI o i 
于 <, 水 末 它 的 任 一 子 数 列 也 收效 , 且 极 跟 也 是 < 

证 ” 设 数列 (zx, }) 是 数列 {x,) 的 任 一 子 数列 . 

由 于 bm xz 一 4: 故 对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 存 在 着 正 整 数 N. 
Hb aN f, |en a| gu. 

. 41. 


E K= N, MIG RT K BË n >n =n >N. FE |=, 一 a| <. 
这 就 证 明了 mz, =a. 证 毕 . 
由 定理 3 可 知 ,如 果 数 列 {x,} 有 了 两 个 于 数列 妆 雍 于 不 同 的 极 
限 , 那 末 数 询 {x,} 是 发 散 的 .例如 , 例 4 中 的 数列 
ls— A ES 
的 子 数列 0s Ee wé MATA zur SEE — 1. B E r 
—(—1»*!in—1,.2.--) A BE dS. fo] gr xx e E F d BH PA 


TRES SEC ETEA Sk TAF. 

31 8 1 一 3 
1. ME E x, 如 下 的 数列 12 的 变化 趋势 , 写 出 它们 的 极限 : 
IT Das 
Qiz-2£rlba Mm, 

" D Rd. 
(5) x,—nG--1)7". 
cos E E 


2. BUNC Ga 18 — E limo, DR RN BS n>N 时 ， 


>, 与 其 极限 之 差 的 总 对 值 小 于 正 数 & 当 6— 0, 0010] RON 
3. 根据 数列 极限 的 定义 证 明 : 


im, = . anl, 3 
(D fimi = 0; Guter geb 
-= == 
T (3) lim E 1, (4)? m0. 999-*9=1. 
. dtm a 
. X. 


4. E lime, HEAR lim le, iz [a]. 3F3 5 A I SEE CE RE. 
5. BIN AX Det, Haten 
6. XT WE n E ya RR alko), ra — a (ËF —= oo, üE Br. 


(m— 00), 


HOP BARATA 


上 节 讲 了 数列 的 极限 . RARA AAA A 
. 42» 


= FOO 那 末 数列 一 Fo 的 概 限 为 < 就 是 :当月 变量 皮下 党 
BUTACA OB mro TEE AC HNH CER E E URGE 
的 数 &. 把 数列 极限 概念 中 的 男 数 为 fam B GREG m 为 
nz 等 特殊 性 撒 开 ,这 样 可 以 引出 范 数 极限 的 : : 般 概 念 : 在 自 蛮 
虹 的 某 个 变化 过 程 中 ,如 时 对 应 的 函数 值 无 限 接近 于 某 个 确定 的 
数 , 团 林 这 个 确定 的 数 就 叫做 在 这 -变化 过 程 中 淆 数 的 极限 .这 个 
极限 是 与 自 变 量 的 变化 过 程 密 奶 相关 的 , 息 于 自 变 量 的 变化 过 程 
不 同 . 函 数 的 极限 就 表现 为 不 同 的 形式 .数列 极限 看 作 晤 数 
0 当 N00 时 的 极限 ,这 里 自 变 量 的 变化 过 程 是 % 一 cc 下面 讲 
述 自 变 基 的 变化 过 程 为 其 它 情形 时 肾 数 f(x) 的 极限 ,主要 研究 两 
种 情形 : 

1. AFB EEE TARA ro 或 者 说 趋 于 有 限 值 xz. Cic 
作 < 一 xz) 时 ,对 应 的 函数 值 Az) 的 变化 情形 ; 

2. BEE RENE |z) ARA DEPARA Gu fE x 
cc 时 ,对 应 的 函数 值 f (=) Bg ae de TEL. 


一 . HEMOS —+45 ER A #$ 8535 ER 


现在 考虑 自 变量 r 的 变化 过 程 为 rzo' 如 果 在 xzo 的 过 程 
中 ,对 应 的 裔 数值 f(x) 无 限 接近 于 确定 的 数值 4, 那 末 就 说 4 是 
O Y r—= oB) 59 B R. 当然 ,这 里 我 们 首先 假定 壬 数 
fz) 在 点 zo 的 某 个 去 心 邻 域内 是 有 定义 的 ， 

在 过 > 如 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 f(x) 无 限 接近 于 4, 就 是 
LAkz) 一 | 能 任意 小 . 就 如 数列 极限 概念 中 那样 ,| 7(z) 一 41 能 任 
意 小 这 件 事 可 以 用 | Fe) 一 4i-<<s 来 表达 ,其 中 < 是 任意 给 定 的 正 
AROS f(x) 无 限 接近 于 A 是 在 zz 的 过 程 中 实现 的 ， 
所 以 对 于 任意 给 定 的 正 数 <, 只 要 求 充分 接近 于 ze 的 工 所 对 应 的 
RE /(z) 满 足 丰 等 式 1/Cz) 一 41<e: 而 充分 接近 有 zo 的 x 可 
RAROS | a LEH ERTER 从 几何 上 看 ,适合 不 等 
ROE |a a <ó 的 的 全 体 , 就 是 点 z: 的 去 心 的 8 3538. fi LM 

= 


AEde MAR + 接近 A. 

通过 以 上 分 析 ,我 们 给 出 E A $Z BJ EB AE V m F. 

EXI MANDA xz 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 . 如 果 
对 于 任意 给 定 的 正 数 s( 不 论 它 多 么 小 ) ,总 存在 正 数 3, 使 得 对 于 
iB E AREE LO jr rls o kent x. x BEBE NEGRO oo E E 
不 等 式 

Lf Geo) Ale, 
那 末 常数 4 就 叫做 函数 FO x 一 x 时 的 极限 ; 记 作 
lim Fla A FAIR ACH rr). 


sta 


$&4]38 H. ROCA cs BT PA z—= zo hl 
了 x) 有 没有 极限 ,与 f(z} 在 点 z 是 否 有 定义 并 无 关系 . 

函数 For) zz 时 的 极限 为 4 的 几何 解释 如 下 :任意 给 定 
一 正 数 es, 作 平 行 于 工 轴 的 两 条 直线 y= Ate A y Ae HTA 
两 条 直线 之 间 是 一 机 条 区 域 . 根据 定义 ,对 于 给 定 的 RARA 
A e e SR ite, EN y= 二 f(x) 的 图 形 上 的 点 的 贺 举 
LIE 在 邻 域 (zo 一 8,zo 十 B) 内 ,但 xz 关 zo 时 ,这 些 点 的 纵 坐 标 f(x) 
满足 不 等 式 

IJEDT A| ZE, 

或 AL fla) [Are y 
JR ED ix oe erg fE pom Pr fE ÉDA AA PC 
成 内 (图 1 一 41)， Ate 

841 证 明 lime 一 ,此 处 < 为 一 4 
"X. | 

证 xBifG-—Al|-le-el- 9 tod fu ze tó T 
0, 因 此 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, nj fF 
取 一 正 数 SERO |r rl <ó W, BÉ 
使 不 等 式 : 


B i—41 


f(zy—A|= |e—c| 0x6 
. jo 


Ho. 所 以 dme-e. 
$12 证 明 lim += xo. 
证 这 里 1.z 一 4 一 lz 一 al 因此 对 了 于 任意 给 定 的 正 数 e. 
总 可 取 0=e, M0 ]x—a0 |< ë= = 时 ,能 使 不 等 式 | .zy 一 本 | 一 
lex | <e 成 立 , 所 以 lim zs zo. 
613 证 本 
hm(2x—12-1. 
r—1 
证 由 于 
ifXx—Al1-2127—12—11721z—11, 
BT LOA e, 只 要 


£ 
Iz—11]< 


所 以 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 可 取 i= RD ARER 
xjr Ilas 
时 ,对 应 的 函数 值 f(x) 就 满足 不 等 式 
]fG)y—1|= |(@9z—1)—1|= e, 
Am lim(22—12—1. 
例 4 证 明 


证 2E, KAEA IE BAN ARAS 21H 
的 极限 存在 或 不 存在 与 它 并 无 关系 .事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 
5; 不 等 式 
2 
== 
TpEÓESE y: x 一 1 后 ,就 化 为 
x41—2|-|x—1le. 
D dc. e Fu OL e. d Ao PO 5 r— dI CO HE ab 


rl glee 

f 一 上 i 
所 以 lim 4 — 2, 

sl 1 


例 5 EM: H zB]. lim Kx = V 
证 ”任意 给 定 正 数 s. 因为 


£- Xy | 


- l 
V z le been 
Aa 


. ` po 
EE [OA e, HE |r zr ly r 8 H ren, DD raon H 


Eend A= r 


Guo. 


Lasel it. DI EE 2 min Urs ase) 《这 式 子 表示 .6 Æ >. 
和 Vxoe 两 个 数 中 较 小 的 那个 数 ), 则 当 * 适合 不 等 式 0 一 
|z s| <ó 时 ,对 谈 的 函数 值 V3 就 满足 不等式 

| xz — Vn | «e. 
所 以 lim VE = s. 


ERE 


利用 范 数 极限 的 定义 ,可 证 明 下 列 定理 . 
定理 1 极限 的 局 部 保 号 性 ) 如 果 lim G0 — A, MB A>0 


(或 4 二 0), 那 未 就 存在 著 点 z 的 某 一 去 心 邻 域 , 当 > 在 该 分 域 内 
时 .就 有 /COD00lkR fOz)<C0), 
个 到 定 的 正 数 , 必 存在 着 ER A ere REX 
| FE 
ak A Ae 
E dtr. El ARO E Zen, 
EJ oi LEO A op IN, 
EE PER ER P. A AA ALO. ER e 
* 46 * 


一 | 和 1 ,使 可 得 到 更 强 的 结论 ， 
ene 如 里 lim Ge) = MAZO SERRE ETE ME 


KLEPET Ce) z€ U GOES RES AGO o» 12, 

定理 2 如 果 在 7 的 某 一 去 心 邻 域 内 ORO Jos. 
mE lim f£ 60) — A. MR ARO AO. 

证 dE ferau. da EE BZ Ao GEHE 
JE] šK £ x BJ 58 - D 3 bK, fg X SWR jr) 之 0, 这 
Jr LR Rd P 所 以 A=0. 

A fpi AAA OR TE. 

上 述 3 一 za 时 函数 x) 多 极限 概念 中 .x REH fc 
从 的 石 个 趋 于 xo 的 . 但 有 时 只 能 或 只 需 考 碟 工 仅 从 zu ^ s 
F o GEIE x — OBITRJE , EX z UA s PR W E <. Cin fE. 
二 5 一 00) 的 情形 . dE xs -0 的 情形 ,> YE cu EM au. ft 
lim FO A BOE X h BOS ari <ë MA z. alar , BË 
A 4 UBA E O TAR AE 

dm ZC) =A 或 flr SA. 


类 似 地 ,在 lim f (a) — A PE XB EO le ro | <ë PES 


ruat ta BORA MOM /(z) 当 x 一 zo 时 的 右 极限 , 记 作 
hm fen) sA 或 fx 十 中 二 AA. 


T "r + Ü 


”根据 x 一 Zo 时 函数 ORBE X BARBA 
的 定义 ,容易 证 明 : 沙 数 f(x) 当 ->xo 时 极限 存在 的 充分 必要 条 


件 是 在 航 限 及 有 极限 各 自 存 在 并 且 相 等 . 即 


FG 002 f (z, +0). 
D 此 ， 即 使 £ (za — 02 HI am 十 0) 都 存在 ,得 若 不 相等 , 则 
limf RÍE. 


M 


ad) 


例 6 函数 


a—1, r<, Y 
Fa = WÉI I r=0, 


z-cl XL. 
3b < ”0 时 fz) 的 极限 不 存在 . 
ih BiSa iE roit Aeri AH 
lim fir) = lim €r—1)——1, 
ET r— | 
而 右 极 限 
lim f (x)= lim 《Xx 十 1) 二 1， 
因为 左 极限 和 右 极 限 存 在 但 不 相等 ,所 
以 


M= r+ 


lim/ (2) 图 1 一 42 
不 存在 (图 1 一 42). 


二 、 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 函数 和 的 极限 


Jl GE Too ERAS AAC (7) 无 限 接 近 于 确定 
的 数值 A, BE A Ur A o ERE 7) 当 x 一 oo 时 的 和 极限, 精确 地 说 ,就 
是 

EX2 MEN Slr AKAFA- ESHS. 如果 对 于 
任意 给 定 的 正 数 s( 不 论 它 多 么 小 ) ,总 存在 着 正 数 式 ,使 得 对 于 适 

BABA Ll ¿> Hy 了, 对 应 的 画 数 值 f(z) 都 满足 不 等 式 
| lG) A| «e, 
那 末 常数 4 就 叫做 丽 数 CO 34 c ooBT Ag iR EB Lie dE 
lim f) —A 或 fA oo), 


如 果 roH ARY KOME z— T co), BE K HUE IE EDGE X 
"ES [xi X grs X. snp lim FO=A mig X. E, A 


OTi [x IE BE X Ci f z— — o0 MBR RE e| X. BEC =< 
` EE 


—X,.fsfu lim FdA 的 定 文 ， 
M JLT ADE, lim f (02 A 的 意义 是 : 作 直 线 y A—6 M y 


二 4 十 8; 则 总 大 一 个 正 数 AN ee, E —X mE CX DI. së 
数 y= ftz) 的 图 形 位 于 这 两 直线 之 间 ( 图 1 一 43). 


例 7 证 明 


lim =0, 
T 


=— 


证 设 s 是 任意 给 定 的 正 数 . 要 证 存在 着 正 数 X Il 
时 ,不等式 


SS 
成 立 . 因 这 个 不 等 式 相 当 于 
-< 
pal 
1 
或 Deg 


HIET, A A rR 


等 式 | 二 一 "| < 成立 ,这 就 证 明了 


lim — — 0, 


x < X 


直线 y=0 是 函数 ?一 过 的 图 形 的 水 平 浙 近 线 . 


e ¿Qe 


-- 般 地 说 ,如 果 lim fioc. 则 直线 y= c di en Y y—fGO 8 
RUE B c Wo 


2] 题 1 一 4 
1. AE e LER TR DS E SC REH. 
(12 limC3m—1) = 8; (22 fimt Sc - 22 — 123 
Eet 4. . 1 一 4rt _ 

(3) Jim FR —— 4; - ME SH == 人， 
2. 根据 函数 极限 的 定 习 证明 : 

Q dcm 0d apo ent, e 
D lim = 一 本 DEA e 


3 Hei EE TEE JE b. WJ q | r — 2 |<Ç 2 BF | y— 4! <: 
0. 0017 

k H aont uy s OL REX $F EE 
0. 017 

5. EMB d= lr) RES T1 RES 

8. oR f(z) 一 L.gG- i xPor-— OB A. ARRE. HAM V dE 
20H (5 e š P: AAA. 

7. EH: AUR RUE Ae ccen HI RA CORR 
PEDEMAAR. pa EP. 人 

&, EM, Erro r= com, BT f(z) 的 极限 都 存在 且 者 等 于 
AW lim Fr 一 中. 

9, 根据 航 限 定 必 证 戎 ; BROS OIM BUT EIE E OE $ W 
是 左 极 了 眼 、. 右 极限 各 自 存 在 并 且 相 等 . 


第 五 节 无穷小 与 无 穷 大 


一 、 无 穷 小 


MARA OA z— (s AREA E, BAR 
FM xmas (3X, o HAGA A RUE E FRA 
- 50» 


极限 的 两 个 定义 中 令 4=0, 就 可 得 无 穷 小 的 征文 , 但 由 于 无 穷 小 
在 理论 上 和 和 人 秘 用 上 的 重要 性 ,所 以 把 它 的 定妆 写 在 下 面 ， 

EXI EBA 六 xz) 在 2 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定 多 lr: 
大 于 某 一 正 数 了 时 有 定义 }. 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 cl 不 论 它 多 
LO ,总 存在 正 数 {或 正 数 O ,使 得 对 于 递 合 不 等 式 0 二 | 一 zo | 
«CK | »U7 XO RU — Ul 二 ,对 应 的 函数 值 A(x) 都 满足 不 等 式 

¡AZ | «e. 

HARI LO RR amoo AA ls E 
lim f(x)-50 (3 lim f) — 09. 


Z rie 


gji H A lim Gc— 1) = 0, BL DA 8 S z— 124 z LB128 2653 
Ah. 

Bi lim 0, EE E 

ER 不 要 把 无 穷 小 与 很 小 的 数 (例如 百 万 分 之 一 ) 混 为 一 
谈 , 因 为 无 穷 小 是 这 样 的 函数 ,在 rz 或 rco) 的 过 程 中 ,这 函 
数 的 绝对 值 能 小 于 任意 给 定 的 正 数 =, 而 很 小 的 数 如 百 万 分 之 ~-， 
就 不 能 小 于 任意 给 定 的 正 数 e Bj in k E 等 于 千 万 分 之 一 , 则 百 万 
分 之 一 就 不 能 小 于 这 个 给 定 的 <. 但 等 是 可 以 作为 无 穷 小 的 唯一 
的 常数 ,因为 如 果 (x) 二 0, 闭 末 对 于 任意 给 定 的 之 0 总 有 
lle, 

下 列 定 理 说明 无 穷 小 与 函数 极限 的 关系 . 

定理 1 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 nn OK 000 LAUR 
_ 根 限 的 函数 等 王 它 的 极限 与 一 个 无 穷 小 之 和 * 反之 ,如 时 函数 可 家 一 
TOUEMESIGOIHOUKRRNNGEDRESMBE. 


i d limf) =A, 则 对 于 任意 给 定 的 正 数 s: 存 在 着 正 数 


HACK gt dE d 
LA Cr2 — Ads. 一 


4 (74 G7 A. 则 = XE ->To 时 的 无 穷 小 . 目 
(414. " 51* 
人 


COLERE 
这 就 证 明了 Fr) 等 于 它 的 极限 A 与 一 个 无 穷 小 ma 之 和 ， 
反之 , 设 /xz) 一 4 十 as 其 中 人 是 当 数 ,a 是 zxzo 时 的 无 穷 
小 ,于 是 
If Ce) — Al — lal. 
H a Æ rari B5 26 2i ^h. Br EDIT FERE £i XE B9 IE SR = , £F EE IE 
3 0, HOT xao |< 时 ,有 
[e| «e, 
Bp IF — A] «e. 
这 就 证 明了 AED A EE ECH 
类 似 地 可 证 明 工 一 co 时 的 情形 . 


二 ,无穷 大 


如 果 当 x 一 zo( 或 TIT 一 oo0) 时 ,对 应 的 函数 值 的 绝对 值 !7 tr}| 
无 限 增 大 ,就 说 函数 IA 精确 地 
说 ,就 是 

EN? WEGEN f(x) 在 zx 的 划一 去 心理 域内 有 定义 (或 zl 大 
于 某 一 正 数 时 有 定义 ) 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 M (不 论 它 多 么 
大 ) ,总 存在 正 数 式 或 正 数 筷 ), 使 得 对 于 适合 不 等 式 0 所 1z 一 zl 
«GR | z| 7 X0 88— UI <, 对 应 的 函数 值 rz) 总 满足 不 等 式 

lA, 

MAA f(x) 当 < Edel EE EE 

当 ara RR roo YN ATA A AG F PG St IR BR E 


” 文 来 说 , 极 眼 是 不 存在 的 . (B 3 T IË T SZ yË PR Sk BJ AH Rf] 


EH 88 PRSE AAA Hiri 
lim f (+)= oo 


+= 


GE lim (ade), 
Min E XS Kh) S h. | fer) l> M J h AGO M Cl 


* jfa 


FAM) ,就 记 作 
lim f(r)=+% (8 lim f(x)— —69) 
Lr "A 


必须 注意 ,无穷 大 (co) 不 是 数 ,不 可 与 很 大 的 数 ( 如 .- 千 万 、- 
亿 等 ) 温 为 一 谈 ， 


例 2 证 明 fer 00 (8144). 
证 设 邓 是 任意 给 定 的 正 数 ， 


只 要 [11137 


E ES 
就 有 
= i 


直线 一 1 是 函数 y=- 
HATE B) 45 BON ER. 

— RE bb, Dn RS lim Zeie, 
则 直线 r= rE A AE É) El 
JÉ Bg A ER. 

36:8: K 5 2533 JA Z A FA 
单 的 关系 , 即 : 

定理 2 在 自 变 量 的 同一 变化 


过 程 中 ,如果 fF GO3 XIX MA 无 穷 小 ;反之 ,如果 f(x) 为 


图 1—4 


i 
ARAN, a DAMA X35 A. 
证 设 hm /A(z) 二 co. 


Tg 


e 53.» 


任意 给 定 <。 之 0. 根据 无 穷 大 的 定义 ,对 于 M 二 三 ,存在 着 
6720, 2350 |X 一 xo <ë Hf , 


fco» =+, 


即 as |<. 
所 以 3 yd Yo 时 为 无 穷 小 ， 
FZ Ë lim /(2)—9, H fG»x0. 


ER NEE AEN ÄER 
KORST 


由 于 当 0 之 1x 一 zo |= 8 Bf f(z)=0, MA 
| 1 
TO 
M JI — B 
所 以 元 二 当 r— x 3 X; 33 X. 


类 似 地 可 证 XT 一 oo 时 的 情形 . 
3 MA 1-5 


1. 两 个 无 穷 小 的 商 是 否 一 定 是 无 穷 小 ?举例 说 明之 . + 
2. R E X WEBS. 

x*—9 
CD y= Z H e 38 35 3538 li 


>M, 


(2) y=asin la z— 0B 35 XE S1 js. 


3. 根据 定义 证 明 ， 当 <-*0 时 ,函数 y 一 二- 下 是 无 穷 大 . 问 = 应 满足 什 


ARIE BET y 107 
4. RT PR FEE VERRE HB s 


+ — 2 
CD lim 1, (2) limi 


e 54. 


PEE HARE ANA EN AB FA 


lado A 


fora | Ce 十 co 
ES 0, E 
BE 0, 
Icd |i S40 |z+— z |< 
= 8p. 
BA. ten Ale 
E. : 
Ao + (Y NNI [ | 


6. MÉX y=:xc0s = Elw, AESAAT A z— + c= P , 2 T Bš 
ARENAL? 

7. 证 明 : 函数 y 一 二 sin 上 在 区 间 (0,1] 上 无 界 ,但 当 f 一 十 0 时 ,这 函数 
TEX. 


第 六 节 ”极限 运算 法 则 


本 节 讨 论 极限 的 求法 ,主要 是 建立 极 和 女 的 四 则 运算 法 则 和 复 
合 尔 数 的 极限 运算 甘 则 ,利用 这 些 法 则 ,可 以 求 某 些 函 数 的 极限 . 
以 后 我 们 还 将 介绍 求 极限 的 其 它 方法 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,记号 qim” 下 面 没有 标明 自 变 量 的 变化 过 
程 ,实际 上 ,下 面 的 定理 对 Xxo 及 Xoo 都 是 成 立 的 . 在 论证 时 ， 
我 们 只 证 明了 YX。 的 情形 ,只 要 把 5 dE X BO iau 
HUR | c ET GO cox oo E BS EH. 

定理 ! 有 限 个 无 穷 小 的 和 也 是 无 穷 小 . 

证 考虑 两 个 无 穷 小 的 和 . 

Wb a E B REIP c coBj BU BS F 2623 TR 

` 55 = 


X -—a- p. 
任意 给 定 2-0. 因为 “是 当 xz 时 的 无 穷 小 ,对 于 了 >>0 存 
在 着 人 >>0. 当 0<|r 一 z| 二 人 时 .不 等 式 


lz < 
成 立 . 又 因 PE a 2035 u OUT OF 0, 40 
=< |z ca |< ARA 

18 < 
成 立 , HR S= min(8 2, B] 40 — | c— x1 =ó B, 

lal 及 elci 

s nir ATIY eiis la] L1 + ==. 这 就 证 明了 
7 也 是 当 z+ 一 zo 时 的 无 穷 小 . 

有 限 个 无穷 小 之 和 的 情形 可 以 同样 证 明 . 

定理 2 有 和 漠 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 

证 ob, E ONO o AAA BU 
FEE M Elu] << MIR UI z C UG. 6 3r. a R4 x 
xzo 时 的 无 穷 小 , 即 对 于 任意 给 定 的 正 数 z, fF MA 
XEUCr, 全 ) 时 ,有 


lala. 
HX 9— min 18; 2; ) W z€ U Ge, 人) 时 ， 
la | EM 及 laic 
同时 成 立 , 从 而 


E 


M 


lua] = |u | la] <M- 
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这 就 证 明了 sa CH orc BJ ECH 
推论 1 常数 与 无 穷 小 的 切 积 是 无 穷 小 . 
推论 2 GERIATRIA 
定理 3 WẸ limf (z<) A, lime (z) = B, M| lim [ f (z) 十 
gz) FE. B. 
Hm[f(z)+g(z)]= A B—limfGoO +limg (2). 
证 FPM limf(z=)= A, mgin) =B, R 5 R PELA 
Fa=A+e g(r)=B+B, 
其 中 及 有 为 无 穷 小 .于 是 
Diga (Ad (BH) — (A+ B) H- (a+ B). 
由 于 和 节 定 理 1,a 士 呈 是 无 穷 小 (a 一 8 可 看 作 a+ ( — 1) 8, H £ r $E 
E2653 EIE 1. C7 10,8 基 无 窃 小 ;因此 a 一 8 也 可 看 作 两 个 无 穷 小 的 
TD. 再 由 第 五 节 定 理 1 ,得 f 
limi] A+ B=limf(z)+lmzeg(z>). 
E Sin jË P BD BU EE BS Gm. An JR lim/ (>), 
limg Cx) limk (z) 888 4£ dE , Vll ESA 
lim( f(x) +g Gr) —h Go) ] limi £G0 d [go — AGO 1) 
—lim f(x) --lim[ gx) — ^r? ] 
—]im fir) +limg Gr) — limA Cx). 
定理 4 OR Dr tin A,.limg(z)= B, BU lim| £2 reta] 
存在 . 且 
lim[ f (z)-g(=)]= AB —lim xr) :limg (zx). 
这 个 定理 的 证 明 , 建 议 读者 作为 练习 . 
定理 4 可 以 推广 到 大 了 腿 个 函数 粗 乘 的 情形 ,例如 ,如 果 
lim f (>> limg(z)\limh(x}) 都 存在 , 则 由 定理 4 有 
limi f(r gCGOACGO a AAA) 
=lim[ ftx3gCz) ]*limACz) 
—]imf Cz) *limg Cc? «limá Cr). 
推论 1 如 果 lim iope. m. 为 常数 , 则 


e 57 


eme f Cz) j— clim f Cr). 

就 是 说 , 求 极 限时 ,常数 因子 可 以 提 到 极限 记号 外 面 .这 是 因为 
lime — c. 

推论 如 果 1lim7(z) 存 在 ,而 ”是 正 整 数 , 则 

lim[ £Cz2 F= [lim£ Cr) 7". 
这 是 国 为 
lim[ FC» i =lim[ Ft RO] 
=limflo *lim f£ GO lm ft — lim f (x) J. 

定理 5 ”如果 mf (>) — A.limg (z) = B. B B= o, Di 

lim p B 


l Zi A — lim/fG2 
mo QD B dmg 


iE h lmfCGo-A.limegCc -—8B.8 
Fins Atag Bc. 
其 中 a M 8 323 设 


Lf) A 
"kso B" 
,Ae A 1 ; 
hil ”BIB E TATI AB). 


上 式 表示 ,7 可 看 作 两 个 函数 的 乘 黎 ,其 中 函数 Ba AB Biz 
小 . 下面 我 们 证 明 另 -4 HEC cg pg TE e E RR AA 
根据 第 四 节 定 理 1 ;出 于 limg (x) 一 B 关 0, 存 在 着 点 2.0) X — 


、 Fy `, . L8 ] . 
3 D 385 UG 24 € U GO BE. | g Go) EI emi LG | T 


.上 是 


ER 


1 1 1 


2 2 


: Lolo. elo. S 
BIBEED| Bi lg IB O 181 18|% 


BOSE T p p gy LIRA. 
国 此 ,根据 本 节 定 理 2, 是 无 穷 小 . 但 


Jr = ur. 
glad 
BEA BI E SEP GS 
. f) A limfir) 
lim 


gir) B lime 
关于 数列 ,也 有 类 似 的 极限 四 则 运算 法 则 ,这 就 是 下 面 的 定 
定理 6 ” 设 有 数列 ix,} 和 1y.}. 如 果 
bon, Iran 


MA 
(1? lim (r, E »0—A-EB. 


(2) limra? y, A-B, 


(3) 8,50 QI- 1,2, 0B. Bst oli im 27 — 5 ERR AUR. 
定理 7 如 果 SO gpr), fl met ze a, lim (x — 5. BA 
azb, Aj 
证 Q /Cry=gqOr)— (Cr). M| £GOZs0. 由 本 节 定 理 3 有 
lim Cr) =lmL et A1 pir) ] 
=lmpir) —limyg lr} =a — b, 
HSN PERL A lim Ce 0 Ej a — 52-0. i ab. 
例 1 AR lmGr—1). 
Tel 
解 lim C2x— D —limzr lim1—2limzr—1-—2*1—1—1. 
- f EX II 
rj—1 i 
42 lim 2773 = sr 
解 这 里 分 母 的 极限 不 为 零 , 故 
hme -10 


EE 
lim ? x 十 3 lime -hr-d- 3? 


lima? —lim1 (mr) -—1i 
EN 1—3 Zei ka 
limz/—Slimz-Flim3 —(imz)^—5-2-F3 
az Ii ro 


r= 


| ,8—] .7 | 7 
2*'!—10-4-3 —3 EN 
从 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 , 求 有 理 整 郴 数 ( 多 项 式 ) 或 有 理 分 
式 函 数 当 ->zo 的 极限 时 ,只 要 把 -rs 代替 函数 中 的 工 就 行 了 ;但 是 
对 于 有 理 分 式 函 数 , 这 样 代 人 后 如 果 分 母 等 于 零 , 则 没有 意 X. 
事实 上 ，, 设 多 项 式 
JGz)=a m daa teo,» 


HI lim f(x? — lim lap +a," + eau) 


12 zd 


=a Clim z)"+ z, dimz)" l+ lim a, 


rx 


=e zas deaf, 
X BUE lor À ER 


Flr)= SED 


QG)' 
其 中 Pir) QARES. TE 
lim Pir) = PCr), lim@Q(z)=@Q(z); 


Tx 


MA QGU 40, Wl 


P 
im PC) = li P C dm D Frai ) 
Fc limo mQ) Qao ^ 079^ 


mE 


但 必须 注意 : d QOO 0 j T W B UR FS 059 38 AE ë I| A< BE 
应 用 , 那 就 需要 特别 考虑 . 下 面 我 们 举 两 个 属于 这 种 情形 的 例题 . 
> 
和 解 ” 当 x3 时 ,分 子 及 分 母 的 极限 都 是 零 , 于 是 分 子 、 分 母 不 
能 分 别 取 极 限 . Fd 2 T. É Pr S Ar t sË z — 3, Ñ r— 3 BF, 
Y 天 3 一 3 尖 0, 可 级 去 这 个 不 为 霍 的 公 因 子 . 所 以 


= 60- 


lim1 


lim-5—3. lm l . = oll 
zmt —9 enk A METE 6 
2r—3 
Di RU Sep 


TR 因为 分 母 的 极限 lim Cz? — 5-4) — 10 591440, AR RE 


应 用 商 的 极限 的 运算 法 则 .但 因 
Xx 一 5x 二 4 1'—5-144 


hm ran ^ a "Te 
故 由 第 五 节 定 理 2 得 
lim -2z 一 3 =o 
In gahi 
34 da? 2 
例 5 OR lim psy 
解 ” 先 用 zB E X Jy @PR AT ARE 
4,2 
li tt hi ES 
SmT-c5a6—3 2m 5 3 7' 
7 十 m 


这 是 因为 lim 5 —alim La (mt) =o, 


Tao Pero E 


JAR DESM CC OOUB AD. 


—2x—1 
De R lim a 
M XH z ER EPI ARRIBA 
3 2 1 
fal. zx x x 0 ` 
limo Tai +5 Um 21/45 EE =0 
rox 
2r? — r +5 
例 7 求 Jm 7331 
解 ” 衣 用 例 6 的 结果 并 根据 上 节 定 理 2, 即 得 
2x5—zx*-F5 Loo 


了 3x — Hr 1 


e le 


例 5.6.7 是 下 列 一 般 情 形 的 特例 . EN 当 a Ob 550m 和 Hi A 
非 负 整 数 时 ,有 
do 


at? Hat deca. b; 


(Ó n—m, 


lim byx^ TE 4D, 0, M nl, 
oo, Y am, 
例 8 Ei, 
WES 当 一 4 时 ,分 于 及 分 母 的 极限 都 不 存在 ; 故 关于 商 移 极 


sin x 


限 的 运算 法 则 不 能 应 用 . MRE ER HE sin z 与 二 的 乘积 ,由 于 


LE NARA M sin = JÉCEDFLISCE W] EL pa k S E EN, 
有 


TES (复合 函数 的 极限 运算 法 则 ) NARA 
sl ER RS EC BH ST a» Bl lim pr) —a BER zo 的 某 去 心 
SE ERE cro. X. lim £G0 — A. MESA Lgr) ]:8 x rR} 
的 极限 也 存在 , 且 

lim f[gCz) ] im e= A. 

证 ” 按 函 数 极 限 的 定义 ,要 证 :对 于 任意 给 定 的 c0. TEE 

ef 1118 230<lx—a Hb. 
FIAT A| = | 800 AlE 
成 立 . 

由 于 lim f G) = 二 及 ,对 于 任意 给 定 的 < 之 0, 存 在 着 ?>0, 当 
Os Je ai R BE. | e) — Ad 6 RR r. 

又 由 于 limgez) =a, 3t F L BL 483105 90. ER 07-0. 40 
< |=—= =ë, ,|g(z)— a] SE. 

. nz 


B B9 CSR U Ge 8:0 P] pirita M e= min 1. . 8; 
Du 0<: r=, «eBIIeGO—ascm; E @(ry- al zo Bru s. 
BIO | ada iu—a| 9 BL. A 
Foe ]- A|—|f£GO—4A xe 
在 定理 8 中 ,把 lim pt )—a UN lim zz 一 sc 或 bm ei 一 


tery 


so 而 把 limf u= A 换 成 lim fG) = 4, 可 得 娄 似 的 定理 ， 


he 


p PESE UD SE RS Cu RI OREA ARE MATE 
[ET u = pir) n[ dE ok lim FEÜotiz)]fk 3 sk dim f (a), £ E 


# =u 


a= lim g(x). 


Th 


A 题 1—6 
1. 计算 下 列 极 限 
H H B — 
CL) lim ts. -人 (2) lm Z. 2 
zep $3 Bee EE 
por —Ó2xr-cbFl e . 4r'—2rd-.x _ 
Grim PT T (n is Eas 
ZO p? 
(5) lig ED 95 (8) lima —- 02. 
. z*—1 L ata 
Mia 1 (82 EX 0 
. re e . Là 
(9) 4 a0 lim [12 ES 5) 2 
aD lim| 14744 |a lim en 
yl =e d 一 
19 lm G= Dit RD, TIMERE 
PS al ia rl 
2. 计算 下 列 极限 l 
tas "nM = 0. 
(D 7 "msn 
(3) lim (27419. 25 
3. iE FAIR: 


i lma sn: | © ER lim 
4. "TR WER EN 
第 七 节 ”极限 存在 准则 两 个 重要 极限 
下 面 齐 判定 极限 存在 的 两 个 准则 DARE 为 应 用 准则 的 例子 ， 
讨论 两 个 重要 极限 :imsn Z limi 1 十 二 =e. 


准则 I DT Ee EK (z, ALFARA 
Cl) Te A123 


(22 lim y, —2, limz.- =a, 
MAR J 的 极限 存在 . H limz,=a. 


WE Aya, za, Br DUE SEN SUR LB E SL ODE TEE TR RE 
HER e. 存在 正 整 数 N a NIBT Aly al X fr TETE TE 
EN. 34 AIL M RF, Az al e 现在 取 N = max I N i, Nato Bh] 25 
za 六 时 ,有 


arctan T 
T 


y alle, lz,—a|«e 
pi, BI 
ae y,-ad-e€, de de 
同时 成 立 . 又 国 z, Jr F y, I z, ZB, BD a= N 时 ,有 有 
a— E y AE» 
BE [+z —a| «E 
成 立 . 这 就 证 明了 limz, =a, 
上 述 数 列 极限 存在 准则 可 以 推广 到 函数 的 和 极限 ， 
Er mE 
OD 34 rU Cr r2 GR [7] > MORE CR 


EEES GA) 
成 立 ; 
(2) lim eizise A, lim AiD SA, 
Leer E 
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BR lim f(r) 存在 , 且 等 于 A. 
准则 1 R ft N Y F 2936 M. 
作为 准则 工 的 应 用 .下 面 证 明 一 个 重要 的 极限 ， 
. Sin + 


lim 
r E 


=1. 


sin = 


HAEREA, MATE -W x 关 0 都 有 定义 . 

在 图 1- -全 所 示 的 单位 圆 中 , 设 男 心 角 OB 一 

[Oman ;点 有 妃 处 的 切线 与 OB BS RE dE RH GE T D, X 
BC | OA. WJ 


Led 


zn z=( B, r= AB, tan r= AD. 


因为 
AAOB HERA RE AOB 的 面积 一 人 4OP 的 面积 ， 

所 以 Fsin <a tan Es 
Bü sin Tan zx. 
不 等 导 各 边 都 除 以 sin xz, 就 有 

1 i 

sin ba COS JE 
或 m f. (1) 
AX 


RAM z a ET cos x 与 : A 图 1—45 


变 ,所 以 上 面 的 不 等 式 对 于 开 区 间 | ET 内 的 … 切 也 是 成 立 
m. 
为 了 对 (1) 式 应 用 准则 了 ,下 面 来 证 lim cos r=}. 


gel 


Oc |cos x —1| 7 1] —cos r= 2sin > 


EN 01 —cos z<. 


当 20m, 50, H MERI TA lim(1 一 cos 3) =0, PLA 


limcos z—1. 


Ze 


由 于 limcos a=1, hml—=1,H 4-3⁄£2 xo Emu TEA 


sim sn z y 
y © 
例 1 Se lim 222 
FEY = 
ta . ising 1 
解 lm lim! — rosa 
—lim P £g i =1 
== T 299008 X 
D PT EE 
1—cos = Gu? 1 sin? — 
S lim 2 =lim š g im a 
2 
sin — 1 1 
. 2| lan 
E z | 57 5z 
2 
这 里 倒数 第 二 个 等 号 用 到 了 复合 函数 的 极限 运算 法 则 . 实际 
sin 3 sin u x x 
E, = 可 看 作 由 一 及 x 一 本 复合 而 成 . 因 lim» = 0, fü 
2 
ELS ET 
Se H 
. z 
BEI sin H 
lim 一 -一 一 一 lim =1. 
出 ü = ay H 
2 
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ENT 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
DREAM MI PE EF 
Xo, Zur. mnt. 
E BR YU Ce, LR HP eL BE HI 89 ; dn RE Coe A E AR PE 
A E ET 
JE ER 3&1 Cc, EPR A. AA U 388 FAR AA 
单调 数列 
在 第 :: 节 中 曾 证 蛙 : 收 敏 的 数列 -- 定 有 界 . 但 那 时 也 曾 指 出 : 
ARO BODA EBRO 现在 准则 工 表 明 : 恕 果 数 列 不 公有 界 , 并 
且 基 单调 的 , 那 末 这 数列 的 极限 必定 存在 ,也 就 是 这 数列 一 定 收 
ex. 
对 准则 工 我 们 不 作证 明 ,而 给 出 如 下 的 几何 解释 . 
从 数 轴 上 看 ,对 应 于 单调 数列 的 点 <, 只 可 能 向 -- 个 方向 移 
动 , 所 以 只 有 两 种 可 能 情形 :或 者 点 褒 数 轴 移 向 无 穷 延 (zc 一 
HoR ici S dr or. 无 限 趋 近 于 其 一 全 定点 4 图 1 一 
46) ,也 就 是 数列 ix,} 趋 于 一 个 极 昭 . 但 现在 假定 数列 是 有 界 的 .而 
有 界 数 到 的 点 PAE AA LA PRE LM MJA REL 
述 第 --- Rh +5 J wk £ B| BË Az E D.ix dE ARA TP PA 
HER T iÉ BR i 4 XR ER M. 


—— s —  — V 
Xi Ya Xa Ta Xr ry A M + 
图 1 46 


EAER RMA RITES — + 8 3 RR 


lim | 145. 
1 


rel + 
F 2 e RERS "而 趋 于 十 sc 的 情形 . 


DO EB AOL N, SEE B. fE š fi ch E € 85 8 NE. 以 后 称 单调 
ET BADIA Ph T” 2 EEN 


=. Ze 


== [Le L| ,我 们 来 证 数列 {z.} 单 调 增加 并 且 有 界 - i 


=>, 一 1+4 
A 
242 1, -(4-D) 1 , n(1—1)(n—2), 1 , ... 
Siti at m wx 31 "Ju 
n(n—1)*:(—nc1). 1 
+ nt n" ] 
_ l i. 1141 f} 1l Lili... 
"iise 1 T| t3 Ë n 1 2| 
pl iL EH ti , 
nt n , zt n 
类 似 地 ， 
了 工人 一 工人 -1 人 Bi 
DEE EE (1 ul [1 zi E sul 
1 1 | 2 _ n—] 
Tat 1—5} | E i 


tain H i E a) (1-5) 
比较 rnr EME EE PS Mhn 的 每 一 项 都 小 于 
xs SEED 3E B. ri: 还 多 了 最 后 的 一 项 ,其 值 太 于 0, 因 此 
EE 
这 就 说 明 数 列 {x,} 是 音调 增加 的 . 这 个 数列 同时 还 是 有 界 的 . 因 
为 ,如 果 >, 的 展开 式 中 各 项 括号 内 的 数 用 较 大 的 数 1 代 替 ,得 


1 1 1 1 1 1 
Xn TT TO Fi Fatti 
13 1 
=1+ —3—zu 
waw 
z 


这 就 说 明 数 列 {z.} 是 有 界 的 . ERREEN A pR PI >.) 
的 极限 存在 ,通常 用 字母 e KERE. E 


lim 1 一 二 | E 


Net 


v 68 e 


x 


可 以 证 明 , 当 z RORIS Toe o RE 1 十 二 | 

的 极限 都 存在 且 玫 等 于 eO. DES, 
lim 1-1] =e. (2) 
这 个 数 。 是 无 理 数 , 它 的 值 是 
e—2. 718281828459045---. 

在 第 二 节 中 讲 到 的 指数 函数 y— e" 以 及 自然 对 数 y= In z ET e 
就 是 这 个 常数 ， 

利用 复合 函数 的 极限 运算 法 则 ,可 把 (2) 式 写成 另 一 形式 .在 
G 十 za); 中 作 代 换 z 一 二 ,得 | 1441] .又 zr0 时 一 0. 因此 由 复 
合 钞 数 的 极限 运算 法 划 得 | 

mc 二 2 一 in 144) “e. 

下 面 的 例 3 也 是 用 代 换 方法 来 做 的 ,实质 上 还 是 用 到 了 复合 函 

数 的 极限 运算 法 则 . 


T 设 narat 1, MH 


SE | ed e (+) " 
且 # 与 + 同时 赵 于 十 2o. 国 为 l 
( 1 +] 
1 E ndi 
lim (1-11) lm Tu ° 


lim (i) bai (144V. ( nel Le 


a 


MH T1 PA 


: y = im | 141 


TA (ia) RIDE EJ 


EIER ECH 


lim [1- 


ES 


LES IE 


# M (Bx. bi] Xo 于 二 
el 1 -+| =m|1++] lim =, 
EA Sor [EI ! E 1+4 | 


” 柯 西 (Cauchy) 极 限 存在 准则 

在 第 二 节 例 1 及 例 ? 中 ,我 们 看 到 收敛 数列 不 - 定 是 单调 的 . E 
此 ,准则 1 所 给 出 的 单调 有 界 这 条 件 ,是 数列 收 化 的 充分 条 件 .而 
不 是 必要 的 . 当然 ,其 中 有 界 这 -- 条 件 对 数列 的 收 生 性 来 说 是 必要 
的 . 下 面 斤 述 的 柯 西 极限 存在 准则 . 它 给 出 了 数列 收 化 的 充分 必要 
zit 

柯 西 极限 存在 准则 “数列 {z.} 收 你 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 
任意 给 定 的 正 数 e, 存 在 著 这 样 的 正 整数 N .使 得 当 RSS 
n> N 时 ,就 有 


| 一 | Le. 


必要 性 的 证 明 ” 设 lima <a 车 任意 给 定 正 数 e, 则 了 也 是 正 
NS INS MEIN D =N 时 ,有 


laca 
FIF S m> N 时 ,也 有 


¿E 
|z, — a. 
2 


DP. 3 n N n> 时 ,有 


ig. Tn |= l Gr —a3— Gr — ee) | 
. .€ £ 
= |=, — a+ leal Gr s. 


E Eet 
充分 性 的 证 明 从 略 . 
这 准则 的 几何 意义 表示 CPU ie Be SUE TET A PE RC 
e 70>» 


任意 给 定 的 止 数 8; 在 数 轴 上 一 切 具 有 是 够 大 号 码 的 点 xz, F. dE 
REN ss [B] PJ gi gm o e. 
fal P TE EB tF fc ME MI A Bf n nti GREEN 


2] E 1-7 
T. 计算 下 你 福 限 
Mine, (2) lig 23, 
(3) lig i2 22, (4) limreot rs 
Las HI Tn 
(5) lim SCH 2 
reg SINO = 
(6) lim 2'sin > G 为 不 等 于 害 的 常数 ). 
2. 计算 下 区 极限 
(D limt- z); (22 lim CE 2222 ; 
H y Au ] y Ar 
(3) lim 2), 60 tim | 1 一 二 | GQ xig ESO. 
3， 和 根据 两 煞 极 限 的 定 交 ,证 明 极 限 存 在 的 准则 工 ， 
4. 利用 极限 存在 淮 则 证 明 ， 
C1) imf 14 L=1 i 
nena 5 
£1, 1 au i d. 
2) OA I m-rx rin | ia] mL 


GOAL 2 ,V2 十 FX 2 十 2 ,… 的 极限 存 左 . 
END 无 穷 小 的 比较 


在 第 六 和 伟 中 我 们 已 经 知道 ,两 个 无 穷 小 的 和 、 差 及 乘积 仍 忆 是 
无 穷 小 . 但 是 ,关于 两 个 无 穿 小 的 商 , 却 会 遇 现 不 同 的 情况 , 鲍 如 ， 
34 10,30 10 sin REALI 9 


sinx 


=]. 


ben? =0, lims ce， lim 


Toi ra = X 


两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 的 各 种 不 同情 次 ,反映 了 不 同 的 无 穷 小 赵 
e Zl ` 


TEH RR EE. 就 上 面 几 个 例子 来 说 ,在 z-0 的 过 程 中 , 关 -> 
08,330" ie", c CERO 0 a --0" BP, ET sin 053 x 
0" AC S". 


下 面 ,我 们 就 无 穷 小 之 比 的 极限 存在 或 为 无 穷 大 时 ,来 说 明 两 


个 无 穷 小 之 间 的 比较 . 应 当 注意 ;下面 的 a 及 户 都 是 在 同一 个 自 变 
量 的 变化 过 程 中 的 无 穷 小 , 且 ann, H lin 女 也 是 在 这 个 变化 过 各 


中 的 极限 . 
定义 : 
如 果 lim ZER 0 是 比 “ 离 阶 的 无 办 小 , 记 作 CR 


小 


如 果 lim Loc pit P BE Ht = MEAT 


如 果 lim L=c40, ME PELEAR 
如 果 lim c0, 0, BERE PRAT o 的 & 阶 无 穷 小 . 


如 果 lim E1 RS o 8. 
显然 ,等 价 无 穷 小 是 同 阶 无 穷 小 的 特殊 情形 , 即 一 1 的 情形 . 
下 面 举 一 些 例子 ， 


因为 jms 一 0, 所 以 当 zom EE r BNDES h, E 


—o(x) (10). 
L 
Bi Ji lim — oc BEL co, EES A. 
e 
因为 imz 一 6, 所 以 当 rx 一 3 时 ,xz? 一 9 与 一 3 是 同 阶 无 穷 


因为 lim É 2 TLE z=0 时 ,1 一 cos r 是 关于 < 的 


Ri 


e [Za 


因为 im = 1 ,所 以 当 x->0 时 ,sin z 与 是 等 价 无 穷 小 . 


Bl sin xz (2-0). 


关 本 等 价 无 短小 ,有 下 面 两 个 定理 . 


定理 1 8 与 是 等 价 无 穷 小 的 充分 必要 条 件 为 
B aco). 
证 ”必要 性 E a= A, W 
lim £= tim [2-1 —lim Ë —1=0, 


因此 ¿—a=0(0), HB B= atola). 
充分 性 E G--oetotoi, W 
Bg 


lim Z= lim E lim | 142) =1, 
= e a ; 
因此 a— B. 


BI AA x—-OH[.sin r~r, tan r~r. ] cos ila E 
以 当 x 08 A 
sin r—=zr+oz),tan x- xd o(r).1— cos aha Hola). 


ED Bad, PP, Bm rfe IN 


lim £ lim 9. 
证 lim Ë =lim| i 
=lim 条 -lim E -jim < 一 tm B. 


定理 2 表明 RATER AZ ERER., o f. RARS FH 


S£ ft Jc SP R AXE. AM 3m RERO CBE 269] "e Eis E HU IS 
可 议 使 计算 简化 . 


H2 求 lin tan 2x 


vn ën Da” 


MD UR z—ORjJ tan 2027, sin 5r-c5x, 所 以 


INE 


Ven an 2x din 2r 2 
«op 38M br abr 5° 


. Sin + 
up rc 
解 ” 当 XX 一 0 时 ,sin rer, ARD t 与 它 本 身 显然 是 等 
价 的 ,所 以 


lim Sin x = lim T —]i l 
nr Za r3) him 3" 
= 题 1-8 


1. S 了 一 0 时 ,27 一 工 :与 r° — r*#l IE + ERE Br 3: 3 p? 

2. ai A) ODER 
等 价 ? 

3. 证 明 : 当 < 一 0 时 ,有 : 


z 
(1) arctan rr; (25sec Lo. 
4. HAS RARA EME R FAA: 
Da Sch (2) lim €. am EMO 
2x nl Si x) 
c3) Wi sin z 
ze sin^x 


5. 证 期 无穷小 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 : 
CD aat B TED, 

(2) # a B.W Ba RAE: 

(D 若 a Br BY ac y CIES TE. 


第 九 书 ”函数 的 连续 性 与 间断 点 


一 、 苦 数 的 连续 性 


自然 界 中 有 许多 现象 ,如 气温 的 变化 ,河水 的 流动 ,植物 的 生 

长 等 等 ,都 是 连续 地 变化 着 的 . 这 种 现象 在 函数 关系 上 的 反映 ,就 

是 函数 的 连续 性 . 例如 就 气温 的 变化 来 看 ,当时 间 变动 很 微小 时 
à 7de 


气温 的 变化 也 很 微小 .这 种 特点 就 是 所 谓 连 续 性 . 下 面 我 们 先 引 入 
增 晤 的 概念 ,然后 来 描述 连续 性 ,并 引出 晴 数 的 连续 性 的 定 关 . 

W EE z HER TEM a 蛮 到 终 值 us. 22 (Ë S TR BJ 28 e 
一 # 就 叫做 变量 x# 的 增 量 , 记 作 Au, PD 

Au —us— us. 

RR As 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 . 在 Ae 为 正 的 情形 ,变量 
u Ma Él a, EE E B ; 28 Ae 为 负 时 ,变量 xz 是 减 小 
的 . 

应 该 注意 到 ;记号 Az 并 不 表示 某 个 量 和 与 变量 z 的 乘积 ,而 
是 一 个 整体 不 可 分 割 的 记号 . 

琉 在 假定 是 数 y — COR SUBE 一 个 邻 域 内 是 有 定义 的 . 
当 自 变量 x 在 这 和 邻 域内 从 .mm 变 到 ti 十 Ar 时 ,函数 y 相 应 地 从 
FELO RA) f (z Ax LES IE BR yy 的 对 应 增 量 为 

Ay fGid-Ax) F), 
xb XGRGER RE S hu mli— A LA 
AH 

BARR z, ARMA B EME 
E Az EA. — MOR A y ME 
Ay 也 要 随 着 变动 .现在 我 们 对 连续 性 


的 概念 可 以 这 样 撒 述 :如 果 当 Ar 赵 O Tt TotAr 
Ten. RS y 的 对 应 增 蘑 Ay 也 趋 "E 
"TS, BU 

或 lim [fr + Ax) fr) |=0, 


AK SOBRE y FG TE SX on bd EE EB A PREX x 
EX RAR v / GO Ye FA Tz 的 某 一 邻 域 内 有 定义 ,如 果 当 
自 变 量 的 增 量 Ax 一 x 一 x, 趋 于 者 时 ,对 应 的 函数 的 增 量 Ay— f(x, 
十 Ar) 一 frzo) 也 趋 于 零 . 那 末 就 称 函 数 y= 二 f(z) 在 点 zo 连续 . 
s 75a 


为 了 应 用 方便 起 见 , 下 面 把 函数 y — CORA E SE PE X 
用 不 同 的 方式 来 握 述 . 
W r= r tår, W Arok E 一 Fo- X. H T+ 
Ay f Cra bar) — fn) =P f (zo) 
即 FED fG) T Ay, 
可 见 Ay 08 JE f(z)— RO) RE E 
lim f (x2 — f (zo) 


工 一 工 0 


相当 .所 以 ;函数 y= lE A zo 连 续 的 定 久 又 可 叙述 如 下 : 
id d ME y= 二 f(z) 在 点 =Ë) X — Bd PORE MRE 
F(z) 当 >->zo 时 的 极限 存在 , 且 等 于 它 在 点 z 处 的 函数 值 
Fixo). HD 
lim f(x) — fz), (2) 


z, 
TIS 


GEZ IC OA AER. 

由 函数 NO 4 一 To 时 的 极限 的 定义 可 知 , 上 述 定 义 也 可 用 
“< 一 全 语言 表达 如 下 ; 

VAR y= 二 f(x) 在 点 zo 的 某 一 邻 域内 有 定 兴 ,和 如果 对 于 任意 
HEWER s; 闪 存在 着 正 数 ,使 得 对 于 适合 不 等 式 |x 一 xo | <Š 
10 x, 对 应 的 西数 值 fCz) 都 满足 不 等 式 

[Fr fr) | «e, 
FEAREN f(x) 在 点 SERE. 
下 面 说 明 左 连续 及 右 连 续 的 概念 . 
mE Him f(z) 一 f(zo 一 0) 存 在 且 等 于 FE 


Jf(za—0)= f), 
MAMA f(x) 在 点 To 左 连 续 . 如 果 Em PACA = flr t 0) f£ YE H 
等 于 fa BH 
(rzo 十 0 一 (xzo)y 
就 说 函数 f(x) 在 点 za 有 连续、 
* 76 * 


在 区 间 上 每 一 点 都 连续 的 函数 ,叫做 在 该 区 间 上 的 连续 函数 ， 
或 者 说 函数 在 该 区 间 上 连续 . 如 果 区 间 包 括 端点 , 那 末 函数 在 右 端 
点 连续 是 指 左 连 组 ,在 左 端点 连续 是 指 右 连续 . 

连续 函数 的 图 形 是 一 条 连续 而 不 间断 的 曲线 . 

在 第 六 节 中 ,我 们 曾经 证 明 :如 果 f(z? 是 有 理 整 函数 (多 项 
XO , 则 对 于 任意 的 实数 zx, 都 有 lim (z) = ALARE BS 


CE DX f] (— co, + 020 Pq R XE SE I. XT 8 BEA CR E FOOD = 


GCD FUE Q(zo) 9-0; BUR lim FG) — FGs) I RC REB RE 


在 其 定 尽 域内 的 每 一 点 都 是 连续 的 . 
由 第 四 节 例 5 可 知 ,函数 f(x} 二 v/ AECI 3-90 P EXE SE IJ. 
作为 例子 ,我 们 来 证 明 , 函 数 y 二 sin x ÆRA CC, +00) A 
TES BR. 
设 工 是 区 间 ( 一 co; 十 oo0) 内 任意 取 定 的 一 点 . 2$ > # W Rk. Ax 
时 ,对 应 的 函数 的 增 量 为 
Ay=sin Crd- Ar)—sin z, 


H# —484- 
sin (z+ Az)— sin z—2sin cos xcd N 
注意 到 cos E E 
2 
就 推 得 。 |Ay|= [sin (z+ Az)—sin z|=<2 |sin ell 


因为 对 于 任意 的 角度 a, Y ase 0BF [sin e| «e| , HTA 
Ox: |Ay| 2 |sin (z+ Ax? —sin x | | Ax. 
因此 , 当 Az 一 0 时 ,由 夹 逼 准则 得 |Ay| 一 0, 这 就 证 明了 y— sm = 
对 于 任 一 和 5 一 ce 十 ce) 是 连续 的 . 
ZS fei Hh ai LE BT CER $k >= cos x= Æ R [6] (— 00, + oo) p? RS 
gm. 
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Z, EHANA 


设 函 数 f(x) 在 点 zoti E OERA A EN. 在 此 前 担 下 ,如 
RARIOR TERIS RIGE2 

(1) 在 x 一 zo 没有 定义 ; 

(D 员 在 x 一 x。 有 定义 ,但 limf ORFE: 

(3) B # z= = # E R.B lim f(x) 存在 ,但 lim f G0 A 


Fixo); 
则 函数 FOER zo 为 不 连续 ,而 点 HSH f(x) 的 不 连续 点 
LES 

下 面 举例 来 说 明 函 数 间断 点 的 几 种 常见 类 型 . 

例 1 正切 函数 > 一 tan x 在 xz 一 子 处 没有 定义 ,所 以 点 z 一 了 
是 函数 tan z 的 间断 点 . 8 


limtan 均一 cc， 
z 
EE 


BATA == + 29 Ë Ë tan z 的 无 穷 间断 点 
“图 1 一 48). 

例 2 函数 > 一 sia 二 在 点 +=0 没 有 定 
文 ;} 当 X00 时 ,函数 和 值 在 一 1 与 十 1 之 间 变 动 
无 限 多 次 (图 1 一 49) ,所 以 点 x 二 0 称 为 函数 
sm 二 的 振 萝 间断 点 


Pío 函数 y T Uh + 二 1 没 有 定义 ,所 以 函数 在 点 x 一 1 
为 不 连续 (图 1 一 50). 但 这 里 
lim — Dote D — 2. 
re dech) Zei 


如 果 补 充 定义 : 令 x 二 1 时 > 一 2, 则 所 给 函数 在 z* 一 1 成 为 连续 . 所 


e Ze 


图 1 49 
以 ==1 称 为 该 函数 的 可 去 间断 点 . 
tji c 


[^ Al» 
ua 1, jl 
1 G ` 
bm zt ais f(1). 图 1-30 


Ii 


因此 ,点 a ER PACO ABBA (A 1— 510. IH n AE AR 
FG ME =— AE Si FD o1. MM FCO A e 1 BAEZ, 所 
以 工 二 1 也 称 为 该 国 数 的 可 去 问 节点 . 


Dis 函数 
Jr =< Ü, 
Jüry)=< Ü, === Ü, 
[i 0 


这 里 , 当 了 一 0 时 ， 

lim fkr) = lim ta-:1)=--1, 

lim fr) = lim 6c—15—1. 
E e (EUIS EE ERR mn Cr EE 


. ¿Qe 


以 点 r—O0j4k KA f(z) 的 间断 点 (图 1 一 52). 因 y — f GO RS ËI E TE 
=P BEBE HO p ,我 们 称 z 一 0 为 函数 OM EIA. 


y 


RH 1 一 52 


图 1 一 51 
土 面 举 了 一 些 间断 点 的 例子 ,通常 把 间断 点 分 成 两 类 ;如果 


zo di A fz) 的 间断 点 ,但 左 极 限 ORAR f (z. + 0) 
DAA MA rA RA 六 rz) 的 第 一 类 间断 点 .不 是 第 一 类 间断 
点 的 任何 间断 点 , 称 为 第 二 类 间断 点 . 在 第 一 类 间断 点 中 ,左右 极 
限 相等 者 称 为 可 去 间断 点 ,不 相等 者 称 为 跳跃 间断 点 . 无穷 间断 点 
种 振 菇 间断 点 显然 是 第 二 类 间断 点 . 


习 题 1 一 9 
L 研究 下 天 函 数 的 连续 性 ,并 画 出 阔 数 的 图 形 : 
(D FK Die "zz: 
or) lr 
T, —Yumrxmd, 


DÍD= N e LS ri. 
2. T 5g Sek di HH BJ 2 Ab OT A oc aj dE KEN E EE EH 
去 间断 点 , 则 补充 或 改变 函数 的 定名 使 它 连 续 : 


_ E] = E 
¡EP a pd, r=1, r2; 
(2) y= unit nb, bet (&—0, 4-1. 2-31 


e BO e 


(3) y=e L sx Ü; 
£ 
Ir El H 
(4) y= d . r=]. 
3—x. un 


3. 讨论 函数 SO = lim E T O MEE EE aloes e o catt 


4. HB, Sep Den 点 GER faza) A0, W TE E cup ARR 
UG) LE UG) Bl DAC 


第 十 节 ”连续 函数 的 运算 与 初等 函数 的 连续 性 


—. EREK HH. RAEE 


ER sa XE ER B) E S A R Ma Su. sz DUT 8 
出 下 列 定 理 . 

定理 1 有 限 个 在 某 点 连续 的 函数 的 和 是 一 个 在 该 点 连续 的 
GE? 

证 考虑 两 个 在 点 zw 连续 的 函数 fr)、gtx) 的 和 : 

FD = fir) H gia). 
由 第 六 节 冠 理 3 及 咀 数 在 点 rgEB EX SS 
lim F Cr) = lim C/ GO Fg Go) ] — lim f Got limgiz) 
= fled Hg Er A =F Cr) a 

这 就 证 明了 两 个 在 点 mE BR CIL E 5 如 连续 . 类 似 地 可 证 
TR Pr AA RETE. 

仿 此 ,由 读者 自己 证 明 下 面 两 个 定理 

定理 2 ”有限 个 在 某 点 连续 的 函数 的 乘积 是 一 个 在 该 点 连续 
的 函数 . 

定理 3 沿 个 在 某 点 连续 的 函数 的 商 是 一 个 在 该 点 连续 的 函 
数 , 只 要 分 母 在 该 点 不 为 零 . 

a [ian wn ` Hi sin < #l cos = 都 在 区 


la] (on. dee) AER LAN, kh mau tan x PU corr 在 它 
a BI, 


们 的 定义 域内 是 连续 的 . 
二 、 反 函数 与 复合 函数 的 连续 性 


反 函 数 的 概念 和 复合 函数 的 概念 已 经 在 第 一 节 及 第 二 节 中 讲 
过 ,这 -~- 节 来 讨论 它们 的 连续 性 . 
定理 4 WRES y DIANA I 上 单调 增加 (或 单调 减 
少 ) 且 连续 , 那 末 它 的 反 函 数 =y BENERE I= (yl y— 
f(x) ,XET,} 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 . 
HE BH JA E. | 
例 由 于 y 一 sin z 在 闭 区 间 | 一 王 , 季 | 上 单调 增加 且 连 续 ， 
E DITE BU BE PRAE y= arcsin 工 在 团 区 和 间 { 一 1,] 上 也 是 音调 增加 上 且 
连续 的 . | 
同样 ,应用 定理 4 可 证 :y 一 arccos x EMR ISI E — 1.1] E 43 
W^ ELE SE Py =arctanz # X [B] (— 9o, 4-022 PI E ELTE T E y 
-—arccotz 在 区 间 ( 一 2 ,十 ce) 内 单调 减少 且 连 续 . 
d Z, = fü arcsin zyarccos r.arctan r,arccot 工 在 它们 
DS 32 BR VAR E SES. 
定理 5 RAK =p) x— cr BEHRERIRIYEESET a. BD 
lim g(x)=a, 
而 RÉEL y IMA u= TE E E KC y POTS 
rr RE REA F a) R 
lim /[gCz) ] f (a). a» 


证 ”在 第 六 节 定 理 8 中 , 令 ASSA ODEA a 连续)， 
并 取消 “在 点 zx 的 某 去 心 邻 址 内 eG za ”这 条 件 , 便 得 上 面 的 定 
EE. 这 里 qkx) 关 a 这 条 件 可 以 取消 的 理由 是 :对 于 任意 给 定 的 正 数 
E, dii pr) —a 成 立 的 那些 点 r, ER BLA AD f (ayl < 成 
3E. 因此 附加 eoa 这 素 件 就 设 有 必要 了 本， 
因为 在 定理 5 中 有 
e 52" 


limgCz) =a M lim G= fla), 


i OX M. BD 

lim Fpl) ] — lima], (2) 
或 Zeie XS 

lim et al lim f Go. (3) 


(2) X SR JR YE E ERES I 3 (FOR EO ES f[pq(xz)j 的 极限 
时 ,函数 符 导 上 子 与 极限 号 可 以 交换 次 序 . 

(3) AER, E EESHA ETF. mE WE4Š83 u—o RR 
lim fL 00) ] 就 化 为 求 iim f (u), SR a= limpe). 


把 定理 5 中 的 zzo 换 万 xco ,可 得 类 似 的 定理 . 
例 3 Wed 
解 A y= Vu 5 e AM D 


E EA y Y AER u— L ESE , LA 


定理 6 YAMADA zx 一 zo 连 续 , 且 plr) = ua. TW 88 
E y— Flu EF uu XEME , 那 末 复合 函数 v PLC | 在 点 >= x=, 
也 是 连续 的 . 
证 只 要 在 定理 5 中 令 au = (Tr), RARER QOO TE A =. 
连续 ,于 是 由 (1) 式 得 
lim fl A 1 f Gs) — f LG 1, 
这 就 证 明了 复合 函数 [p HERR zo 连续 . 


例 4 讨论 函数 ?一 sin 二 的 连续 性 . 


为 lim 


Y | 一 


复合 而 成 
D 53 


MO 函数 y 一 sin 二 可 看 作 是 由 y=sin x 及 w= 


的 . sin # 当 一 co<y<< 十 co 时 是 连续 的 ,二 当 一 co<z<0 和 


0<z 志 十 oo 时 是 连续 的 . DIE RE PB 6, Bü sin lex BR 区 间 
《一 co0,0) 和 (0, 十 co) 内 是 连续 的 . 


、 初 等 函数 的 连续 性 


前 面 证 明了 三 和 角 婧 数 及 反 三 角 沙 数 在 它们 的 定义 域内 是 连 续 
BJ. 

我 们 指出 (但 不 详细 讨论 ), 指 数 函 数 a Ca 0 az 10 F 一 切 
实数 x 都 有 定义 ,和 且 在 区 间 ( 一 避 , 一 co) 内 是 单调 的 和 连续 的 , 它 
的 值 域 为 (0, 十 o2). 

出 指数 函数 的 单调 性 和 连续 性 ,引用 定理 4 可 得 :对 数 了 四 数 
log.rCa2-0.az5 L YE E CO. 27 02) A A H se ZS. 

Sen, +” 的 定义 域 随 CBS B mi FE ,但 无 论 w 为 何 值 , 在 区 
fH] (0, + oo) PEE BR 3C HE AR E S BU. F ÚW $e d] 3: BE HB , fx 
(0, 4-00) FIXE p cR k PE B. 事实 上 roo w 

y=x"= a", 
HE, SE pa n D E IEE: h ya u= log. 复合 而 成 的 ,由 此 ， 
Hi d EEG, CEO + co) PL iE SE. 如 果 对 于 z 取 各 种 不 同 值 加 以 
分 别 讨论 ,可 以 证 明 ( 我 们 不 证 } 徐 函数 在 它 的 定义 域内 是 连续 的 . 

综合 起 来 得 到 :基本 杞 等 函数 在 它们 的 定义 域内 都 是 连续 的 . 

最 后 ,根据 第 二 节 中 关于 初等 范 数 的 定义 ,由 基本 都 等 酌 数 的 
连续 性 以 及 本 节 定 理 1.2、3.6 可 得 下 列 重要 结论 ;一 切 补 等 西数 在 
其 定义 区 关内 都 既 连 续 的 . 所 谓 定义 区 间 , 就 是 包含 在 定义 域内 的 
区 间 . 

根据 函数 f(x) 在 点 zs 连续 的 定义 ,如 果 已 知 fx) 在 点 cu 
E E KOR 人 Zz) 当 zz 一 Xo 的 极限 时 ,只 要 求 x) 在 点 xo) ms 38 18 
就 行 了 . 因此 ,上 述 关于 初等 函数 连续 性 的 结论 握 供 了 东 极 限 的 一 
个 方法 ,这 就 是 :如果 f(x) 是 初等 函数 , 昌 zo 是 FOREX ESI 

D 54 e 


TA 


内 的 点 , 则 
lim fer) — f Gr). 


例如 ,点 ABRA SO ATARI 
oi Kx, ZA lim v 1 一 am Z 1 =l; 又 如 点 r= 区 是 初等 函数 


fez)=lIn sin z 的 一 ARE CO ABA 


. t 
liminsin z=In sin > 9. 


E 
SEN 


š 


tee — 
Als x lim ATL 
ro Fa 
m lim LL alim (十 好 一 1)(Y 1 十 天 十 17 
0 工 bé zt /1+z2° + 1) 
=lim- = — 9 =o, 
= y IF +l 2 
log, 
me REED A 
解 lim lg LED. im og,(1 zeit 
z—Ó 工 一 个 


lore. 
U Ina 


1 


. «-— 
例 7 E lim I 
Oo aleet, W| r=log.(1+10,2>0H £0, T € 


. a 
lim —Ína. 


—1 ti : 
A o, 
3 ® 1-10 


WII. pu E ig 38 # pt fq ,并 求 航 限 limf C r), 


lim FDA dim). 
DEE 22 


2. 求 下 列 极限 : 
. HP e 


C13 lim zc 一 2 十 5 (2) lim (sin 260^; 
Ei 


(3) limInC2cos 22); (0d ri 
tU Ig 
一 . BSin.r— sine 
Mi ,; (6) lim 一 一 一 一 一 一 ; 
7] Ek) 340 Ear 
(7) lim (v a*r Y aia). 
Teto 
3. E P FIR ERE 
(1) lime? (2) lim In ZZ. 
m Gs X 
. Í 11% . 2 
(35 lim | 14 l) ` (4) limC1-- äranisämt 7. 
do Zap 
4. HEK 
een » r<, 
T az. xD. 


应 当 怎样 选择 数 =, 使 得 A(z) 成 为 在 (一 so, 十 ce) 内 的 连续 范 数 . 
第 二 一 节 ” 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


38 Ju W dB EL WW EH Y =ñ #k ñ: PX Fd FE z£ Së 69 Wg 2, tn Ht p& 
J GO E F IE [B] DORER, EE A: 
Sk HE PR kR f(x}) 就 是 在 闭 区 间 La,8] 上 连续 的 . 在 闭 区 间 上 连续 
BALA EZRA SUE AE ABU EN. 


一 . RAMA La KE 


先 说 明 最 大 值 和 最 小 值 的 概念 . 对 于 在 区 间 J F £ d ie 
ICO DRA z € I ABRA TAE xc I 88 
FOSO Vlad 
WS f(xo) 是 函数 xz) 在 区 间 了 上 上 的 最 大 值 ( 最 小 值 ). 
$5 un. 8 € f(r} 二 1 十 sin = 在 区 间 [0,2x 上 有 最 大 值 2 和 最 
小 值 0. XAO, MA f(r) 二 sgn x EKE ( — 00, 7-920 PEE 3: X fË 
1 和 最 小 值 --1. E JE [X [8] (0, +H A ,sgn z 的 最 大 值 和 最 小 值 都 
* pe 


等 于 1.( 注 意 , 最 大 值 和 最 小 值 可 以 相等 1) 但 阔 数 PG — EI 
区 间 (a2 内 既 无 最 太 值 又 无 最 小 值 . 下 列 定理 给 出 最 大 值 和 最 小 
值 存 在 的 充分 条 件 . 

定理 1t 最 大 全 和 最 小 慎 定 理 ) AARLE ER ER 
区 间 上 一 定 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

AMERO) RM DAA a o LR , 那 末 至 少 有 
— & € [a,b]. fli FCE DE SO Bla 5] E BS EE AE DA 
REE [a.5], (b SEDE /zxr) 在 [6 上 的 最 小 值 ( 图 1 一 53). 

HE BH Aure. 

POK mE #t TE 3F X [B] P3 y£ E EA _E # [Bl IE 
点 ; 那 末 函数 在 该 区 和 俩 上 就 不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 . 前 面 提 到 的 
ER AK v— x ENKA Ca DARE B) , IE # JF DX [aj Ca DARE 
KELER. M Bln A 


—a+l, Oil, 
y=f(la)=3 1, a=1, 


在 闭 区 闻 [0,2?] 上 有 亲 断 点 x=1 3X ERE FC TEL IX [0.2]. E 
BE OG GREC E SL A Ai 54). 


由 定理 1 可 得 下 列 定 理 . 
定理 2( 有 界 性 定理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 一 定 在 该 区 间 
e 57. 


LA. 

证 BAS / CO YE PR L Ala b] E XE S. 由 定理 1, 存 在 
FORA La 6] ERU iE A M RE m ABE x€[a.b HB 
是 


m= f (r) M. 
EKaRBB. fezrydE[a,5] EE E MAFA m, B o Pa GOA 
[a,b] LAR. 


=. EZE 


如 果 rË fird 0 M zo 称 为 函数 RE A. 

定理 3 要 点 定理 ) HEK f(x) 在 闭 区 间 [a,81] 上 连续 , 且 
FG 5 fü RESO oO FOO B ZR TEXTE IX BB] Ca 62 P3 2E zb 
有 函数 ON TEA NE DAA Ea EME 

FE = D, 

GER 3 

AJILA LA ESSE n RE SEHE ELK y — CO B5 88 T SR 
点 位 于 x Ted (EK £ xk IEEE 2 Jl EL 
“图 1 一 55), 

由 定理 3 立即 可 推 得 下 列 较 一 般 性 的 定理 ， 

定理 4( 介 值 定理 ) AS AGO EBD jl a b EXER. Be 
这 区 间 的 端点 取 不 同 的 函 教 值 

FSA A JSB, 
MARITA BZ EM AMO ERA DADA 
一 点 E MER 
FOSC (Lee fei, 

证 Er? CO pie) E AK alar b] E, A 
pa) —A—C E eG) — B—C Fk S. 根据 零点 定理 , 开 区 间 (a,2) 内 
E CR 

@8)=0 (a< £b), 
= * 


图 1 一 55 图 1 一 56 


[B 9x8 — fU —C. BE B ES BITS 
FE=C (a<E<p). 
这 定理 的 几何 意义 是 :连续 曲线 肠 y — f (r) 5 k * BEA 
wc 至 少 相交 于 一 点 {图 1 一 56)， 
推论 ”在 闭 区 间 上 连续 的 函数 必 取 得 介 于 最大 值 M 与 最 小 
Ém aAA. 
Ë m= f(z,), M= flr), Hi mz M , AA P£ [s] [ z, , z; JS 
[zs,z ?上 应 用 介 值 定理 , 即 得 上 述 推论 . 
例 1 证 明 方 程 x 一 47? 十 1 二 4 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 . 
证 函数 f(z) 二 xz 一 4z: 十 1 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,又 
FO)=1>0, fü--—2«9. 
根据 零点 定理 ,在 40,1) 内 至 少 有 -~ 点 上 ,使 得 
ZOE) zs Dir 
Rp 4410 (01). 
这 等 式 说 明 方 程 x 一 4z: 十 1 一 0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 是 
z. 


* 三、 一 致 连续 性 


我 们 先 介绍 函数 的 一 致 连续 性 概念 . 
设 函 数 在 区 间 了 工 上 连续 ,mm 是 在 了 上 任意 到 定 的 一 个 点 . 由 于 
. 29» 


FODE A ze 连续 ,因此 对 于 任意 给 定 的 正 数 e. fF fE EIE OL Rn 
Bla cS HH LIO PO | e 通常 这 个 好 不 仅 与 < 
有 甘 , 而 且 与 所 取 定 的 zs 有关, 即使 = 不 变 , 但 选取 区 间 了 上 上 的 其 
它 点 作为 re 时 ,这 个 5 就 不 一 定 适 用 了 .可 是 对 于 某 些 画 数 , 却 有 
这 样 一 种 重要 情形 :存在 着 只 与 有关， 而 对 区 间 了 工 上 任何 点 ze 都 
SERIES e BNG z. e I. H SE |> — z, | < ó BJ. Së 
|f(z)— fz.) |==, ENE Sk f(x) 在 区 间 了 上 能 使 这 种 情形 发 
EMMA f(x) 在 区 间 上 是 一 致 连续 的 . 

EX BES (VERAI LAEN. 如 果 对 于 任意 给 定 的 
TA ,总 存在 蔷 正 数 》, 使 得 对 于 区 间 了 上 的 任意 两 点 x;、x;, 当 
|z —z+ 1 <£ 时 ,就 有 


[Fx 0 — f Gn) | <=, 
那 末 称 函 数 f(x) 在 区 间 了 上 是 一 臻 连续 的 、 

一 致 连续 性 表示 ,不 论 在 区 间 了 的 任何 部 分 ,只 要 自 变 量 的 两 
个 数值 接近 到 一 定 程度 ,就 可 使 对 应 的 函数 值 达 到 所 指定 的 接近 
Sp. 

由 上 述 定义 可 知 , 如 果 函 数 A(z) 在 区 间 工 上 一 致 连续 , 那 末 
F(z) 在 区 间 了 上 也 是 连续 的 . 但 反 过 来 不 一 定 成 立 ,举例 说 明 如 
F: 

例 2 函数 Ftz) 一 工 在 区 间 (0,1] 上 是 连续 的 ,但 不 是 一 致 连 
续 的 . 

因为 函数 fxz) 一 过 是 初等 函数 , 它 在 区 间 (0,1] 上 有 定义 ,所 
以 在 (0,1] 上 是 连续 的 . 

任意 给 定 小 于 1 的 正 数 e(0<<e<<1). 假定 f(z)== 士 在 (0,1] 上 
一 致 连续 ,应 该 存在 着 正 数 3, 使 得 对 于 (0,1] 上 的 任意 两 个 值 r,、 
aaa | <ó RIMA a «e 

现在 取 原 点 附近 的 两 点 
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— 
KP AFERRA z... E PE COLI) E. BÀ 
1 ul 1 _ 
n nl n1" 
故 只 要 n UAE SEC ER |z, — z, | <ó. 但 这 时 有 


| 
ES Mi 


l 
LAG FG |= | LL |= Ia DI TI. 
n n+l 


不 符合 - 致 连续 的 定义 ,所 以 fx) 一 过 在 (0,1] 上 不 是 一 致 连续 
m. 

上 例 说 明 , 在 半 开 区 间 上 连续 的 函数 不 一 定 在 该 区 同上 一 致 
连续 . 但 是 ,有 下 面 的 定理 : 

定理 5( 一 致 连 续 性 定理 ) MRAN /(z) 在 闭 区 间 [a, 门 上 
连续 , 那 未 它 在 该 区 间 上 一 致 连续. 

ue. 


3 E 1 一 11 


1. 证明 方程 5 一 34 二 1 至 少 有 一 个 模 介 于 1 和 2 之 间 . 

2. 证 明 方 程 2=asm rth, Rb a 060 至少 有 一 个 正 根 ,并 且 它 不 
超过 a Hh, 

3. XP ÉKGOdE[a.6] E XE SE ra E Dn xs) EP E 
m no LAA) Tf 


"n 


4. 征明 : 若 OOE oo oo) REEL H lim f Ce2 Ee W f CO XE 
¿(Ti So AAA, f 
37. fu A ERR F (a, AA PICO ^ Sie HR 
总 习题 一 


(EK DE HA Aa GR APA -个 正确 的 十 人 下 列 空 
zs Y]. 


HA: 


ORAL AREMA e E ER AMARA 
E Ss. 

(Voie A ARE limf OFE Ars, 
lim f(r) 存 在 是 GO mg: ner Si y 


(32 f GE c i3 — 去 心 人 城内 无 界 是 im 的 SS Sir. 
lim is FOR zu 的 某 一 zosmaxmm ^V) a. 
(4) f Ge) P4 r-en E RS LER. fer. MARERE Sa OBRA IE BR 


等 是 lm /A(x) 存 在 的 «e. 
2. jb HJ RC 
ES += a A 
y= E amO 5 y= = 
- z =D 


表示 同一 个 函数 的 理由 .这 函数 是 初等 男 数 码 ? 
3. 举重 涪 明 “分 段 函 数 --- 定 不 是 初等 语 数 "这 种 说 法 是 不 对 的 . 
4. 说 明 符号 活 数 ”=sgnz 椒 是 初等 函数 的 理由 ， 
5. 设 产 *) 的 定 交 域 是 [6,1], 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


(Df, (2) fin z); 
(32) flarctan x); (4) f(cos x). 
6. i 
o. x=, 9, LO, 
ful alU. gon —x'. x70. 


RFL] gleidh flee)» gb f (a=). 
7. 利用 y=sin z BERE PATA: 
(1) y= sin el; 
(2) y=sin Lei: 


(3) y= 2sin FE 


8. PXBAR W| — INTE AK HE dF > RENT Xo FO a IH — B JÉ Jš Bi 
RAR B SE. pte oc TE HE 89 k Pi 8 H SPER. 


9. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 lim? = 


一 小 - 


e 92. 


Mu 
T4 Es 
"TG: Kei 
10. ETARE.: A. H 
(2 Wen, A n 
aa EEN MU LIBRE 
(2) lim (Yala) — 1 
于 十 ca -~ 
. td tl 
a) 
(4) lim tan z sin x 
pee = 
H. & 
i sin L, z2-0, 
fizy= * 
aba? r=, 
E [OA (oo ,十 cc) 内 连续 ,应 当 怎 样 选择 数 o? 
12. Y 
= >o, 
rod Do T 
bien, "las, 
AK f Ce B9 IT B s& «2E UH [E] B s£ F NS ts. 
13. WE BH A da AEG 
1 1 
lim | 一 二 一 上 + er Ja 
im +1 er n +n 
14. 证 明 方程 sn zx 十 x 十 1 二 0 在 开 区 间 | — LL] 内 至 少 有 一 个 根 . 
人 e i 
TL 
(4A 
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第 二 章 ”导数 与 微分 


微分 学 是 微 积 分 的 重要 组 成 部 分 , 它 的 基本 概念 是 导数 与 汶 
分 ,其 中 导数 反 脆 出 函数 相对 于 自 变 攻 的 变化 快慢 的 程度 ,而 微分 
则 指明 当 自 变量 有 微小 变化 时 EE XK (GS ER ER Ib. 

在 这 一 章 中 ,我 们 主要 讨论 导数 和 微分 的 概念 以 及 它们 的 计 
算 方 法 . 至 于 导数 的 应 用 ,将 在 第 三 章 讨 论 . 


第 一 节 导数 概念 


一 、 引 例 


为 了 说 明 微 分 学 的 基本 概念 一 一 导数 ,我 们 先 讨论 两 个 问题 : 
速度 问题 和 切线 问题 . 这 两 个 问题 在 历史 上 都 与 导数 概念 的 形成 
有 密切 的 关系 . 

1. 直线 运动 的 速度 

设 某 点 沿 直 线 运 动 . 在 直线 上 引入 原点 和 单位 点 ( 即 表 示 实 数 
1 的 点 )，, 合 直线 戌 为 数 轴 . 此 外 ,再 取 定 一 个 时 刻 作 为 测量 时 间 的 
Er. 设 动 点 于 时 刻 ¿ 在 直线 上 上 的 位 置 的 坐标 为 s( 简 称 位 置 s). 这 
样 ,运动 完全 由 某 个 函数 

i s= f(t) 
所 确定 . AAA P PR B BD BU ARE LEON ju Wa Ps 
数 , 在 最 简单 的 情形 ,该 动 点 所 经 过 的 路 程 与 所 花 的 时 间 成 正比 . 
SR. mp Slip, HI 


经 过 的 路 程 
DECIES 


总 是 相间 的 - 这 个 比值 就 称 为 该 动 点 的 速度 ,并 说 该 点 作 名 速 运 
. OM 。 


(1) 


动 . 如 果 运 副 不 是 勺 速 的 , 那 末 在 运 开 的 不 同时 间 间 隔 内 ,比值 \1? 
会 有 不 辐 的 值 . 这 样 ,把 比值 殿 ) 第 统 地 称 为 该 动 点 的 速度 就 不 合 
适 广 :而 需要 按 椒 同时 刻 来 考 虚 . 那 末 , 这 种 非 抒 速 运动 的 动 点 在 
某 一 时 刻 ( 设 为 5 的 速度 庶 如 向 理解 而 又 如 和 何 求 得 呢 ? 
首先 权 从 时 刻 思 到 上 这 样 一 个 时 间 间 隔 ,在 这 般 时 间 内 、 动 点 
MB sS— f GOD ERBES] s— f GO. 3x if Hi CLOSCRE £8 A 
a pe ADT FO) 
DEES —aa 
可 认为 是 动 点 在 上 述 时 间 租 隔 内 的 平均 速度 . 如 果 时 间 间 隔 选 得 
较 短 ,这 个 比值 (2 在 实 距 中 也 订 用 来 说 明 动 点 在 时 肇 加 的 速度 . 
得 对 于 动 点 在 时 刻 的 速度 的 精确 概念 来 说 ,这 样 佑 是 不 够 的 、 
而 更 确切 地 应 当 这 样 : 令 fxio, 取 (2) 式 的 极限 ,如 果 这 个 被 限 存 
E.A v, Bf 


(2) 


E AAA 
te Eg 
EA RA o 称 为 动 点 在 时 刻 的 (瞬时 ) 速 度 . 

2. 切 钱 问 题 

圆 的 切线 可 定义 为 “与 曲线 只 有 一 个 交点 的 直线 ” 但 是 对 于 
其 它 曲 线 , 用 与 曲线 只 有 一 个 交点 的 直线 "作为 切线 的 定义 就 不 
一 定 合适 . 例如 ,对 于 抛物 线 y 一 关 , 在 原点 吃 处 两 个 坐标 轴 都 符 
合 上 述 定义 ,但 实际 上 只 有 zx 轴 是 该 扼 物 线 在 点 怠 处 的 切线 . 下 
面 给 出 切线 的 定义 . 

W ABH 2 CEC Ei-— MB 2—1i10.Zkc M PE BH C E 
一 点 N EHR MN. M X N W H š C ESTE Mo. DADA 
MN SOA We m EST RR EE MT ,直线 MT W SK S Bi St C 
在 点 M 处 的 切线 . ix HR ERE [o EE X E. AE KIMN BT 
E. Z NMT AFF. 

现在 就 曲线 C OO OE vy 一 fir) 的 图 形 的 情形 来 讨论 切线 问 
题 . 设 Mo)? 是 曲线 性 上 的 一 个 点 (图 2— 22 , N) yo Co). 38 
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据 上 述 定义 要 定 出 曲线 己 在 点 好 处 的 切线 ,只 要 定 出 切线 的 斜率 
就 行 了 . 为 此 ,在 点 MAREO EP AN 于 是 割 线 MN 
BFP RA 


EE 


其 中 为 割 线 MN RS DA NS C 85 T sx M 时 ， 
TX. 如 果 当 一 Xo 时 ,上 式 的 极限 存在 , 设 为 , 即 

REPAS? RES 

A E 
AA MICA EA AA ERA A AA AA 
一 tan a, 其 中 a 是 切线 MT 的 倾角 . 于 是 ,通过 点 MG f(za)) B 
DE ARPER MT 便 是 曲线 忆 在 点 M 处 的 切线 .事实 上 ,由 
ZNMT — 9— e VE xxu] a, A c— xod] Oh | MN | — 
0, ZNAMT=0. 因此 直线 MT S Jy i 2 C 在 点 M 处 的 切线 . 


二 、 导 数 的 定义 


从 上 面 所 讨论 的 两 个 本 是 看 出 , 非 匀 速 直线 运动 的 速度 和 切 
线 的 斜率 都 归结 为 如 下 的 极限 : 


li flr}— fy) 
m — — 
x =Z. TX 


, (3) 


* 06» 


这 里 一 ra HC) GORE ?一 xy 的 自 变量 的 增 量 
Ar RIED EE Ay: 
Ax —r— Lor 
Ay — f(x) — f Gi) Fa Hard f Gg. 
B] z— ra B] 34 Ac—0.8 (DX B| Hi 


Ay . fn Ax)— fn) 
lim E 或 lim Ar 


在 自然 科学 和 工程 技术 领域 内 ,还 有 许多 概念 ,例如 电流 强度 、 角 
速度 . 线 密度 等 等 ,都 可 归结 为 形 如 (3) 式 的 数学 形式 . 我 们 撤 开 这 
些 量 的 具 梓 音义 , 抓 住 它们 在 数量 关系 .上 的 共性 ,就 得 出 函数 的 导 
Lu vo. 
EX REK y= 二 了 (zx) 在 点 z. 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 当 自 变 
E e Err 处 取得 增 量 ^z( 点 > + Ar 仍 在 该 邻 域内 ?时 ,相应 地 函 
数 » 取得 增 量 Ay— Cr Ar) — (r) E Ay 与 Ax 之 比 当 
Ar 0 了 时 的 极限 存在 , 则 称 函 数 y 一 A/(zx) 在 点 z 处 可 导 , 并 称 这 个 
RBA AE ?一 zz) 在 点 zo 处 的 导数 , 记 为 y |... RU 
Y |... = lim AY. lim fran) fn) 


Aro Aro Ax 


8 ` dfir) 
也 可 记 作 PG, SY a "ei 


ES AX AGO TE SX xo 处 可 导 有 时 也 说 成 Fr 在 点 z, 具有 导数 
或 导数 存在 . 
导数 的 定义 式 (4) 也 可 取 不 同 的 形式 ,常见 的 有 
PGO- lir TOv ER) Hr) 


(4) 


(5) 


f (2) — lim mf 
《5) 式 中 的 上 £ 即 自 变 量 的 增 量 Ar. 
在 实际 中 ,需要 讨论 各 种 其 有 不 同意 义 的 变量 的 变化 " 快 悍 ” 
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(6) 


问题 ,在 数学 上 就 是 所 谓 莱 数 的 变化 率 问题 . AE 

化 率 这 -概念 的 精确 描述 . ES ES DN 

何 或 物理 等 方面 的 特殊 意义 , 纯 炊 从 数量 方面 来 鹿 刘 变化 尝 的 本 
OBOEGEGÉR S OE HONO DOO RORCE EO y 在 以 à 


xx EIERE Hü sP y a 
在 点 ze 钼 的 变化 率 , 它 反映 了 因 变 量 随 自 变 量 的 变化 而 变化 的 快 
慢 程 度 . 

如 果 极 限 (4) 不 存在 ,就 说 函数 y= 二 f(z) 在 点 z 处 不 可 导 . 如 


果 不 可 导 的 原因 是 由 于 Az—0 BJ , Hist a eoo, Y 了 方便 起 见 


往往 说 函数 y OVEA xs 处 的 导数 为 无 穷 大 ， 

上 面 讲 的 是 西数 在 一 点 由 可 导 . 如 果 函 数 y 二 X(tx) 在 并 区 间 
了 内 的 每 点 处 都 可 导 ,就 称 函数 f(z} 在 开 区 间 了 内 可 导 .- 这 时 .对 
于 任 一 xcix nz de f(x}) 的 一 个 确定 的 导数 秆 . 这 样 就 构成 了 
一 个 新 的 函数 ,这 个 函数 叫做 原来 冰 数 y f (=) B SR Sk CE 


dfi») 
y. FG. SÉ 或 LO 


在 (4) 式 或 (5) 式 中 把 =, B pR. z , BJ TE ER 


tim LEFT 
了 Ar 


Fu tim PEN Pen) 

注意 ”在 以 上 两 式 中 ,虽然 z 可 以 取 区 间 了 内 的 任何 数值 ,但 
在 极 艰 过 程 中 ,z 是 常量 ,Ax mA REGERE. 

显然 ,函数 (x) 在 点 z, 处 的 时 数 S CD LESE RUE SIA 
点 Z= ro 处 的 函数 值 , 即 

F (za)= f Gs. 

Seni f COR EE E Cof FOGOXE x 处 的 导数 或 导 

SUCIA z. 处 的 值 . 
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三 、 求 导数 举例 


下 和 面 根据 导数 定义 求 -一些 简单 函数 的 导数 . 
例 1 RAR (x) 一 CCC 为 常数 ) 的 导数 . 


即 (C) =0, 
这 就 是 说 ,常数 的 导数 等 于 零 . 


例 2 RAR sa 为 正 整 烙 ) 在 xz 二 a 处 的 导数 . 
ero i s 
—limGe"" Fax" * ebat D) nat s 
1E DA E28 PR FP 89 a BR, = Pme. BB 
Qr) =ar, 
EE TRE y 0 Ca 为 常数 }, 有 
Cr zu! 
ix Bde NE pi CH BU FAAR. 这 公式 的 证 明 将 在 以 后 讨论 . 利用 这 公 
式 , 可 以 很 方便 地 求 出 窒 阔 数 的 导数 , 例 妈 ; 
当 EE Y x G0) B9 Sp WK E 


POLL ELE 
1 
即 (Ox 
H 2r; 
"M == 1 时 ,? 一 z-: 一 过 (z 关 0) 的 导数 为 
(z `yy=(—1)w isa `°, 
1 1d 
即 BH = 


例 3 RAH f(r) 二 sin GE 
R f/o)—lim LAO ACA jm sin GER) sm E: 
AG A i 


* Ol. 


Bp (sin z)'—cos x. 
RREH, FARAH ERRAR. 
用 类 和 拟 的 方法 ;可 求 得 
(cos xY = —sin =, 
DE I NE ET 32 B9 SP 38 At: AE ee, 
DA KAH Chalet, e l3DD SZ. 
M GC —lim Lem ron =lim aa 


h— 


—a'lim al 
E EE 38 
f'(x)—a'ln a, 
即 Ca? Af = a*]n a. 
这 就 是 指数 函数 的 导数 公式 . 特殊 地 , 当 a=e 时 , 因 ln t=1， 


BUR 


(e*)' =e". 
上 式 表 明 ,以 e AE BJ 38 eR S REEL EB O X E: PA e 
为 底 的 指数 函数 的 一 个 重要 特性 . 
例 5 EEY FO logro (200. al1) 的 导数 . 
NS Fu =lim foh) —fG) =lim eist —log.z 


k— Q 


=lim 1 log, 222 Gen 1 
9 hey E 


` Zoe) 1-4 
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作 代 换 一生 并 利用 第 一 章 第 十 节 例 6 的 结果 得 


1 
zin a? 


F(xr)= 


即 dogar) =a: 


这 就 是 对 数 函 数 的 导数 公式 . 特殊 地 , 当 a 二 e 时 ,由 上 式 得 自 
. 热 对 数 函 数 的 导数 公式 ， 


(In a — 1, 
T 


例 6 REAA .Frz)? 一 1 在 > 一 0 处 的 导数 . 
.FOFA— AO) LAO. JA] 
im 一 一 一 -一 一 一 一 ina 4 = lim 4. 


解 lim Aso A Ao 
X ACOHN, Ibo s, A lim ly, 
An 
当 0 时， II. É& lim Mia, 
A 由 一 十 器 h 


所 以 ,im X979 AO x ge gg MEM fa) |z| 在 z 一 0 AER 


HS. 
这 里 顺便 指出 ,根据 函数 f(z) 在 点 ze 处 的 导数 P Cro E 
X, 


f Gi) lim OH Fo) 

是 一 个 极限 ,而 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左右 被 限 都 存在 且 相 
等 ,因此 P Cx TEE BB. 六 zx) 在 点 zo 处 可 时 的 充分 必要 条 件 是 左 、 
ARR 


lim MR f (za) 及 dim Fen P PO) 


h—=— 0 À k= +Ó 


都 存在 且 相 等 . 1X BS EL RECON RA jx) 在 点 x 处 的 左 时 
数 和 右 导 数 TAE F Cr) K fF Grp) BB 


fe Gu) lim Ier E fen 
h--0 


e 101. 


fm 
现 夺 可 以 说 , 靖 数 f(x} 在 点 xa 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左 导 数 
E oMa FA 广 5z) 都 任 在 且 相 等 . 

BRE . 产 z 一 zi 在 2 一 0 处 的 在 导 数 广 (0 一 一 上 玉 右 导数 
六 40) 一 十 昌 然 都 存在 ,但 不 相等 , 故 OOS rj E x= 处 不 可 
m. 

An tes SK NOE FRAGA AIS, E. P Go f' Cb tE 
存在 ,就 说 FODOTEBEUE BL a 6) En. 


网 、 导 数 的 几何 意义 


由 第 一 自 中 切线 问题 的 讨论 以 及 第 二 自 中 导数 的 定义 可 知 ; 
函数 y 一 (x) 在 点 处 的 导数 良 (xo) 在 几何 上 表示 曲线 y FG 
: Y 


2-3 
在 点 Mi, AAA AAA, BD 
EI (xo) = tan a, 
其 中 a 是 切线 的 丑角 (图 2— 32. 

DE y= 二 了 Cz) 在 点 x。 处 的 导数 为 无 穷 大 ,这 时 曲线 
y= ORARET x 轴 的 直线 x 二 zs 为 极限 位 置 , 即 曲 线 ? 
二 fz) 在 点 MG f ODORE BUR EET z SRI EISE + 二 rot 参看 
后 面 例 9). 
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果 据 导数 的 江 箱 意义 并 应 用 直线 的 点 斜 式 方程 ,可 知 曲线 
ym f Gn) ER M(zesye)? 处 的 切线 方程 为 
yy A (zi ) (z — xa), 
uma ARENA yo fcrri 
点 M 处 的 法 线 . 如果 PG) 750. RR EROS e ATHE 
线 方程 为 


Gy 


1 
yo 一 FG, 3e Xo). 


a: RENAR y= EA |42 Ab Ha OE 


SIB fE A OS Tk A r Ë. 
解 ”根据 导数 的 几何 意义 知道 ,所 求 切线 的 斜率 为 
=y las. 


由 于 y 一 | 二 | 一 一 志 , 于 是 


从 而 所 求 切线 方程 为 


Bp 4&zd-y—4-— 0. 
所 求法 线 的 斜率 为 


于 是 所 求法 线 方程 为 


BI *r—8y+15=0. 
98 求 曲线 ,一 过 的 通过 点 (5:11) 的 切线 方程 . 
解 ” 设 切 点 为 Crovy)+ 则 切线 的 疼 率 为 
es 102 - 


' 3 3 / 


y del ,Nz 
于 是 所 求 切线 方程 可 设 为 
y—»-3 datz ai, CD 


3 


DE vo TE 曲线 yor? E, MA 


Yo = =a, (8) 
切线 47) 通 过 点 (05,117, 帮 有 
11— y= zo (5x0). (9) 


《7) 式 并 化 简 , 即 得 所 求 切线 方程 为 
Ja— y— 4-90. 


五 、 函 数 的 可 导 性 与 连续 性 的 关系 
RAR y — f (r)#E Kx or SERT Se , El 
lim SE Co 
存在 . 由 具有 极限 的 画 数 与 无 穷 小 的 关系 知道 ， 
X= Ge, 


HH a 4 Az—0 PF Deh, Ex BD ARO A. 18 
NEIST Art añx. 

由 此 可 多, 当 Ar 一 0 时 ,ay 一 0. 这 就 是 说 ,函数 y FEA z ht 
是 连续 的 .所 以 ,如 果 琐 数 y FO YER x b nr E, Weër 
Jo EE. 

5 — Jr ii .— PAE AAA S8 TE VA Sa, Rk Hp Sy. EA 
说 明 如 下 : 

例 9 BE y= n= V x fEIX [B (— co, 3-90) P E S , IH YE 

s 104+ ` : 


点 zx 一 9 处 不 可 导 . 这 是 因为 在 点 z-=0 处 有 


7C0 十 ji) 一 Fr0)  Yh—0 1 
D nmm" DOE 


因而 ,lim I7 — im d 一 十 o0, 即 导数 为 无 穷 大 ( 注 


E. FATTE) 这 事实 在 图 形 中 表现 为 曲线 y — VERO 
F B 3 8 T x 轴 的 切线 x 一 0 图 2-4). 


图 2 一 4 图 3-5 
例 10 函数 y— VA BM ys leE, 4000 AXE £L (H 
在 例 § 中 已 经 看 到 ,这 函数 在 +==0 处 不 可 导 . 曲线 y= vy’ 在原 
点 口 没 有 切线 (图 2 一 5). 
由 以 上 讨论 可 知 ,函数 在 某 点 连续 是 画 数 在 该 点 可 导 的 必要 
条 件 , 但 不 是 充分 条 件 . 


3 A 2-1 


l. 设 f(z)=10x*, bt g 2 R A CD 

2. E f(z)=axr+b(a,b 者 是 常数 ), 试 按 定 义 求 PD. 

3. 证 明 (cos z)'= — sin x. 

4. F 3 6 BR rH J R E .六 (rn 存在 ,按照 导数 定义 观察 下 列 极限 ,指出 A 
ond zs 


a Firo Ar) —J (ma) 
(1) lim Ax 


=A; 
L ' (034 TM 
(2) lim CE 一生: 其 中 fO) —0, Bom ca) 
* 105» 


fr S 


iz ln -~ 


a Gu H 
2 for AP 


"m ñ 

L, Æ F 5] 8 52 BU ue. 

Dy es (2) y= voa (336v rua 

ñ I z 1 A E TT 

(42 y 一 一 - ; (5) w=`— (8) y= r° X] 
Jr Es 
i Ain 

2S T s 3: 

(mM y FC 
NOU 


SEET EE EE E inc R R Eder 2 HAT ETH 
T. UG NOMBRE. H P COO ETE SuEBR. £C Q0 — 0. 
à. RH v— sin < 在 具有 下 列 横 坐 标的 各 点 处 切线 的 斜率 ， 


H 


— IM 


=” 1 


9. 求 曲线 y 一 cos x+ 上 点 | Toy RES 83 B Rk at T Es. 

10. 求 曲 线 y=e’ 在 点 人 0,1)? 处 的 切线 方程 - 

Ll. AMA y— r 上 取 模 坐标 为 n=] 及 xs 二 3 的 两 点 , 作 过 这 两 点 
的 市 线 . PEKAN E F E. -点 的 切线 平行 于 这 条 所 线 ? 

T&、 讨 论 下 列 函 数 在 + 二 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 : 


(323 y |sin xl; 


. 1 
asin 一 。 r3 
(2) T = i 
D, rc. 
13. RAH 
pË xl. 
em 一 » , > 
ar- bb, X. 


为 了 使 函数 FG YE x1 MÉS HA ia 5 MRI Z (ET 


a, r=0, 
14. p. on fo RS ER OLAFUR 
存在 ? n Ü 
sin x. rU. 
la. Ga ra=] OP. 
Xa 270, 
16. 设 物体 绕 定 轴 旋 转 , 在 时 间 间 隔 [0,t] 内 转 这 角度 8, 从 而 转角 8 是 1! 
的 隧 数 -8~ äre, 如果 旋 转 是 匀速 的 , 那 末 称 一 二 为 该 物体 旋转 的 角速度 . 


WÉI 


06 * 


Am Ae REGE Ae F 22 TE 85 pi EEA TE AA t$ E IRE TAL e, 的 角速度 ? 

Lr. XP UE DE 6 1: Hs Ee] r EE f IB B UNE 35 K SA AS rr FI. AAA 
HE Y 与 时 间 C BU PR #& 3 # J Cn TO LEE FERE AED ETE A EE 
XT l 

18. 证 明 ;: 弘 曲线 rysa 于 任 - -点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 构 成 的 三 角形 
的 而 积 都 等 于 la”. - 


第 二 节 Gänn. $.. WD) k Wl 


前 面 我 们 根据 导数 的 定义 , 求 出 了 一 些 简单 函数 的 针 数 .但 
是 ,对 于 比较 复杂 的 函数 .直接 根据 定义 来 求 它 们 的 导数 往往 很 困 
E. 在 本 节 和 有 和 下 节 中 ,将 介绍 求 导 数 的 几 个 基本 法 则 和 基本 初等 函 
数 的 导数 公式 . 借助 于 这 些 法 则 和 公式 ,就 能 比较 方便 地 求 出 常见 
的 函数 -一 初等 函数 的 导数 . 

AR A A EE GA ESL a 
u(r)E v—vCOO YEA — RES ll = u 0 ER COEN 
E S del EG EECH T. DR EORR 


1. É Oe lO Ni gd ed 
en 


" [u(z+-h)+J(z+ h) ] lea) oC) ] 
=lim L 


hen 
=lim LEA EGER) ven) ] 
== (z) + (z). 


这 表示 KA S AA z bU nj ë , E 
Fu (z)-+' Cr). 
以 上 结果 简单 地 写成 
Gv) == +, 
类 似 地 可 得 
(Qu —v) =u -—v. 
由 此 得 函数 和 . 差 的 求 导 法 则 ,两 个 可 导 函 数 之 和 ( 闫 ?的 导数 
. I07* 


等 于 这 两 个 函数 的 导数 之 和 ( 差 )， 
这 个 法 则 可 推广 到 任意 有 限 项 的 情形 ,例如 
Cu vw)! sti tal, 
2. É: al) * (xz), WJ gi FREA 
f Gili Er 


= lim ui rd-h)vGrd-A)—uCcv) 
LES A 


=lim oO steiert? 


-FuCxr)eCG-F-h)—uCrwG)] 
=lim| “+ + vG--A) 
h 


h— 0 
Heir)” setie] 


setz) 
h 


—lim LE), Vents LA 
Ro hn 


Hula) » lim PERAZA 
—u!Govir)-TuG)v (z), 
其 中 limv (rth) —vGO Ak LT v CXxMT fE BE zu (z) TE r E. 
一 0 


因此 ,函数 xz) 在 点 工 处 也 可 导 , 且 
FG) —w (OA ade GO. 
EA L. fi RR fi SA Hi, 3 ER 
Gu! =u u+ u. 

[EET $ #R ËO) s pl HOMMES TI. Ea 3 ñ P EC Rai 
—^4 FF Ea ECERUSERER OR EX — T BCFS5SS—T 
FJ TR SEE ERR. 

sw, MAR CCC 为 常数 ) OO —0. MA 

(Cu)' =C. 
xk EAR UÉ GR — F 8 B E — + BJ ER SENE t SS TR P Fp E 
可 以 提 到 求 导 记号 外 面 去 . 
* J08- 


Ep 


BJ ¿R Sh ge HU] tE. MET ERA AZ PU BTE 0 n 
Geo) — [ Carod]! = lav te Gu 
= (a vta Jwt wu 
Cure — u'u t ut te Men, 
例 1 »—2x23—25x' 403x—7oR y. 
解 y = (2r 5r tH 3r y) 
= (2r?) — (a + Gry TY 
—2G)' 5 c 3G)' 
—2*32z5—5* 2z--3— fr — 10x 4- 3. 


例 2 fai +dcos r—sin PUR FDR F EIE 
BR Chr ¿sin r, 
sl As, 
Ziler 
例 3 y—e'Csin x 十 cos r) E y. 
解 =(e)' (sin Leo 20) -+e* (sin 工 十 cos ay 
=e (sin xr-Fcos z) te (eos r—sin +) 
= Ze*cos =. 
à. ESA, OA 则 由 导数 定义 有 
ro EGO f 
f (2) —lim p 
(rh) aula) 
—lim HEAR) viz) 
Ern D 
i u Cr hola) uv ta TA) 
š viz d-h)vGOA 
u m EID u GO ee) ur) [vC F8) rt 
=lim vix-d-h)eCir)h 
ulz thu) oCr) ulz) 。 CER eG 
=lim olr hola) 
AU Cx) 


ETESBL 
* 109- 


AAP AR (xz) 在 点 x 处 也 可 导 , 且 
; Su (wa) ela do Cr) 
ECOL GO TF 
以 上 结果 简单 地 写成 


bw M U— uv 
QLET HU 


| v , "E 
EH J. (S ER EEN el SER 3k 2 ep ES ST + 
子 的 导数 与 分 母 的 乘积 减 去 分 母 的 导数 与 分 子 的 乘积 BB EE LL 0 


BEA. 

例 4 s—tan z K y. 

D e | Sin x I 
ER y =Ctan z) COS T | 
(sin w) cos r—sin r(cos ry) 
_ cos > 
cos*.r--sin*.r 1 z 
= zl 一 一 -一 一 Sec >, 
cos?r cosiz 

EN (tan r)' —sec'x, 
这 就 是 正切 函数 的 导数 公式 . 

例 5 y=sec xk y. 

1! 1 
/ 一 1 一 , 
解 y = (sec z) | cos d C Aur 
— (D'cos x— 1 + (cos x)' r Y SÉ 
cos? y M. o e 
o ana . fie 
E t ` Ks 
Bf (sec r)'=sec z tan zx. 


这 就 是 正 割 函数 的 导数 公式 ， 
用 类 似 方 法 ,还 可 求 得 余 切 函数 及 余 割 函数 的 导数 公式 ， 
(cot rY = —csce°>, 
Cese r)'— —csc rcot z. 


zJ E 2-2 


1. 推导 祭 切 函数 用 余 制 函数 的 导数 公式 : 
* 110 * 


(co: x) — —csc^r; (csc a3 — —csç avol a. 


2. 求 下 列 函 数 的 导数 ，; 


T 2 
CD v2 — 3^ 5; mt 18 
=° x E 
(3) y= 5 E fl (4) y= Ztan r+secr— li; 
(5) y=ln z— 2lg z+ 3logsr: (6) ysin x * Cos .rs 
(72 y= 4 n x; (8) y=3e cos r; 
(9) y= (2-313204 — EE (10) y "Ez, 
aD y=", a2) ud 3: 
== PLI 
O3 yi (14) y = 
(15) x=: (16) y—z?In xcos x: 
2o5x*— 3x4 上 十 Sin £ 
an y, aei 
| 2csc x ` 2ln z-F xi 
ae SES (20) Y 3h zu 
3. $ FIGATA GE RID SEN. 


(1) y—sin x—cos r, y :和 y 


=> 


I 二 三 i 


(2) 0 一 Yin $+ ies "T . 
€i 


(3) Fr 三 oR POOR PO). 


[NEUE E v EREROMR kann * 与 时 间 上 的 关系 是 * 一 zot 一 
det. 


SPRUI D Top tech, 

(2) 该 物体 这 到 最 高 点 的 时 刻 ， 

5. RMB y 一 ar’* 十 6x 十 c 上 具有 水 平 切线 的 点 . 

6. 求 曲线 y=2sin x 十 z+ LBE < 一 0 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方 
E. | 

7. 写 出 曲线 y—z— — z TEE 8 ht 01 98 E. 


NÉE 


第 三 节 RARE 复合 函数 的 求 导 法 则 


一 、 反 函数 的 导数 


H z== p( x) Es É Ez pR y f (=) Rk EMBAR AAN 
十 节 定 理 4 知 道 , 如 果 SANAR, P3 AL H E 5k BA t BS 
Ee, DENIA A J. = (z r= gy), y € F.) 8 tB, 838 
且 连 续 的 . 现在 假定 z= PERAL, LACER ALLE SR. MAR 
FA EERE TEE REH EAA ?一 . 乒 z) 的 可 导 性 以 及 导 
MER AREA 

B >€ L, Sc UHE Ar(Ar>=0,zx+ Ar € D H 
3 一 了 (zy 的 单调 性 可 知 

Ay=f(2—A0)—f(a)%0, 


于 是 有 
Ay LI 
Ar Ae" 
Ay 


因 y 一 Fr(z) 连 续 , 故 当 Ar-~0 时 , 必 有 Ay-~0. 现 再 假定 
PY ER y MORBUS S B. g 070, BU fim GO 


ET | FG 1 o) 
PC SR RAR y 一 Fr) 在 点 工 可 导 上 且 人 )? 式 成 立 . H T x je bX far 
L HERRERA ALBA A E ET NARCEA 
L ARA. TEE ¿SAO MATRME T y OEM 
1 内 也 可 导 , 且 有 公式 (1) 成 立 . 

上 述 结 论 简单 地 说 成 : 反 函 数 的 导数 等 于 直接 西数 导数 的 倒 
数 . 

* 1iZ* 


下 面 用 上 述 结论 来 求 反 三 角 聊 数 及 对 数 函 数 的 导数 . 
例 1 设 z 一 sin y 为 直接 函数 , 则 y=arcsin x J T MEA 
函数 x 一 sin y EFK =| 一 至 .于 | 内 单调 、 可 导 , 且 
(sin ail —cos vz, 
因此 ,由 公式 (01), 在 对 应 区 间 无 一 5 一 1,1) 上 内 有 


(sin >” cos y 


{B cos y= 41—smiy= v1 x RR ST ys cos x20. 
BH PL S gg H HRIF DO A Wu 8 2 E 52 pP $ AMA 


Care sin rY 


(arcsin r)'— 1 . (2) 
y l1—2a2* 
用 类 做 的 方法 可 得 反 余 纺 函 数 的 导数 公式 ， 
(arccos x) 一 一 — (3) 


@ 2 Ü r=tan y Æ É EE BR XL UU] y— arctan x J ËJ FZ PR 
数 . Conan y 在 开 区 间 | AA, E 
Can yY =sec*y==0. 


Gan y)? seciy 


但 sec^ y — 1-- tan? y — 1 +a, JA T 8 I IE UI p CRAS AAA: 


Carctan ay 


Carctan => aD 
Fi 3S pr 85 7r EE AAA 
Carccot r) = — 1 (5) 


1 +=: 
MERMA f 2 HP EEN 


x . x 
arccos +— —aresin = 和 arccot x-y —arctan 工 : 那 来 从 本 


* dije 


4 A X OOH OD ,也 立刻 可 得 公式 (3) 和 {5)， 
例 3 设 z 二 w(ta>0;4a 隆 1) 为 直接 西数 , 则 y — logie 是 它 的 
ER. MAR oi ERKE 无 一 (一 cp， 十 co) 内 单调 ,可 导 , 且 
(aY sain ost, 
因此 ,由 公式 (1) ,在 对 应 区 间 = (0, +20) A 
l2 1. 
(ry Pina 
但 中 一 ,从 而 得 到 第 一 节 例 5 中 已 求 得 的 对 数 函 数 的 导数 公式 : 
1 


dogar = 


(log.z)' = 


xln ai 
二 、 ESB FAM 
到 目前 为 赴 , 对 于 
1 E : 2x 
ntan z, es, sm Itr 


那样 的 函数 ,我 们 还 不 知道 它们 是 否 可 导 , 可 导 的 话 恕 何 求 它们 的 
导数 . 这 些 问 题 异 助 于 下 面 的 重要 法 则 可 以 得 到 解决 ,从 而 使 可 以 
求 得 导数 的 函数 的 范围 得 到 很 大 扩充 . 

息 合 函数 求 导 法 则 ROA" S, Tü 
y— fF GOTER u,— POIS 8 CT >— [9C ] E RR =o 可 
导 , 且 其 导数 为 


dy =P Go) e @ (=o). (6) 


dx ru, 
证 DT y= f(u) fE dä u 可 导 , 因 此 


lim A — PG 


iD. 


存在 ,于 是 根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 有 


=f (25)43-a, 
其 中 a 是 Az—=0 时 的 无 穷 小 . 上 式 中 An 关 90, 用 Axn REANA, 14 
DOE 


Ay— f! Go JAn Ta * Az. C?) 
当 az 一 0 时 ,规定 a= 07. X BEP] Ay=f (uo i — f Ga — 0. W 
CO XAR AE LECTOR AE Au 0 tB mor. 用 Ar==0 B$ 7) SE WI 
边 ,得 


> — f (us Avda bei 
于 是 im = lim |^ n SA 


TR 3E PS A RAR IAE AAA, dg 
Au—É0 , MN ü uf DIE A] 


lim e= lim e= 0. 


XI u= CE a sN 

lim TI zo), 
& im $m f (uo) + lim e 
ay o Giel g G). 


这 就 是 公式 (63. 证 毕 . 
RELEE, dR uu eGO XEJE EX A n] Sy — f GO 1E 
3T EE T A+, Dä z€ I pl, W BJ EL JE dp dE y 
并 wz) 在 区 间 了 内 订 导 , 且 下 式 成 立 ， 
dy dy du 
dr de de 
£4 > 一 Intan z RL, 
解 。 y 一 Intan z HE sch uan + 复合 而 成 ,因此 


Q e= PGE As BE Gem e Cs. IE f 5 Auc 0 时 无 定义 , 当 
Aue) HN, past, 5 HE Au 0 E a— 0. VIL EE PR Sk E Au— 0 gb PE EE. 


s II: 


dy dy due 1 l 


dz de "dz — oa sec'r—cotr . set os Z 
Der y 
$ 5 ye Ra 
解 y= 可 看 作 由 y=e*,w 二 x’ 复合 而 成 ， 因此 
. 2. d ui 
fi 6 ysn la] d A er A 
4 
解 y=sin EGER di E Tasa 而 成 . 
ki E- 
Hot m 
ar dy_ ^. | a” 
du St Wës 


du _ 201-735 —(2) 203%) 
dx (127 x5)? (14-22) " 


2(1—27» 2(1—=2) 2x 
43» AA 895 0p 

从 以 上 例子 看 出 ,应 用 复合 函数 求 性 法 则 时 ,首先 要 分 析 所 纵 
函数 可 看 作 由 哪些 函数 复合 而 成 ,或 者 说 ,所 给 函数 能 分 解 成 鼎 些 
函数 . 如 果 所 给 函数 能 分 解 成 比较 简单 的 函数 ,而 这 些 简单 函数 的 
导数 我 们 已 经 会 求 , 那 末 应 用 复合 消 数 求 导 法 则 就 可 以 求 所 给 函 
数 的 导数 了 . 

哪些 函数 的 导数 我 们 已 经 会 求 了 呢 ? 首 先 ,; 常 数 以 及 基本 萎 等 
聊 数 的 导数 我 们 已 经 会 求 了 .其 次 ,应 用 函数 的 和 .、 差 , 积 ,. 离 的 求 
导 法 则 ,常数 与 基本 初等 汕 数 的 和 , 差 , 积 , 商 的 导数 也 会 求 了 .所 
以 ;如 果 一 个 孙 数 能 分 解 成 基本 初等 冰 数 ,或 常数 与 基本 初等 函数 
的 和 、 差 . 积 . 商 ,我 们 便 可 求 它 的 导数 . 

对 复合 函数 的 分 解 比较 熟练 后 ,就 不 必 再 写 出 中 间 变 量 , 而 可 
以 采用 下 列 例题 的 方式 来 计算 . 


d 
例 7 y-—lnsin z, X 


=C0S H * 
de 


* H6* 


解 d 《lnsin x) = 


1 (sin zr) 
n =+ 


cos x ZEE 
一 一 一 一 二 tt X. .. ` 
sm E 一 
d ` 
例 8 y= VIr, RT. - so 


解 dy -[a—2r Diy-ka-no * (1— 227)! 


H A 


一 人 — 4r QUU | NE ' B 
Samy LER. 
NONEM 的 情形 . 我 们 


VA PS 4 vb [3] RE db A B| , y f (u) , = plo) o —= C), BU 


dy dy. dz du de du ` 
dr du dz’ dx do da’ 


KIAT y= Fago DRA 


dy . dv ds dv is 
dr du dv dx 


当然 ,这 里 假定 上 式 右 端 所 出 现 的 导数 在 相应 处 都 存在 . 


du 


dv 


— I dy 
@ 9  y=Ineos (e HE ke 


解 ” 所 给 函数 可 分 解 为 y=lhn ME v v=. RE 


. dv. 

— sin vs qe D 
Gef * (—sin v) * e*— E E ` < etan íe). 
不 写 出 中 向 变量 ;此 例 可 这 样 写 ， 

=[lncos (e Al == — Lees (en Y 

二 二 sin (Ch) (e) y = —e tanle), 

cos (e*) 

例 10 y= R y 


s 117+ 


—E 


sin + L.(2)- lui 


* COS 
T T 


例 11 y=sin nz "sinrzfa 为 常数 ), 求 vy. 
解 首先 应 用 积 的 求 导 法 则 得 
y = (sin nrJ'sin"z--sin nz e (sin"z)'. 
在 计算 {sin nx 5 Gina 时 ,都 要 应 用 复合 图 数 求 导 法 则 ,由 此 
得 
y'= neos nr * sn'r--sin mr * asin" la * cos z 
= msn" !x(cos nx * sin z-d-sin nr * cos x) 
=asin" x * sin (n+ 12x. 
Bil Eb +> 0 B5 YW J uE BH TE BREACH SE CIS X 
(zY pat, 
因为 Are (A pt, Br uu 
(x) = (e ry! ett (in r)' 


一 一 Pe e dA. —1 
==” H zo sat . 
3 B 2 一 3 

1. RATAS A: 
(1) y—CArd- 505; (2) 9 一 cos (4— 3r); 
(3) y—e 7; (4) echt) 4-20; 
(5) y—sin?zi (8) y-arctan( x22, 
(7) y= Ya zŠ (BY y=tantaD; 
(9) y=aretente?); (10) y= (arcsin r), 


OD y=log rz! — + DD > (12) y—1ncos z. 
2. sK FIARA: 


(1) y—arcsin (Í — 271); (2) y— 1 ; 
1—= 
(3) y=e Ecos 325 (4) y=arecos l, 
i—inzx . sin 2x 
(55 x= En x (6) y= zo 
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(7) y—arcsin. Y x 5 CR) y=Inte+ va tr); 


(9) y—ln(sec r+tan z); (10) y=ln fese x—cot +). 

3. 求 下 列 函数 的 导数 ， 

- . y? 

OD y= [ ercsin +) ; (2) y= In tan =: 

(35 3 一 Y i-lniz; (4) yer VEM 

(5) yosin"rcos nas (6) y=arċtan zt L 
_arcsin r, E . 4. 

(7) y= arccos r? (8) y—In[InGn x2j: 

(9) oir vir (10) y= arcsin i-r 

VIF Y loz 1 十 工 


4. BA SOM gon] S. H fXz) + gXx) > Q, RAR 
x= Y FG g GO Ss. 

ESCOTE RAF o HIRE, 

DG (2) y= f(sin*r)-- f(cos' x). 


第 四 节 ”初等 函数 的 求 导 问题 双 曲 函数 与 
反 双 曲 函 数 的 导数 


一 、 初 等 函数 的 求 导 问题 


初等 函数 是 由 常数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 有 
限 次 的 函数 复合 步骤 所 构成 并 可 用 一 个 式 子 表示 的 函数 . 为 了 解 
决 初等 函数 的 求 导 问 题 ,前 面 已 经 求 出 了 常数 和 全 部 基本 初等 函 
数 的 导数 ,还 推出 了 函数 的 和 、 差 . 积 . 商 的 求 导 法 则 以 及 复合 函数 
的 求 导 法 则 . 利用 这 些 导 数 公式 以 及 求 导 法 则 ,可 以 比较 方便 地 求 
初等 函数 的 导数 . 由 前 面 所 举 的 大 量 例子 可 见 , 基 本 初等 函数 的 求 
导 公 式 和 上 述 求 导 法 则 ,在 初等 函数 的 求 导 运算 中 起 着 重要 的 作 
用 ;我们 必须 热 练 地 掌握 它 . 为 了 便于 查阅 ,我 们 把 这 些 导数 公式 
和 求 导 法 则 归纳 如 下 : 
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L. 常数 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 


(1) (CY' =o, (2) G2 — ga". 
(3) (sin zr) —cos cr. (4) (cos rY —  —sin xr. 
(5) (tan x) =sectr y (6) (cot rY = —csc*x. 
C7) (sec x 一 Sec rtan z, (8) {csc zl — —csc ECOLE, 
(9) (a Yan a, (10) (e) 一 az 
QD logo ==., OD db zy =L, 
xlna x 
(13) (arcsin n=, 
1 一 天 
(14) (arccos x) 一 一 I 
li ' 
1 
tl. 
(15) (arctan x) Resch 
+: _ 1 
(16) (arccot x2'-— Ip 


2. 函数 的 和 . 差 . 积 . 商 的 求 导 法 则 

H u—uGo.v—vwG BRI ES, Wl 

0D Gic e) == He, (2) CCa)' 一 Cu'(C de TE RO, 
(3) (ee uv uv, (4) | pr SCHER if. 


Y 
3. MERMA SM 
Ë y=), WL s= gC) 且 fu) oc, W 3 Ga 
y—flg 的 导数 为 


dy dy „dx Xy Cr)= f' (u) + Z (z). 


=. NU s 0X Bi iS REA SS AE 


HE EP C AAA FA EM ARA R A 
面 的 求 导 公式 及 求 导 法 划 求 出 . 


eat 


由 双 曲 正弦 的 定义 sh z 一 一 5 一 ， 有 
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¡ete "| erer? 
(sh ry = | 


2 | 一 一 5 一 ch z, 
因此 得 双 曲 正 艾 的 导数 公式 
Gh zy —ch a. 
类 似 地 ,由 ch c E ,可 得 
(ch .z 一 sh zr. 


由 中 x 一 中 之 ,可 得 


_ chixr— sh’x 


Gh =) Co cx ° 
. T 1 
ER 《th y = 2 


H arsh <=Intx+ /1+<=:),[ 4 
(arsh VA 

Hi arch 2=Iníx+ Yr: 一 1), 可 得 
(arch +)'= = {2) 


Xl] 


1 


由 arth z—-ln l+z 


1—r* 


可 得 

1 
EECH (3) 
这 几 个 公式 作为 可 题 ,请 读者 自己 推导 . 

3 HB 2 一 4 

l. 推导 本 节 中 的 公式 人 1) (DD, (3). 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(13) yebísh r); (2) y=sh ze ez, 
(3) yz th(ln x2; (4) y-—shr-J-ch!x; 


(5) y—th(1—x^5, (6) y—arsh(z*d- 15, 
(7) y—archte*?); (8) y-arctan(th z); 


(arth £z) = 
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(8) y=Inch o 


Zehir’ 
š. CF Fh SER p ns 
(1) ye 'ix* r+ än (2) y= sn resin G2; 
=l; rj Io x 
(3) x= [sean Z) ` GD y= i 
et _ d 
(5) x= S (6) y—Incos —; 
met, (8) y= um Vr; 


(8) y— zarcsin 3 + yda (10) y—arcsin gt 


lc 
第 五 节 高 阶 导 数 


我 们 知道 ,变速 直线 运动 的 速度 v GO TE TE E SO Rf Bf [B] 1 
的 导数 , 即 


E 或 u= s, 


而 加 速度 a 又 是 速度 o 对 时 间 * 上 的 变化 率 , 即 速度 立 对 时 间 上 的 导 
数 : 
a | A 或 a= (sy, 


这 种 导数 的 导数 和 | LE so milis xe PS SE do e 
$s 或 t. 


所 以 ,直线 运动 的 加 速度 就 是 位 置 函 数 ;对 时 间 : 的 一 阶 导数 . 
一 般 地 ,函数 y= 二 f(z) 的 导数 y — f' GO USATE x B) i Xr. ax 
们 把 Y =P CORR y (x) 的 二 阶 导数 , 记 作 y^ 
diy 
im 
相应 地 ,把 y= 二 f(z) 的 导数 (x) 叫做 函数 AE 
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数 . 

类 似 地 ,二 阶 导数 的 导数 ,叫做 三 阶 导数 ,三 阶 导数 的 导数 叫 
ROR Sn ++ + — MERE (x 一 1) 阶 导数 的 导数 叫做 阶 导数 ,分 别 
记 作 


X y + AN 
或 da da? "dei 


ERA y — FGORUR MERO AREA Brup s. 
[EA TV OA ERA SO SEK FOR z HR 
4E3& pq xe E g — WHITE: » 阶 的 导数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统 

高 阶 导 数 . 

由 此 可 见 , 求 高 阶 导数 就 是 多 次 接连 地 求 导数 . 所以, 仍 可 应 
用 前 面 学 过 的 求 导 方 法 来 计算 高 阶 导数 . 

例 1 v—ardbek y" 

解 y =a, y"=0. 


例 2 s=sin at, ZK. 
解 s' 一 ac05 wt, 5"— — sin wt. 
例 3 证明; 函数 v— v2zx 一 x 满足 关系 式 
yy" 41-0. 
证 将 "一 v 2z 一 天 求 导 ,得 
1 Zär Jr 
> ETE 
7 2 一 2 工 
ll = q D$ == 
X EES 
— Pata (17? 
Gai) lane 
— 1 =d 
coran Ai 
于 是 y'y--1-0. 
于 面 介绍 几 仿 初等 函数 的 二 阶 导 数 ， 
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例 4 求 指数 函数 ye" É n Er 
E ye, y=e, y=e, y =e. 
一 般 地 ,可 得 
y =e, 
E (e^)? =e. 
例 5 求 正弦 与 余弦 函数 的 n 阶 导数 . 
解 y-—sm x, 


Pol —ai ] . La 

y = cos T=SIN z+] 

HI x _ AL D 

> 一 cos [5-5] sin [z+ $ | 
=sin +2» 3) , 

y =0os | z-+2 ° 7 =sin (2+3 +) 


y” —cos [+3 . > 


—sin Let . 3) ， 


__ 般 地 ,可 得 2 
y? —sin | =+ * e ， 
即 Gin sin [ata 7] 
HJ EH 1E , PT 45 
| (cos z)'?= cos | etn" $]- 
9i 6 求 对 数 函 数 In CL T2089 n 阶 导数 . 
解 y=IÍn(+) Yu 
te 1 w 1'2 eo 1:2*3 
y= aro 2 Oe? 


一 - 般 地 ,可 得 


~ 


(a) eta — 131 i 
y" = Try ES 
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. in) a (a 1)! 
ap HERE D PEL 


通常 规定 01 ~ 上 1, 所 以 这 个 公式 当 n— 1 A 

M7 ARRE = EY PRAA 

解 Ey == e ER RO A 
y-—sur" o. 
Y =p 1)x 
DS E 
yO =p a DG 2 Da, 


Liz 


一 般 地 ,可 得 
yP =p D Gie-2) Gen Dax "7, 
Bp (x) S plp lu 2 eat la?” 


当 gpg 二 nx 时 ,得 到 
Ca^) =nla— (nm) 2+ 1—nl; 
DEAR OA SUBA AURA RBA 
ER uD Hul A a) AAA MARA 
(u ym = t y 
但 乘积 x(z)* v(x) 的 n 阶 导数 并 不 而 此 简单 . 由 


(uv) =p vt uo 


首先 得 出 
Guv Y —u" vt 2u' v uv", 
Gio?" —u" vt 3u 十 Bu v" A uv". 


用 数学 归纳 法 可 以 证 明 


Gro) 9 ui" o d min + Us Py" 
a AOI DARA eese popu, 


Di 
EREK EA JE A (Leibniz? 2: R- 这 公式 可 以 这 样 记忆 ;把 
(x 十 wv)" 按 二 项 式 定 理 展开 写成 
» 125+ 


n(m—1) 
cow. X 


(ud- v)" =w TÉ 21 


a— 2? + ... Lafe ,> 
Li 


Bp (uv = 240v, 
=0 


BUS TB k XCEBUR š BY 9 5 CE Pr SE 8 Sa A A PAE 
端的 cto Aa ARABIA JE RAR d 


(uv)? = Sichem, 
CET? 
BS 7 一 zee k y”, 
S use ver^. W 
ail 一 2*e?7 {R=1,2," ,20), 
v —2x, v'—2, allze (ës 2, ses, 20), 


10) 


LA EE EW 
y = Leier yem 
20 e O » 2e 。 Gen 29 Ber - 2 
=2P (x! -- 20x 2-95). 
3 B 2-5 
1. = F #| 8 9k 5 Sg, 
(1) az Ari +h ri (2) yy 一 er 1, 
(3) y—acos r; (4) y—e sin f; 
(5) y= vat, (6) y—In(1— r); 
1 

(7) y= tan x3 (8) yup 
(9) y— (1-- xDarctan zt (10) x=: 
QD y= er (12) y=Intr+ V 14-22). 


£ i= 5 EE -AE ORA. Pl Do Che Iv 表示 在 Cher pee 
KÉEN ET GE 1 HORA. 
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2 Wk f(z=)=(xr+10)5, f"(92)=? 
3. ESCORIA RTIA y NR 


(01) y=f lr) (2) y—In[f(2)]. 

e RAE - La. 

a duo Y (2) die -3Q0—Y»* 
dy O9 dy Cy) 


5. 已 知 物 剧 的 运动 规律 为 <“ 一 4sin axCA、w 是 常数 ), 求 物体 运动 的 如 这 
度 , 并 验证 : 
S Fels o. 
6 验证 函数 y= 二 Ce 十 Cre FLA CC: REO BOB IB XR XL. 
y'— My— 9. 
7. 验证 函数 yesin r Y R X: # GE 
y'—2y + 2y=0, 
8. ATARAR A RA d 
(12 y= "kaz" l+a hachas (aras s a PRO: 
(25 y—sin*r: 
(3) yan. 
(4) y= re. 
9. sR F SU a 8 E 89 E 9 St. 
(1) y—e^cos x, OR y" i 
(2) y==sh x y", 
(3) 3 一 zasin 2z, E y. 


第 六 节 ”和 隐 沙 数 的 导数 ”由 参数 方程 所 确定 的 
函数 的 导数 ”相关 变化 率 


mS LL 


AR y— f(z)3 PS HE BE y 与 之 间 的 对 应 关系 ,这 种 对 

应 关系 可 以 用 各 种 不 同方 式 表 近 . 前 面 我 们 过 到 的 省 数 , 俩 如 y= 

sin z,y—ln Zz 十 v1 一 Xx 等 ,这 种 函数 表达 方式 的 特点 是 ;等 号 左 
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端 是 内 变 呈 的 符号 ,而 右 端 是 含有 自 变量 的 式 于 , 当 自 变量 取 定 义 
3 P EE — BERT , Pi XT BE XE XI DEB ESL. 岂 这 种 方式 表达 的 
函数 叫 和 项 显 函数 . 有 些 函 数 的 表达 方式 却 不 是 这 样 , 例 如 ,方程 
a+y—1=0 

3 R — ER E y 有 
确定 的 值 与 之 对 应 . BU. 20H y=1: 3 x— —1 BF.y = 
W 2 , ER ARA A EB pa St. 

一 般 地 ,如 果 在 方程 F(r,y)=0 rh, z É SC P la] pq BJ f — 
值 时 ,相应 地 总 有 满足 这 方程 的 唯一 的 y 值 存在 , 那 未 就 说 方程 
Fla: 9=0 EIST re, 

Tt — AAA A UR AAA. P| m JA Jy BR = 
十 六 一 1 一 0 解 出 y Z 1— TEE eR T E 隐 函 数 的 
显 化 有 时 是 有 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 揭 . 但 在 实际 问题 中 ,有 时 需 
要 计算 陷 范 数 的 导数 ,因此 ,我 们 希望 有 一 种 方法 ,不 管 隐 函 数 能 
否 显 化 ,都 能 直接 由 方程 算出 它 所 确定 的 酶 函数 的 导数 来 .下面 通 
过 具体 例子 来 说 明 这 种 方法 . 


例 1 求 由 方程 er 十 zy 一 一 0 BERE IIR > 的 导数 人 


解 ” 我 们 把 方程 两 边 分 别 对 + 求 导数 了 ,注意 y E z HUE. 
方程 左边 对 工 求 导 得 


d d 
PS ee is tyta Y ER , 


MARANA z SES 
(0)! ==0. 
API a 的 导数 相等 所 以 
dy ` 
eq =0, 


D BRIDE Fe p= P TW y= 二 ylz) ,把 y 二 ytz) 代 大 方程 便 得 恒 等 
s Flr, yl) ]=0. 因此 ,这 里 说 的 方程 两 过 对 二 求 早 , 基 指 恒等式 两 边 对 工 求 导 . 
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- dy A ; 
从 而 dc ^ Tbe (rte. 
在 这 个 结果 中 ;分 式 中 的 y EADE e ay e=0 PA ze A 
数 . 


例 2 RAFE Hy < 32 —0 所 确定 的 隐 函 数 y 在 
xz 一 0 处 的 导数 空 | 


E E E O TAEA RAF. 
所 以 


dy da 
4 CY üy E s= 
sy +23 1210 '=0. 


由 此 得 
dy _ 1+21x° 
dr 5 好 十 2 
因为 当 = 一 0 时 ,从 原 方程 得 
x= 0, Br DL 


16 9 
点 | 2,3 43 处 的 切线 方程 (图 2 一 6). 
解 ” 由 导数 的 几何 意义 知道 ,所 求 切线 的 斜率 为 


TEE 


` r=2 


J 6 DX Jr Ë AA = sk S GR 


M z=2 My > VI RALE 


. 129. 


de 1=2 4 
Td P 3 KHR HEA 
-i iaa, 
Bp V3 x44y—8 dÄ 一 0. 
864 OR y ho sin ?一 0 所 确定 的 用 函数 y 的 二 阶 
d'y 
SHE US 
M 应 用 降 函 数 的 求 导 方 法 ,得 
d d 
1 一 全 十 去 cos y* z =, 
TR dy. 2 


dr 2 一 cos y 
上 式 两 边 再 对 xz 求 导 ,得 


dy 2sin 23 — Asin y 
dz: (2—cos y): (2—cos y)” 
上 式 右 端 分 式 中 的 > 是 由 方程 < 一 y 十 去 sin y=0 B # s Iñ BË GR 
Y. 
在 其 些 场合 ,利用 所 谓 对 数 求 导 法 求 导 数 比 用 通常 的 方法 简 
便 些 . 这 种 方法 是 先 在 vy 二/(x) 的 两 边 取 对 数 , 然 后 再 求 出 yy 的 导 
SS 我 们 通过 下 面 的 例子 来 说 明 这 种 方法 . 
As 求 y 一 toosfzrmo) 的 导数 . 
解 X pG 3k PL AJ RAMA EE 
数 , A T SR X A $X BJ Sp T A A E A A AA 
In y 一 sin ze In z; 


LANA AF Ey E z BUGÉ E48 


l y =cos r*inrdsinzr* i, 
y E 
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Sin = 


EE sin = 


sin x 
cos r «ln 工 十 一 -一 | . 
Aa 


于 是 y = y| cos z + In z+ 
ES OE sS 


yw" (ul0), WK 
HF e.o E z AA Rm E uo FU MORAS LEE 
EE TIO Ba 38 (105 E F ， 


先 在 两 边 取 对 数 ,得 
In y=w * in z, 
ERW rR ,注意 到 yuv 都 是 z+ 的 函数 ,得 
1 i 


— y! = nuto. -u ; 


y 
于 是 y= v' «la “十 到 sev ' In u+™ 
E AO E 
ymet* 
这 样 , 便 可 直接 求 得 


xin» 


y 
y =e v' eln uv E] 


1 
sl f nap). 


_ /— 1) (z z) 
85 求 y= o3 a 8 S 8. 
E 先 在 两 边 取 对 数 ! 人 假定 40.18 
In ?一 去 [lntz 一 1) 十 四 (z 一 2 一 mtz 一 3 一 Ia(r 一 全 ]， 


上 式 了 两 边 对 工 求 导 , 注 意 到 ?是 z 的 函数 ,得 


A 


: yi 1 1 l 1 | 
于 是 yl + z—3 a—a)' 


a—2 


_ [Qi x) 
H acl IT (8— 4 2! 
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Ita Di—2 geg 25 
a Pu ñ n E A 
EK 时 ,yy (3 X SL 


用 同样 方法 可 得 与 上 面相 同 的 结果 . 
二 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


研究 物体 运动 的 轨迹 时 , 常 明 到 套数 方程 .例如 ,研究 祁 射 件 
的 运动 问题 时 ,如 果 空 气 阻力 忽略 不 计 , 贴 抛射 体 的 运动 轨迹 可 表 


mM 
A= i. 
(2) 
un 一 Zen ， 


其 中 mm :aa AE MAA AR DE e 是 重力 加 速度 ， 
t 是 飞行 时 间 ,z 和 ?分别 是 飞行 中 扫射 体 在 铝 直 平面 上 的 位 置 的 
Bi b Es RT ER CH] 2— 75. 


图 2 一 7 
在 (2) 式 中 ,x、y 都 是 上 的 画 数 ,如 果 把 对 应 于 同一 个 上 值 的 y 
与 工 的 值 看 作 是 对 应 前 ,这 样 就 得 到 v 与 zr 之 间 的 是 数 关系 . 消 
去 (2) 中 的 参数 z, 有 


这 是 因 变 量 y 与 自 变 量 x 直接 联系 着 的 式 子 ,也 是 参数 方程 (2) 
所 靖 定 的 函数 的 显 式 表示 ， 
一 般 地 , 若 参数 方程 
=p), 
y= 


(3) 


* 132 ° 


确定 y 59 AR y TEE ET 35 255 IU ER Sg d £ 
数 方 程 (3) 所 确定 的 函数 . 

在 实际 问题 中 ,需要 计算 由 参数 方程 63) 所 确定 的 西数 的 导 
数 . 但 从 (3) 中 消去 参数 + 有 了 时 会 有 困难 . 因此 ,我 们 希望 育 一 种 方 
法 能 直接 由 参数 方程 (3) 算 出 它 所 确定 的 西数 的 导数 来 . 下 面 就 来 
讨论 由 参数 方程 (3) 所 确定 的 函数 的 求 导 方法 . 

在 {3) 式 中 , DE PB 9⁄2 r— GO ACH š EJ GE 2 Fe ER PC 
t— 9G , E. jt E] EE y HORA REA RS 
数 方程 (3? 所 确定 的 函数 可 以 看 成 是 由 函数 y — D ri GRE 
而 成 的 函数 y — [9G ]. 现在 ,要 计算 这 个 复合 函数 的 导数 . 为 此 
HEBER =p) y=) BATE MB G0 于 是 根据 复 
合 函 数 的 求 导 法 则 与 反 函 数 和 的 导数 公式 ,就 有 


dy dy. d dy. 1 ici 
dr dr dx di dx 有 人 
dt 


Bp LS (4) 
上 式 也 可 写成 
dy 
dy de 
dr dr’ 


DAMA 18 3k r ERC EE E 
如 果 POD , y — G0 x8 d — Br BT Se BS BRA OA X ul 41 
到 函数 的 二 阶 导 数 公式 ; 


v BAÑERA NA A 
==), 
dy wi» 
Feiert 
但 为 了 方便 起 见 ,通常 把 ei ERR CO UE QU 
` 。 133° 


Pr (e dig. de 
dic dr| dz d, ga); de 
MAGIA Ii ACA! 


Pia) g G)? 
即 dr O (z) —@ GOg' (D 
dz 9) ` 


KSE TEE 3 r E 
Wasa t, 
y Bsin t. 


RARAS :一 让 相应 的 点 处 的 切线 方程 (图 2—8). 


HB 2-8 

E LAR RARAS Mo 的 坐标 是 : 

_ x ax? 

Z= acos —= s 

p AA 

Yo fein == 2^ 

Brig dE M 的 切线 斜率 为 : 

dy {bsin £)' bcos 1 b 
delt (acos ¿Y L-* —asinz|-z= a’ 


RARE. RSR A, AE RI E E 
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(5) 


尼 简 后 得 bz-Fay— Y 2 ab= 0. 
MS CIMAS TE Sk b EE 


r-—Uut, 
AM 
求 抛射 体 在 时 刻 上 的 运动 速度 的 大 小 和 方向 
BM AREA 


出 于 速度 的 水 乎 分量 为 
dx _ 
dt Ur 
HERE A 
Poets 
所 以 抛射 以 运动 速度 的 大 小 为 
v= Ka +) =V vi 4- (vgt). 


再 求 速度 的 方向 ,也 就 是 轨道 的 切线 方向 . 
设 a 是 切线 的 丑角 , 则 根据 导数 的 几何 意义 ,得 


dy 
| dy dt v—gt 
tan a—37 da a 
dt 
所 以 ;在 抛射 体 闭 射 出 ( 即 1 一 0) 时， 
-| -%2 
tan al aT dy "E 
E 
Mt z, 
dy 
tan a| | 4-0. 


m 
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这 时 ,运动 方向 是 水 平 的 , 即 扼 物 体 达 到 最 高 点 (图 2—7). 
Ga 计算 由 担 钱 (图 >-9) 的 参数 方程 
[x aG sin £), 


ly=a(1—cos É) 


所 确定 的 函数 vo v GO RI Ere xt 


图 2—9 
dy 
dy dt asint _ sint ` 
s dz dz a(1—cost?) [cost ^^ 2 
dż 
GUA Enn «n 为 整数 ). 
d'» dj tj dl 
a= i ar dz 
di 
= 一 一 1 ` 1 = 1 
m Zeien Ë a(1 —cos t) a(1—cos t)? 


UA nx ,n HEM. 
` 三、 曲线 的 切线 与 切 点 和 极点 的 连 线条 的 夹 南 


设 已 给 曲线 的 极 坐 标 方 程 为 
r=r(0). (6) 
AREA RARA S£ zx 一 rcos 8, y — rsin 9, 得 曲线 
(6008 BH EE 


rzr(füj)cos f, 


y—r(85sin 8, 
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其 中 参数 为 极 角 8. 
应 用 公式 (4) ,得 该 曲线 的 切线 的 斜率 为 


dy 
, dë _ ricsin é+r(0)cos 8 r (tan 64-r(0) 
y dx r (Dcos 8 —ríiBsin 日 rm 人 0 一 rtan & 
d8 
设 曲 线 在 点 M Gr ORTA MT 与 切 点 和 极点 的 连 线 OM A 
AR AA Coss gem a ARA O A Bes HEEL; jg S MT 的 
Se Wd OUR 2—10) MA 


_ y —tan 8 
tan ¿=tan(e D= F ytan ra 


把 《7? 式 中 区 的 表达 式 伐 人 上 式 并 化 简 , 即 得 
ri) 
r0» 

H FDA JE SUB B , ES IC 5 H8 £x Hj BE AB bs b P S XE IHE , H 7B 
YAMADA GA bo WL YG S JE Eo $z y (Ras. 


CD 


tan $= (8) 


Æ 2—19 
例 10 ROCER 


r—ga(l—cos 8) 


的 站 和 上 图 2 一 11)》， 


解 r' (8) —asin 9, 
由 公式 (8) 得 
..,48 
r  a(1—cos 0) 2sin* 2 
mng.—  ainé ^. danz: 
2sin > cos > 
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于 是 GC 
EE 
四 、 相 关 变 化 率 
W r= r(t)& 4 一 3 都 是 可 导 苑 数 , 而 变量 z 与 和 存在 基 


种 关系 ,从 而 变化 率 时 与 凶 间 也 存在 一 定 关系 . 这 两 个 相互 依赖 


的 变化 率 称 为 相关 变化 率 . 相关 变化 率 向 题 就 是 研究 这 两 个 变化 
率 之 间 的 关系 ,以便 从 其 中 一 个 变化 率 求 出 另 一 个 变化 率 . 

例 11 一 气球 从 离开 观察 员 500m AE Br d Bid ti. RS 
率 为 140m/min( 分 ), 当 气 球 高 度 为 500m 时 ,观察 员 视 线 的 俐 角 
增加 率 是 多 少 ? 

E RARE sŒ) HS BEDS h W. EE oL L2 I] (00 eu 
a , WI 

tan “500” 
其 中 a 及 上 都 是 时 间 : Ue. DNE HORS 
; da 1 dà 
Sec Or dr 500 . dr 


E a — 140m/min. X MX A—500m Hj tan a=1,secta=2. 
代 人 上 式 得 


2 GER * 140, 
所 以 Siet 14(rad( 弧 度 )/min)- 
即 观 察 员 视线 的 仰角 增加 率 是 0. 14rad/min. 

= 题 2 一 6 


1. 求 击 下 列 方程 所 确定 的 路 函数 y KPRI: 
.138 


(12 y Zxyd-8—0: (23 z“ +y? -- 3ary= 0; 
(Die, (4) y=1>xe. 


2 mii a EA 4 AZ a] 处 的 切线 方程 和 法 线 广 


(1) e—y=1; (2) ba^ Fa? ya. 
(3) ystan(z d^ y); (4) y=1+.xe% 
RE EE yk oR F 91] ES EE 
5 
= Pas 
d z _ = 
y|] Dil 
er + 2(3—ad? . 
(3) y= CAM C (4) y— V asin z Y ie”. 
5. F P| S EL EE BF LIO AA 
r=a, [ z—80—5in Kaf 
(1) | (22 | 
yb, | >= feos B. 
z—e'sin £, 
6. 已 知 | , 
y=etcos t. 


eu Zap, 
7， 写 出 下 列 曲线 在 所 给 参数 值 相应 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方 程 
r-—sint, x 
(1) | 在 上 一 一 处 ; 
3 一 cas Zi, 4 
r= sal 
1+e? 
(2) ui 在 :一 2 A 
EE 
IR? 


8. RFP MOTA O -MIRT 


pi 
Fatze? 
d 2 
y=1—š 


m= acos dh 


(2) | . 
y—bsin È; 
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[re 3e "', 


EE 
imf), 


(4) | EU AA 
| y= F OD 7 (i PUR + 


9. 六 下 列 参 数 方程 所 确定 的 函数 的 三 阶 导数 站 ， 
,1 ELI ET 
2) 


C12 i t 
Ly= t"; y=i—arctan £, 


10. #5 ft ` ES AE # 8E >F — BLUR COE 4£ 83 H < 
率 总 是 6m/s.[nb # 2 E DE ub zk TRI TRUBAL OI e EE 

11. 注水 人 人 深 Bm 上 顶 直径 8m 的 正 国难 形容 器 中 ,其 速率 为 4m’ /min. 
SKEA 5m 时 ,其 表面 上 升 的 速率 为 多 少 ? 

12. HA RF Pë 18em ME 12cm B 1E [8] E JE W SP AL B £ 3J lem 
B) IB] E JÉ S rh. JT o EA r PR Rk. CL MI 5 ES Fk S EMI 3 12em 
时 ,其 表面 十 降 的 速率 为 lcrm min. 间 此 时 圆柱 形 简 中 溶液 表面 上 升 的 速率 
^A E? 


第 七 节 ERRA 


—. 微分 的 定义 


先 分 析 一 全 有 具 性 问题 .一块 正 方形 金属 薄片 受 浇 度 变化 的 影 
mi. ROP IE 8 = ABI mm 十 Ar 图 2 一 12)， 癌 此 薄片 的 面积 改变 了 
多 少 ? 

BEREH A x, 面积 为 ASQ A A A= 12. BE 
片 受 温度 变化 的 影响 时 面积 的 改变 量 , 可 以 看 成 是 当 自 变量 > Ë 
xs BABE Ar BH, RR A FH ELE AA, BD 

AA Lack Ax — ai Ax Art (Ax). 

从 上 式 可 以 看 出 ,AA 分 成 两 部 分 ,第 一 部 分 2zoAr 是 Az 的 
线性 函数 , 即 图 中 带 有 斜 线 的 两 个 答 形 面积 之 和 ,机 第 二 部 分 
《Ar32 在 图 中 是 带 有 交叉 筑 线 的 小 正方 形 的 面积 , 当 Az 一 0 时 ,第 
Zi (Az SH Ax erop, BU (Ac ot, 由 此 可 
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图 2-12 
AE EA ES E A4 可 近 
但 地 用 第 一 部 分 来 代替 . 
— EH, m RAR y — f (z WE XE fE , W| RS Og 8 Bt Ay 
DE E 


Ay= Aáxtolár), 
其 中 4 是 不 依赖 于 Ar 的 常数 ,因此 AA 是 Ax ARERR, ELS 
与 Ay IE 

Ay —AAr=o(Ar) 
RH Ax 高 阶 的 无 穷 小 . 所 以 , 当 ARO, B lar 1 48 P B" RANA A 
以 近似 地 用 AA 来 代替 Ay. 

EX RER y 一 了 (x) 在 某 区 向 内 有 定义 ,ro 及 z. + Ar 在 

这 区 间 内 :如果 西数 的 增 量 
. Ay= f(rot Ax — fn) 
TETRA . 

Ay=AAr+olAr), (1) 
其 中 4 是 不 依赖 于 Az 的 常数 ,而 oa Ax MIA. 
那 来 称 西数 y 一 f(z) 在 点 zo 是 可 微 的 ,而 AAz B W 8 8 y 一 
F(z) 在 点 x, 相应 于 自 变量 增 最 Ar 的 微分 . 记 作 dy, 即 

dy —44z. 
= 了。 


F 8]igitu 3£ nj $K 5 PART. WEE y ICO EA xo 可 微 ; 则 
RuSOB OX. (1) 式 两 边 除 以 Ar, 得 
Ay _ o(Ar) 
ALTA RADO 
A= lim Z= f (24). 


Or 


因此 ,如 果 函 数 Jr] 在 点 zo 可 微 , 则 F(z) 在 点 ro tB — XE PESE ( BJ 
FORT», B. A= f (xo). 
反之 ;如果 wes FO Lo GE 


存在 ,根据 极 办 与 无 穷 小 的 关系 (第 一 章 第 五 节 定 理 15, F WIE 
D . 


AL (rg) ta, 


其 中 a—008 Az—=0). HH J. X. 8 
Ay= (m. )Ar+ adz. 
D ohni Ac), A f'(r K ki Ax LACE KW SEE COSS AE 
FOR zo 也 是 可 微 的 . 
H JE J RL, EE FO AR zx 可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 
x) 在 点 x, Y FAH (x) 在 点 xo 可 微 时 ,其 微分 一 定 是 


dy- f (zo) Az. (2) 
. Ay |， Ay __ 1 ay 
lim dy lm J (xo Ar P lm Ar 1. 


DATE 时 ,Ay 与 dy 是 等 价 无 穷 小 ,于 是 由 第 一 章 第 八 节 
定理 1 可知, 这 时 有 
Ay=dw+o(dy), (3) 
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BP dy 是 Ay MERO, 又 由 于 dy — GA 是 Ar 的 线性 函数 ,所 
以 在 FAO 的 条 件 下 ,我 们 说 dy 是 Ay 的 线性 主 部 5 当 
Azx—0). 这 时 由 (37 式 有 


lim =ü9 a 
as ro 


Ay—dy 
dy 


从 而 也 有 


lim 
Are 


Axio. 
AE] LEA gen pi dy EMRE Ay 时 的 相对 误差 8, 于 是 我 们 
得 到 纺 论 :在 P Gau 0 的 条 件 下 ;以 微分 dy P (ra Az 近似 伐 
PIE Ay 一 .Fazo 十 Az) 一 六 rr 时 ,相对 误差 当 Azr 一 0 MATE. 
因此 ,在 |Azrl| 很 小 时 ,有 精确 度 较 好 的 近似 等 式 
AyRzdy. 
Mi RAR = dE x—1 4 EE e 
E GE ysr 在 z==1 处 的 微分 为 
dy= (7) [z Ar = 2 Ar; 
在 x—3 处 的 微分 为 
dy= (Y | Az Az. 
函数 y 一 zz) 在 任意 点 x 的 微分 , 称 为 将 数 的 微分 , 记 作 dy 
m df), Ep 
dy=f (rar. 
例 妈 ,函数 v—cos EE A 
dy= (cos x)'Ax— —sin rår; 
RE yet 的 微分 为 
dy- Ce) Ax e Az. 


KEE, ENEE EE CEET Pe oC E 
a Ë 8 的 主 部 . 
人 ”相对 误差 概念 可 见 下 节 . 
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TR, ABBA dy— f (z)Ax E x l Az X. 
H2 KB = xr % <=2,42=0.02 时 的 微分 . 
解 ” 先 求 明 数 在 任意 点 z 的 微分 
dyz (AU Ar=3r Az. 
TER HO z=2, Az= 0.02 时 的 微分 
dal en, 一 3z2Az|ir2 =3+ 2 + 0.02=0.24. 
通常 把 自 变 基 x 的 增 其 Az 称 为 自 变 最 的 微分 , 记 作 d<, BI 
dr 一 Ar. 于 是 函数 y= RA E EK 
dy= f daz. 
TII Q= f Go. 
RAER AAAA dy 与 自 变 量 的 微分 dx 之 商 等 于 该 图 数 的 
SS DR e , Sp 38 m RAE”. 


=. 8:5 5 89 JL K X 


为 了 对 微分 有 比较 直观 的 了 解 ;我 们 来 说 明 微 分 的 几何 意义 . 

dr Pi fü 3 ha RP LIRE y= 二 fx} 的 图 形 是 一 条 曲线 . 对 于 某 
—RixEB c, 值 ,曲线 上 有 一 个 确定 
点 M (zs y. MAFA ER E 
É Ar 时 ,就 得 到 上 曲线 上 另 一 点 
N Gs Ax. yo Ay). 从 图 2 一 13 可 
A: 


M= Ar, 
QN = Ay. 
过 点 M 作曲 线 的 切线 MT, E 
的 倾角 为 *, 册 图 2-13 
QP— MQ + tan a=Ax e f Cro)» 
EJ dy—QP. 


由 此 可 兄 , 当 Ay Je BH $X y— f Cr) E BU PS SA Se ER IE 
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dy 就 是 曲线 的 切线 上 点 的 织 坐 标的 相应 增 量 . 当 |Axi 很 小 时 ， 
1Ay 一 ay| 比 1az| 小 得 多 -因此 在 点 M 的 邻近 ,我 们 可 以 用 切线 段 
来 近似 代替 曲线 段 ， 


三 、 基 本 初等 函数 的 微分 公式 与 微分 运算 法 则 


从 晓 数 的 微分 的 表达 式 
dy= f Lridr 
可 以 看 出 :要 计算 郴 数 的 微分 ,只 要 计算 函数 的 导数 ,再 乘 以 自 变 
量 的 微分 . 因此 ,可 得 如 下 的 微分 公式 和 和 微分 运算 法 则 . 
1 基本 韧 等 西数 的 微分 公式 
由 基本 初等 函数 的 导数 公式 ,可 以 直接 写 出 基本 初等 函数 的 
微分 公式 .为 了 便于 对 照 ,列表 于 下 : 


导 数 公 X 


Caty! =p 
(sin z)'-cos r 
(cos z)' = — sin x 
(tan cr) —sechr 
(cot gy = — espia 


(sec x)' —sec rian x 


微 分 公 式 


dCz^)epur"!dr 

dCsin r? =r zdr 
d(cos z)= —sin sdz 

d(ran x) —secšdx 
dicot r) = — esc rde 


disec r) = see Ttan mdr 


Lose r)! = — csereot x d(csc r)=— ese avot rdr 
Lech —atin a día )—a"cInadr 
fety =a" díe*) -e*dz 

1 _ 1 
Cogar? =s dilo 7 4 
1 I 
a z>'=— dilo 1) =—de 
E z 
farcsin x) = 1 d(arcsin xz) = l -dy 
1— z? wll 
1 1 
Carccos z)'- 一 dísrccos z) = — dz 
w 1 — = Wi— rt 


SS 


S ”分 Xx 


Z^ 


(arctan SI = díarctan 工 ) 一 


— 
IFz? 


farccot z)'— — — 


1 
r+ == 
d(arecot zi = ——L ar 


2. 函数 和 ` 差 . 积 . 商 的 微分 法 则 
由 函数 和 ` 差 . 积 . 商 的 求 导 法 则 ,可 推 得 相应 的 微分 法 则 . 为 
了 便于 对 照 , 列 成 下 表 ( 表 中 O ,wv 一 v(x) 都 可 导 ). 


[LX XM ESI! LI s EUM EIE; 
Gic vY ul d! dintr? =de tb du 
(Cu =C" Ch} —Cdu 
Cu — uud dim) du udv 

2 T 0) a] uen 


HE 8 ([] LJ 306 98 AA EA DAT EL UE BR. 
根据 函数 微分 的 表达 式 , 有 
día = (un dz. 


再 根据 蒋 积 的 求 导 法 则 ,有 
Cuz! =u vuv. 
于 是 diun = Gu +a )ur—u vdxd- wv dz. 
HF udr=du, v'àr=dv, 
Pe GL dCuv) —vdu-t- udv. 
其 他 法 由 都 可 以 用 类 但 方法 证 明 . 


3. EE EE 
与 复合 函数 的 求 导 法 则 相应 的 复合 溺 数 的 微分 法 则 可 推导 如 


d y=) R 4 一 p(x) 都 可 导 , 则 复合 函数 y — f Leo 18 f& 
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分 为 
dy y, dz= GOs Leide, 

Hi T e6GOdz-da. BT U AE ERE y FG) n y AAA 

可 以 写成 
dy-—fF Gods 或 dy=y, dr. 

pigra] Wi, nie s E ES de 3 — TERTA, in 
形式 dy-- f! GOdu 保持 不 变 - 这 一 性 质 称 为 微分 形式 不 变性 . 这 性 
JK KOR , 当 变 换 自 变 量 时 ( 即 设 xz bi RI Gegen, 
AE TE X. dy= f GOdu 并 不 改变 . 

H3 y=sin (2x— 1), $ dy. 

E 把 2z 十 1 看 成 中 间 变 量 u MI 

dy —d(sin «)=c0s udu-—cos (2z-- 12d(2z-- 1) 
一 cos (2x 3-1) * 2dx—2cos (27+ Ddz. 

Z= R ES IS N TURE APAE. 在 求 复 合 函 数 
EA DL AS Hi rh fe] ERE. F IS] ER Ke 
求 函 数 的 微分 . 

Ma y= te”), R dy. 


E dy dl ti kee dG +e) = 
le 


1 


z * e dai? 
Lie 


EE 


== . sado 22 dz. 
lae? Lier 
例 ?一 el szcos z,3K dy. 
NE 应 用 积 的 油分 法 则 ,得 
dy —d(e! "cos x) —cos xd(e* "ite" “dicos x) 

= (cos x)e! ?*(— 3dr) Fel" (— sin ada) 

= —e "*(3cos rtan rdr. 
例 6 ETATER RARA E SE) GAR 

x. 

(D dí )—zdz; 


(22 d( )=—cos wtdi. 


解 (1) 我 们 知道 ， 
dirt) =Zrdr. 


[JE ENEE , 
Br d (5) = áx. 
2j 
一 般 地 ,有 
, ， 
d |> +C] =adx (C 为 任意 常数 ). 
(2) B 
dan ex) = actos cdi, 
可 见 cas widt= Ld (ein STE làn «| , 
a " 
BU d | E wt) =C08 tdi. 
一 般 地 ,有 


d | Lain SCH =cos wide (C 为 任意 常数 }. 


习 题 2 一 7 


I. 已 车 y 二 一 xz, 计算 在 x=2 EROS Ax SF |F 1, 0.1, 0.01 MÉ) Av 
A dy. 

2. BER y zz) 的 图 形 如 图 2 一 14, 试 在 图 2— 14 G0 (hi, CO CD rp 
分 别 标 出 在 点 re DÉI dy Au E Ay dy, H ik BH PEEM. 

3. GK FPE PRÉ B EC. 


(13 +2 A T>; (2) y=asin Zr; 
(3) y=—— 25 (4) y-(InCI— EN 
y x*-F1 
(5) y= e; (6) y—e "cos (3— a}; 
(7) y=arcsin y l— z’; (8) y=tan (14210); 
5 v—arctan HE 
(9) y—arctan liz 
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(10) |= Asin Co ttp) CA. c. g REM MO. 
4. YEuS SES pG Sk I 2, P RR Ar. 


(d(O 2—2dz: (2) dt 2—8xdx; 
(9 dí )=cos rdi; (D dl )=sln oxdz; 
Ode J= dr (6) dl )=e dr; 
lx 
1 
dí )= dz: (8) dí )—sec?3zdr. 
x = 
y 8 
DEE 
u= fir) 
O Za Zetär x O Zo rol AX Y 
la) Chi 
Y 
y 
: y= fix) 
y=F ir) 
| 
o Xo tyr X O xn Zar Ar x 
(c) di 
图 2-14 


第 八 节 ”微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


在 工程 问题 中 ,经 常会 遇 到 … 些 复杂 的 计算 公式 .如果 直接 用 
这 些 公式 进行 计算 , 那 是 很 费力 的 . 利用 微分 往往 可 以 把 一 些 复兴 
的 计算 会 式 改 用 简单 的 近似 公式 来 代 蔡 ， 
前 面 说 过 , 如果 y f (z) fg X xo AMES Gn 0. H. 
BECK 


IAzi 很 小 时 ,我 们 有 
Ayædy = f (xo) Az. 
迁 个 式 子 也 可 以 写 为 


Ay f Grot Ax) fa rf Gr Ax, (1) 

或 Jr Aran d P Gr Ax. (2) 
在 (2) 式 中 令 aa bar, Bl Ar=x 一 rn* 那 末 (2? 式 可 改写 为 
Mar fGn HE (z) (z— a. (3) 


如 果 /xzo) 与 三 (zo) 都 容易 计算 , 那 末 可 利用 (1) 式 来 近似 计 
算 Ay, 利 用 (2) 式 来 近 拟 计算 rz 十 ar) ,或 利用 (3)? 式 来 近似 计 - 
算 fix). 这 种 近似 计算 的 实质 就 是 用 x 的 线性 函数 rzro) 一 
ET Siu E K PS E MIC 从 导数 的 几何 意义 可 知 , 这 
也 就 是 用 曲线 y FOE AR (zo f Cr) AE B8 H EX E OLTRE kk HG 
线 ( 就 切 点 邻近 部 分 来 说 ). 

例 1 有 - 批 半 径 为 lem 的 球 , 为 提高 球面 的 光洁 度 LE QE 
上 一 屋 铂 ,厚度 定 为 0. Olem. 和 钻 计 一 下 每 内 球 需 用 钢 多 少 = CB 
密度 是 8. 0g/cm^2? 

解 ” 先 求 出 筑 层 的 体积 ,再 乘 上 密度 就 得 到 每 只 球 需 用 铀 的 
EE. 

ES 29 BE BRE F BS + Fk Pk k PEA 28. BT DLE BL de PR D i£ 
积 V 一 了 xR 当 R 有 身 Ro 取得 增 量 AR 时 的 增 景 AV. 我 们 求 X 


RBS EE: 
Vi " E | $ Wal —AnRÍ, 


E=R, 


H OX fs AV2zAxRIAR. 
将 R),=1,AR=0.01 代入 上 式 , 得 
AV254X3. 14 1*X 0. 01—0. 13(cm%), 
T E 4L Et ESE ES 
0. 18: 8. 9—1. 16g). 


* 150» 


B12 利用 微分 计算 sin 30730 的 近似 值 . 
8 E3030 化 为 弧度 ,得 


30"30' 一 于 十 5 
E ELSE OR) Steeën, f (xo — sin z. 此 时 P GO 
EE HEES 
一 都 容易 计算 ,并 且 Ax 一 a56 比 较 小 , 应 用 (2) 式 便 得 
sin 30°30 — sin EXE asin Ecos 5 . 550 
> | A * ggg — 9- 500040. 0076 
— 0. 5076. 


Fed] e Sé — ewe FJ BJ r PLZ K. 为 此 ,在 (3) 式 中 取 

z = 0, T R8 
f FG) f(0)+ P OD. (4) 

应 用 447? 式 可 以 推 得 以 下 于 全 在 工程 上 常用 的 近 人 会 式 5 下 面 
都 假定 1zi 是 较 小 的 数值 )， 

G) tilde; 

D sin sær Le 用 弧度 作 单 位 来 表达 ) 

Gi) tan r?ur (zx 用 弧度 作 单 位 来 表达 }; 

Qv) e==l+x; 

(v) In(1+-z)=s=<. 

证 (i) Ef) = ZlLtz, BA f <0) = 1400) 


= LADA] RAGOKS 


* 
Deeeee EE Ly, 


W (ü) 有 取 f(z) 一 sin zr Wk f(0)—=0,f'(0)=cos x|],.,— 1. 


代入 (4) 式 便 得 
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sin x^. 

其 他 几 个 近似 公式 可 用 类 似 方法 证 明 ,这 里 从 上 略 了 . 

例 3 计算 TOS 的 近似 值 . 

解 Zl.05= /1+0. 05, 
这 里 一 0.05, 其 值 较 小 ,利用 近似 公式 (i) (n=2 的 情形 ), 便 得 

(114-300. 05)=1. 025. 
如 果 直 接 开 方 ,可 得 
M1. 05 — 1. 02470. 

MER AS ER LESE F nt DL EIB H 1. 025 作为 T 65 的 近似 值 ， 
其 误差 不 超过 0. 001, 这 样 的 近似 值 在 一 般 应 用 上 已 够 精确 了 . 如 
果 开 方 次 数 较 高 ,就 更 能 体现 出 用 微分 进行 近似 计算 的 优越 性 . 

在 生产 实践 中 ,经 常 要 测量 各 种 数据 ,但 是 有 的 数据 不 易 真 接 
测量 ,这 时 我 们 就 通过 测量 其 它 有 关 数 据 后 ,根据 某 种 公式 算出 所 
要 的 数据 . 例如 ,要 计算 贺 钢 的 截面 积 4, 可 先 用 卡尺 测量 辐 钢 截 
面 的 直径 DD, 然后 根据 公式 AD 算出 A. 

由 于 测量 仪器 的 精度 ,测量 的 条 件 和 测量 的 方法 等 各 种 因素 
的 影响 , 测 得 的 数据 往往 党 有 误差 ,而 根据 带 有 误差 的 数据 计算 所 
得 的 结果 也 会 有 误差 ,我 们 把 它 叫 做 间接 测量 误差 . 

下 曾 就 讨论 怎样 利用 微分 来 估计 间接 测量 误差. 

先 说 明 什么 叫绝 对 误差 ,什么 叫 相对 误差. | 

如 果 某 个 量 的 精确 值 为 4, 它 的 近似 值 为 =, 履 末 14 一 “| 叫做 
a AIRE TAIRE RER m it 的 相对 误 
E. 


A 


在 实际 工作 中 , 某 个 量 的 精确 值 往往 是 无 法 知道 的 ,于 是 绝对 
误差 和 相对 误差 也 就 无 法 求 得 . 但 是 根据 测量 仪器 的 精度 等 因素 ， 
有 时 能 够 确定 误差 在 基 一 个 范围 内 . 如 果 某 个 基 的 精确 值 是 AU 
得 它 的 近似 值 是 a, XANA E HIREA Das BD 
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[A—a [hs 
那 末 à, DEN RA 的 绝对 误差 限 ,而 [叫做 测量 A 的 相对 误差 
m. 
Bla MEGHE D=60. 03mm ME D 的 绝对 
REM 05-0. 05mm. 利用 公式 


EL z 
A 1P 


EEE DER 

解 ” 我 们 把 测量 DD 时 所 产生 的 误差 当 作 自 变量 DD 的 增 量 
AD, 那 末 , 利 用 公式 ASTD 来 计算 4 时 所 产生 的 误差 就 是 函数 
4 的 对 应 增 量 AA. 当 |ADI 很 小 时 ,可 以 利用 微分 dA 近代 地 代替 
WE AABI 


AAA d Ass A! - AD— D - AD. 


H T D ÉJ 28 XI ERA 650. 05mm.BT EA 

LADI 8520.05, 
而 |AA| e |dA| — 7D - |AD| zb: ôv» 
因此 得 出 .4 AAA EE 


8,—— D - 85 5 x 60. 03X 0. 054. 715( mm^; 


2 2 
A IH) THOSE UR 25 BRL E^] 为 
D 
—D - 8 
da 2 P ĉn D, 05 0 
AU Xp. =2 D XED 039. 1794. 


4 
-ARAE AREA RN E r ARAA EC 
JR BN f + Bü AS ER 25 E O, Bñ 
¡Ar [<=ó,> 
HAL NRO 时 ,yy AA 


jAy|==]|dy|=|ys" + Axim! | + 8L. 
B] y B8 Xp UR E LES A 
8,— |y | + ës (5) 
y 的 相对 误差 限 约 为 


= |> 
[yi y 


+ d. (6) 


以 后 常 把 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 简称 为 绝对 误差 与 相对 误 
E 
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1. e Bš ES IE SET E ËF CE ?一 15) , 设 它 的 内 半径 为 R,, 壁 厚 为 
下 ,利用 微分 来 计算 这 个 回环 面积 的 近似 和 值 . 

2. F RES pn, eis, Do lim ERE! 为 icm; 为 了 提 
高 它 的 导电 性 能 ,要 在 这 圆柱 的 前 面 迎 上 一 层 厚 鸭 0. 001cm 的 纯 铜 , 问 每 个 
ESE EAN: Y 


图 2.18 


3. 如 图 2- 16 BER I iË HI AO BE EES 21, a AN O S 
FEER AB 的 距离 为 六 则 j( 电 沸 长 可 按 下 面 公 式 计 算 : 
22 [X ` € 
MP EET AF HE. S KB E IE 25 AS Ev 
4A. E BM JE Bu B fü aen, HER R-—100cmCB] 2-10. ARA, O 
减少 30 AREA ABE deb 7 X BER o + 3E LR EID lem, [e] i8 TÉ I 
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PUx SUME Pp 


R 
Bj 2--17 A 2 18 
5. PETA Ht G fc ar LAE 
(12) cos 297; (2) tan 136”. 
6. HATS = fh ARCA: f 
CI? aresin OG 5002: (2) arccos D. 4995. 


7?， 当 |+| 较 小 时 ,证 明 下 列 近 似 公 式 : 

(1) tan za Cr EARME) C) In CI + xe: 

HEED 
并 计算 tan 45 ln 1. 002 BJ dm fel TR. 

8. 计算 下 列 各 根 式 的 近似 秆 : 

(1) A995; RTE 

9 有 一 立方 形 的 铁 箱 , 它 的 边 长 为 7 士 0.1cem. 求 出 它 的 体积 .并 估计 - 
ERRE E, 

10, E 50 RR ER bJ É £ D RA 1” 8 ROGER 2. ARAA 


JT " 
y --— p 
n Ir 


计算 球 的 体积 时 ,相对 误差 有 堵 少 ? 

11. 计算 球体 体积 村, 要求 精 确 度 在 2 名 以 内 . 癌 这 时 测量 直径 DEA 
APER BE EE RE LD? 

19, RT zi -18 Bro BU EE d .半径 R— 200mm. SE É rp fe 
Hn 产品 检验 时 ACER ES MEE ESUET EQUES o MAA 
sk! ANRE As 0. Imm. Tob d H; m 31 E BJ F r fh E EE EO, ARA 
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总 可 是 二 


1. 在 “充分 ”必要 ”和 " 究 分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 境 人 下 列 空 格 
KÉ 

(1) FG YE E, z; 可 时 是 f (z) PA :ro 连续 的 . ER fz) E 
zo 连续 是 FLO TEA zo 可 导 的 Et. 

(2) Fez) 在 点 z 的 左 导数 f- (zo) 及 右 导数 rr, Le lët E SR 
SODE zç 可 导 的 ET 

(3) FOOTER ze 可 导 是 f(x) 在 点 za REP AG 条 件 . 

2. 设 有 一 根 细 榨 , 取 樟 的 一 端 作 为 原点 , 樟 上 任意 点 的 坐标 为 ,于 是 分 
布 在 区 间 [0,zJ 上 细 棒 的 质量 mm E: (BR m= m (x). 应 怎样 确定 网 棒 在 点 
HEET TT TEE EE 
BE 

3. 根据 导数 的 定义 , 求 f(z) 二 二 的 导数 . 

4. 采 下 列 画 数 SON POOR FO X POOR BERE 
sin x, mw, 


on rr =] 
T nac. 220; 


— += 0 
(2) an et 
O, == 0. 
5. pl ies A 
feo p l. xut 0. 
x)= 
O, =0 


YE r7 Ü #Ë BS XE SE TE IS, 
6. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y—arcsin (sin r); 


(EEN 


EN 2 一 RTCtam EE 


x 
(3) y —Intan Ze —cos x * latan z 


P 
(4) y=Inter+ v Iie); 
(535 y= Z = (>. 
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7. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 ， 
(05 y cosir + ln z; 


(2) y— 


E 
vir? 
8. j F FI eg x Er S. 
(1) yc V lts 


mE 


9. en y ER e 十 zy 一 e 所 确定 , 求 YO. 
10. ATADO DRAE LAA. 


=2 d 
11, 来 曲线 { LH =o 相应 的 点 处 的 切线 方程 及 法 线 方程 
y=e 
12. B MEE Gkm /h 的 速率 向 东 行驶 , 乙 船 以 8km/h B5 REIR RET 在 
中 午 十 二 点 正 , 乙 般 位 于 甲 船 之 北 16km 处 . 问 下 午 一 点 正 两 船 相 离 的 速率 
EJ 


13. 利用 函数 的 微分 代替 函数 的 坪 量 求 1. 02 的 近似 值 . 


1. Gaam Za EC g —980cm/s* 35 K CR 
(2% cm). BEIGE KA 200m ,为 使 周期 D Ec 0.05s, 摆 长 约 需 加 长 多 少 ? 
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第 三 章 ”中 值 定理 与 导数 的 应 用 


上 一 章 里 .从 分 析 实 际 问 题 中 因 蛮 量 相 对 于 自 变 量 的 变化 快 
慢 出 发 .引进 了 导数 概念 ,并 讨论 了 导数 的 计算 方法 .本 章 中 ,我们 
将 应 用 导数 米 研 究 函 数 以 及 曲线 的 某 些 性 访 , 并 利用 这 些 知 识 解 
De - 些 实 际 问题 . 为 此 , 先 票 介绍 微分 学 的 儿 个 中 值 定理 .它们 是 
导数 应 用 的 理论 基础 . 


$-t më SG 


# (/] A UE 9 AR Role) 3g BE, £& Je HE d E HE iB Pe 38 BH H 
(Lagrange) 中 值 定理 和 柯 西 中 值 定 理 . 


一 、 罗 尔 定理 


Siem mSeë f(r) 和 在 闲 区 间 ia,581 上 连续 ,在 开 区 间 
《ai 内 可 导 , 且 在 区 间 端 点 的 函数 值 相等 , 即 f(a) 一 了 (5), 那 末 
在 l(a; 从 内 至 少 有 一 点 (4a 二 $< 过 5b) ,使 得 函数 /x) 在 该 点 的 导数 
FẸ. 0 

在 证 遇 这 个 定理 之 前 , 先 考察 一 下 定理 的 几何 意义 .在 图 3- 1 
中 , 设 曲 线 弧 AB 的 方程 为 y O la). 罗 尔 定理 的 条 件 在 


“几何 上 表示 :AB 是 -条 连续 的 曲线 弧 , 除 端点 外 处 处 具有 不 垂直 
+ + 输 的 切线 , 且 两 个 端点 的 级 从 标 相等 . 定理 的 结论 表达 了 这 


RE— 4 JL tu 58 3z de d ER LAB E. E 7b — PA Cote 2 pa, XE BH #K B5 
切线 是 水 平 的 . 从 图 中 看 到 ,在 曲线 的 最 高 点 或 最 低 点 处 ,切线 是 
水 平 的 ,这 就 启发 了 我 们 证 明 这 个 定理 的 思路 
定理 网 证明 由 于 f(x) 在 于 区 间 [La,8j] 上 连续 ,根据 闲 区 间 
s JAR: 


C 


| 

i 

! 

! 

| 
bi 


! 
L 
š 


图 3 一 1 
上 连续 国 数 的 最 大 值 和 最 小 值 定 理 , 六 (xz)7 在 闭 区 间 [La,e] 上 必定 
取得 它 的 最 大 值 M 和 最 小 值 m. 这 样 只 有 两 种 可 能 情形 : 

OD M —m. 这 时 f(x) 在 区 间 [a,8] 上 必然 到 相同 的 数值 A, 
Jf(z)= M. 由 此 有 六 (zx) 一 0; 因 此 可 以 取 Cas5) 内 任意 -- 点 必 为 
mA E=, 

(20 Mm. BA SD =S, A M A > Ek ET CB 2 z 
有 一 个 不 等 于 fFGOXEIX [8] [ad 的 端点 处 的 函数 值 . 为 确定 起 见 ， 
Addit M f Ca) (MR m= f GO 证 法 完全 类 似 ), 那 末 必 定 在 
开 区 和 间 {a.8) 内 有 一 点 使 (2) — M. 下面 证 明 Pn) kg EA 

因为 二 是 开 区 闻 (a, 的 内 的 点 ,根据 很 设 可 知 P COO EE TE , BI BR 


m 


lim fee Ax)—f(0D 
Ar AT 

存在 . 而 极限 存在 必定 左 , 右 极限 都 存在 并 县 相 等 ,因此 
y 2 JFGHT Ax)— ICE) FEA JE) 
FG) lim - = lim . 


Aix +Ü arei Ax 
由 于 FOME Foz) 在 [a, 的 上 的 最 大 值 ,因此 不 论 Ar 是 
正 的 还 是 负 的 ,只 要 二 Ax tela ol Dë, 
FEADLI, 
即 EA f(E)x0. 
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当 ATL HL, 
f --Ax)— SCE) 
Arx 


<0, 


从 而 ,根据 函数 极限 的 性 质 ( 第 一 章 第 四 节 定 理 20 8. 


Are 


<0, 


IO Ee 
^ =0, 


从 而 FO lim L6 7/60, 


1 
An 


因此 必然 有 F=. 
—. 拉 格 朗 日 中 值 定理 


罗 尔 定理 中 fla) 一 了 (5) 这 个 条 件 是 相当 特殊 的 , 它 使 罗 尔 定 
理 的 应 用 受到 限制 . Sm SR JE f (a0 — F GOD 3X Ar SR PE CE ARA 
其 余 丁 个 条 件 ,并 相应 地 改变 结论 , 那 末 就 得 到 微分 学 中 十 分 重要 
BJ DA BH A PAE BE. 

SUBE R HB MW KEE f(x) 在 闭 区 向 [a,#] 上 连续 ， 
在 开 区 间 (2,5) 内 可 导 , 那 末 在 (a;5) 内 至 少 有 一 点 a EA , (Ë 
S X 
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FO f (Ga — f XEXb5—a) WR 
成 立 ， 
在 证 明之 前 , 先 看 一 下 定理 的 几何 意 广 .如果 把 (1)? 式 改写 成 


由 图 3 一 2 可 看 出 ， LOLO x A 的 斜率 ,而 六 (人 为 曲线 在 


A C REB S) £& BO $9 32. 因此 拉 格 朗 日 中 从 定理 的 几何 意义 是 :如 


果 连 续 曲 线 y 一 f(z) 的 弧 4B 上 除 端点 外 处 外 具有 不 垂直 于 工 S 
oo biss AL APA AO ERA O AAA PAT 
3k AB. 
从 罗 尔 定理 的 几何 意 文中 (图 3 一 1) 看 出 ,由 于 a) FO)» 
E AB 是 平行 于 上 轴 的 ,因此 点 C 处 的 切线 实际 上 也 平行 于 号 
AB. 由 此 可 见 , 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 特殊 情形 ， 
从 上 述 拉 格 朗 日 中 值 定理 与 罗 尔 定理 的 关系 ,自然 想到 利用 
男 尔 定理 来 证 明 控 格 朗 日 中 值 定理 . ESA KE F K 
X f(x) 不 一 定 具 备 fla) 二 Af(5) 这 个 条 性, 为 此 我 们 设想 构造 一 
个 与 /x) 有 密 茹 联系 的 函数 gc) Oir fit BJ is kp , të PARA 
ii ga) =p). 然后 对 eCoO RE FH ES sg EB , Ra oC >) Br £8 BJ 
结论 转化 到 f(x) 上 ,证 得 所 要 的 结果 . 3&1] M. A BB R CP 18 ye EE 
&5 JL fap ARE hyk 33:33:88 Bh ER C LEE 3 一 2 中 看 到 ,有 向 线段 NM 
的 值 是 上 的 函数 ,把 它 玫 示 为 gz): 它 与 了 xz) 有 密切 的 联系 , 且 
当 rea 及 X= 上 时 ,点 MSA NBA) BIS Aa) — 00 —0. 为 求 
得 函数 plc) 的 表达 式 , 设 直线 AB 的 方程 为 y= LG) W 


LOAD aa), 
— 


由 于 点 M.N 的 维 坐 标 依次 为 f (zF L GO «B EE Fer ER Ez 
NM 的 值 的 函数 


eiis FA) — LGO m f(zy— f Ca) 


L(z)= fa) + 


fO» Fa), 
X 


ba a). 
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下 面 就 利用 这 个 辅助 画 数 来 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
定 建 的 证 明 SAA 


ea) m FG) F y 149—109 


容易 验证 函数 p( >) S EI xE BB E A plad S KEE 


TORTORA 


RIEP RE, O ATE Ca 20 P3 38 pq — Xx S, E g (D 0, HD 


FO fü Trei. 
"OG 
由 此 得 POD hey, 
即 Zéi fia) — f (&)(b—a), 
显然 ,公式 (1)? 对 于 ba 也 成 立 - (1) 式 叫做 拉 和 格 朗 日 中 值 公 
式 . 


Cr—a?. 


0. 


设 工 为 区 间 [a, 丰 内 一 点 ,z 十 Ax 为 这 区 间 内 的 另 一 点 (ar 全 
0 或 Ar<0):, 岂 公式 (1 在 区 间 [Lzz 十 Ar]( 当 Ar>0 时 ?或 在 区 
间 [z 十 Aryz 当 Ar<0 时 ?上 就 成 为 
FFAA =P a BA) + Ar (O85. (2) 
这 里 数值 9 是 在 0 与 1 之 间 , 所 以 十 所 rz 是 在 工 与 Ar 之 间 . 
如 果 记 fo y. WE CD S X up SR, 
Ay—f'CGeÓAD + Ax COO). (3) 
我 们 知道 ,函数 的 微分 dy — f' (xz) - Az 是 函数 的 增 量 Ay B5 F dol 
表达 式 , 一 般 说 来 ,以 dy 近似 代替 Ay BF EF Po tk B UR XE RA Ar 
—0 时 才 趋 于 零 ; 而 (3) 式 则 表示 P tiar) + Ax YE Ax HAM 
时 就 是 增 量 Ay 的 准确 表达 式 . 因此 这 个 定理 也 叫做 有 限 增 量 定 
理 , 它 在 微分 学 中 占有 重要 地 位 ,有 时 也 叫 上 做 微分 中 值 定 理 , 它 精 
确 地 表达 了 画 数 在 一 个 区 间 上 的 增 芝 与 函数 在 这 区 间 内 某 点 处 的 
* 162 ° 


导数 之 间 的 关系 .在 革 些 问题 中 当 自 变量 x 取得 有 限 增 量 Ar 而 
需 变 函数 增 量 的 谁 确 表 达 式 时 , 拉 格 朗 日 中 值 定理 就 显 出 它 的 价 
fü. ` 

fE Os Bra BIB th ñ e EB PA AMAS A A 1 分 
学 时 很 有 用 的 :个 定理 . 我 们 知道 ,如果 函 数 f(r} 在 菜 一 区 间 上 
是 -个 常数 , 那 末 f(x) 在 该 区 间 上 的 导数 恒 为 零 . 它 的 逆 命 题 也 
是 成 立 的 ,这 就 是 : 

定理 ”如果 函数 jz) 在 区 间 1 上 的 导数 恒 为 零 , 那 末 f(x) 
在 区 疝 了 上 上 是 一 个 常数 ， 

证 夺 区 间 工 上 任 取 两 点 0 a a ROT) OC SI 

Pa — fa) PO a a) ta) . 
Br iE PUE —0, Bel e Pl) 0 + Bf 
fina. 

AA ror 是 了 上 任意 两 点 ;所 以 上 曾 的 等 式 表 明 :; (x2 在 了 上 的 
函数 值 总 是 村 等 的 ,这 就 是 说 ,7 在 区 间 工 上 是 - -个 常数 . 

从 上 述 论 证 中 可 以 看 山 ,虽然 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 的 < 的 淮 
确 数值 不 知道 ,但 在 这 里 并 不 妨碍 它 的 监 诈 . 

例 1 让 明 当 0 时 ， 


ix: — «Intl T +) — x. 


HE 设 f(a)=l]n(1+z), 显然 rr) 在 区 问 [o,zr] 上 满足 拉 格 
让 日 中 值 定理 的 条 件 , 根 据 定理 ,应 有 
Fer f(0)= ff COCc- 00) 0 < r. 


oca Arm f 
CEET EE 


_ z 
| dk Zeg eg SC 
X gp De Eer, A 
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Hj 


= 
Ip“ Pa Hr). 


三 、 柯 西 中 值 定理 


上 上面 已 经 指出 ,如 果 连 续 曲 线 张 AB8 上 除 端点 外 处 处 具有 不 垂 
直 于 横 畏 的 切线 , 那 末 这 有 段 弧 上 至 少 有 -点 性, 使 曲线 在 点 忆 处 的 
切线 平行 于 蕊 4B. 设 4B 由 参数 方程 
X-—Fü, 
Y= (=) 
”表示 (图 3 一 3) ,其 中 为 参数 . 那 末 曲线 上 点 (X:7 了 ) 处 的 切线 的 
斜率 为 


(asarmb) 


dr _ f' (z) 


dX F!(=z)' 


O Fias Fi Fix Fibr X 


图 3—3 
3k AB 的 斜率 为 
FG» — fi 
FGO»— Fon" 
假定 点 C 对 应 于 参数 x 二 6, 那 末 曲 线 上 点 C AER TF 
4B, 可 表示 为 ' 


TO fe) ZE" 
F(b)—F(a) Fe) 


` 
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与 这 -- 事 实 相应 的 是 

柯 西 中 值 定理 ”如 是 函数 /(x) 及 F(z) 在 闭 区 间 [4,6] 上 连 
续 , 在 开 区 间 (a,6) 内 可 导 , 且 *(x) 在 (a,5) 内 的 每 一 点 处 均 不 为 
委 , 那 末 在 (a,5) 内 至 少 有 一 点 4, 使 等 式 


FDO SUE) 
F(b)—F(a) F'(£) 


(D 


成 立 . 

证 首先 注意 到 FO F(030.ixkd-r 

FG) —F(i)—F' Gn G—a). 
其 中 aL RSR F O0, X bs, BEE 
Fi Fla) £0. 

$ 11144 B3 A PEE Éy UE BH , 2 CTS FS 1 EAE e Sk Ez 
NM IS dE LES PR $k wz)( 见 图 3 一 3) 作 为 辅助 函数 . 这 里 ,点 M 的 纵 
坐标 为 了 二 f(z), 点 NN BJ BL S SE 


Of, 
Y= f(a) FEO ele G2 -—F(a22], 
于 是 


一 Jb) — f (a) > 
gr) — f(z)— fla) F Fia Lt C? Fa) ]. 


A DRI, RAAR pA REANA pla) 
ANSG eC x E BE RA a o E 3&8 SE ENARA bin # B. 
u ACI fla) e 
g (r) = f' (z) PE e E Cr). 
根据 罗 尔 定理 ,可 知 在 (a,8) 内 必定 有 -- 点 志 使 得 及 (一 0, 即 


_ f&a) E 
POSTED FOO, 
FONO _ f' (Š> 
由 此 得 FO FY FO 
x murs. 
很 明显 ,如果 取 FORO 一 工 , 那 末 FO) Fla) =b a WEE 


1; 因 而 公式 (4) 就 可 以 写成 ; 
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IO Jl FUE bad la LEO, 
这 样 就 变 成 按 格 半日 中 值 公式 了 了. 
习 É 3 一 1 

1， 验 让 罗 尔 定理 对 函数 von sin x 在 区 间 [ 二 ,全 -上 的 正确 性 、 

2. E CE E A A TM 
的 正确 性 ， 

3. HER FU — sin 并 及 Fi) 二 tos ERMC] 上 验证 柯 西 中 
值 定理 的 正确 性 ， 

de HEBER y= 二 px 十 gx 十 7 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 时 所 求 得 的 点 
25207 [< Bj PJ E =F H. 

5， 不 用 求 出 函数 firs (z—1)(zr- 2)(r--3)(r—i)B E ES, 9 BH Fe E 
f' Gr) =0 有 几 个 实 根 ,并 指出 它们 所 在 的 区 闻 ， 


证 明 惜 等 式 ;arcsin zz 十 arccos xc (— 19;rx 13. 


T EDE artar ce a, 0 dE — PER += =. WE B DS 
anzxr' l Kayta lr é- «ma /=0 Ë q — + F >; PEA. 
8. ER OEA DATA NEAR Ma == f (z, A 
EA =b E E (ri ri) 3 E MED 
9, ah), EB. 
nb" (a- da E" na" ah). 
10. E ac b7——0.uEB. 


11. 证 明 下 列 不 等 式 ， 

(1) larcran a—arcian bl ja: bl; 

(2) 4 r1 sete + z. 

12. 证 明 方 程 42 10 HA AER 

13. Ef OR b] E dE SE a S.E A E a A A — 
negl 9 uu fe rol 

glad gU» jeta) g' (E) 
14. EH HA Fa 在 (一 所, 二 co 内 满足 关系 式 P OO — FOR 
+ 166* 


fFGOD0—1,9] Fir) =e". 
15. RAR yA r—( BU SERA RC n ES, H /(0)= £ (0) 
一 …… 一 0) 一 0 试用 柯 西 中 值 定理 证 明 : 


fu P Oz) 
= nl t 


SS E 


如 果 当 cma GR coro BE ARAS Leg 
或 都 趋 于 无 穷 大 , 那 末 极限 bm LO 可 能 存在 \ 也 可 能 不 存在 . 


(COREL 1). 


ire) 


通常 把 这 种 极限 叫做 未 定式 ,并 分 别 简 记 为 广 或 宇 . 在 第 一 章 第 
七 节 中 讨论 过 的 航 限 im S 工 就 是 未 定式 姜 的 一 个 例子 . 对 于 这 
类 极限 .即使 它 存在 也 不 能 用 “ 商 的 极限 等 于 极 根 的 商 ”这 一 法 则 . 
下 面 我 们 将 根据 柯 西 中 值 定理 来 推出 求 这 类 极限 的 -种 简便 且 重 
要 的 方法 . 

我 们 着 重 讨论 za 时 的 未 定式 全 的 情形 ,关于 这 情形 有 于 列 
E. 

定理 d 

《1) Bb z—a Pf. AN EE ke 

(2) 在 点 4 的 某 去 心 邻 域内 ,f(z) 及 扬 (z) 都 存在 且 
FO; 

. J (z) 

(3) lim pore CR ASA 
Dol . (z) 
BR hm pio lm przy: 

` Fx) Ae . J (z) 

E 8 E B lim geo F EN impo 也 存在 且 等 了 
. PG) Au, f CO of) 、 
lim gr cs ; 当 lim AAA RE lim poy 也 是 无 穷 大 , 这 和 在 
一 定 条件 下 通过 分 子 分 母 分 别 求 导 再 求 极限 来 确定 未 定式 的 值 的 
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E ARO ee 时 的 极限 与 (a) 及 F(a) 无 美 ,所 以 


可 以 假定 TO SF) =, FERO, OARSO RF) 

在 点 & 的 某 一 邻 域内 是 连续 的 . 设 > RE x R A R + BE + E VÀ 

工 及 a 为 端点 的 区 间 上 , 柯 西 中 值 定理 的 条 件 均 满足 ,因此 有 
-ff eno 

令 xz->a, 并 对 上 式 两 端 求 极限 ,注意 到 a 时 as RE EAR E 

(3) 便 得 鉴证 明 的 结论 . 


IRL, CO M coma 时 仍 属 卫 型 , 且 这 时 PGO LP GO E 
定理 中 FG ,F(z) 所 要 满足 的 条 件 , 那 末 可 以 继续 施用 洛 必 达 法 
则 先 确 定 im SC ,从 而 确定 im LO, Hl 

dim LE in Z G) gu LE 

za FG) er Fada PY 
且 可 以 依次 类 推 


sin Gr 


pix lim = nh. 79. 
Ur 


Ë lim sin ar jm ecos az _ a 
asc SIn Er en bcos br A" 


例 2 dmt. 


. 一 一 lim 3c —3 
ao x41 +, 3x5—2:z—1 
Gr 3 


= lim ==, 


Ai 帮工 一 2 p 


注意 ,上 式 中 


"xD AENA 以 后 使 用 洛 必 达 法 则 时 应 当 经 常 注 
意 这 一 点 ,如 果 不 是 未 定式 ,就 不 能 租用 洛 必 达 法 则 . 


例 3 求 lim PA —sin x 
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. r—snr , l—cosr , sinx 1 
X lim =lim z =] =>. 
"me I == 31 z=) Bi 6 


我 们 指出 ,对 于 zx 一 co 时 的 未 定式 总 ,以 及 对 于 r>a 或 一 
co 时 的 未 定式 于 ,也 有 相应 的 洗 必 达 法 则 . 例如 ,对 于 x 一 oo 时 的 
未 定式 有 :如 果 


OH reo ER f(x) 及 F(z) 都 趋 于 零 ; 


(2M || >N RE P CO 5S F'GOSETEEC. B. F'(z)>S0; 


(3)lim f, OFEREA), 


fO) _ , PG) 
m limp im pre: 
x 
—- —arctan z 
Bla K lim 一 一 1 
x 
— — arctan E l. 
. 1 十 z 
M Im = im — 1 reg 
T a? 
. In 
As $ lim T (nc-0) 
1 
-y z _ d. 
Wim che, npo Mut o 


ae GR lmi AER AO). 


解 ” 相 继 应 用 洛 必 达 法 则 n 次 ,得 
l zoo nit 1 li n(—1)z7 7 — 
im == lim "ere Dm — d = 


re pos Lo bos r— += 


= lim x= D, 
A* Ar 
事实 上 ,如 果 例 6 中 的 4 不 是 正 整 数 而 是 任何 正 数 , 那 末 极限 
HAT. 
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EM Jos oo, 0 ue 型 的 未 定式 ,也 可 省 


过 5 或 王 弄 的 林 定 式 来 计算 ,下 面 玫 例子 说 明 ， 
例 7 "E lim minzr (10). 
f ”这 是 未 定式 0 + os, 因为 


ln x 


"ln ey . 
x^ 
当 x 一 -一 0 时 ,上 式 右 端 是 未 定式 二 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,得 
1 
In z x - —r^ . 
dim a7 in z= lim — = lim 二 lim (——)=ü. 
rp Y rm in CAE 了 站 Hn 


fis sk lim (sec raian z). 


A 
El 


解 ” 这 是 未 定式 “一. 因为 


i—sin z 
sec au tan r= 
COS 7 


pac. LAAR BE st AAAA 8 


1—sln z ,  — Cosar 


lm (sec -一 tan zr) = lim i - 0. 
E a COS To OSA 
2 2 7 


例 9 R lim 27. 
解 ”这 是 林 定 式 o y O 


In y 一 rin z. 


当 <= 一 十 时, 王 式 右 端 是 未 定式 0， 应 用 例 7 的 结果 .得 


lim ln y= lim (cin 2170 


+ rn —U 
EE ye"? T lim y lime" > ell y ( a l ee +0}, 
所 以 lim z” = hm y=e*=1. 
rob 一 一 证 


洛 避 达 法 则 是 求 未 定式 的 -种 有 效 方法 ;但 最 好 能 与 其 他 求 


极限 的 方法 结合 使 用 , 例如 能 化 简 时 应 尽 可 能 先 化 简 , 可 以 应 


"es 1700 


用 等 


从 无 穷 小 碎 代 或 重要 极限 时 , 碰 尽 可 能 应 


St. 


例 10 求 im — 


tan r 


A PB is TE 


or 


"Zap ^ 


MAREA AE Cas EUM. Er EE TROCH A 
Sms MRE TEMARIO AE RAR MERE S. Tis 


P 如 Bi H 


tan r- a Tanz or T . tan rn 
] In 一 一 一 - 3 里 一 - -=lim - ` 
— 47811 cm EN TO DN 
o secta Lb |- Zsec "¿tar e] tan 3 1 
= lim + = = Dm * lina —. 
oa 3247 m Dë ^ 8. eo 3 


最 后 .我 们 指出 .本 节 
定理 菊 件 满足 时 ;所 求 的 极限 当然 存在 (或 为 号 ) ,但 
满足 时 ,所 求 极限 却 不 一 定 


^ 
A 
A A 


2 Wi), 


定理 给 出 的 是 


来 末 定 式 的 -种 方法 . 当 
当 定理 条 件 不 
CORE E 


OR TEE iX d Ru, lim 


3 题 3-2 


D AER PA: 


213 lim lu Or) : 
nm y 

(3) lim E, 
aca T—u 


c» d Ji sin 了 ， 
3 in Oe qye + 
十 Ta 
(7) lim ran p. 
an 2r 
in tir lj 
18) lm —————— ; 
s... BIECCOY T 


(11) limacot Z+: 


ay uu E CEU 
(23 lim ——— ; 
aon; SiN E" 


.  &nàr 
GD lim en 
a [AHI yr 


" 
EH ad 

(6) In — -: 
se. ATI — a 

Tan. Ed 


CR) Wi TE 


(102 lim in ren) s 
r=: SEC a O COS T 


(12? nre * 


WË 


- š 1 | . SO". 
09 lim| 25— ——— | (O2 limQO4- 257, 
AP —i z], m n 


(15) lim as; (16) lim dos 
FEM = 
2. 验证 极限 te zam z ATEN EAE ,但 不 能 用 洛 必 达 法 则 得 出 ， 
SE 
3. 验证 航 限 lim — 一 一 一 -存在 ,但 不 能 用 洛 必 这 法 则 得 出 . 
4. Wit ads 
1 
M >o, 
ez, == Ü 


在 点 z=0 处 的 连续 性 . 
第 三 节 泰勒 公式 


对 于 一 些 较 复杂 的 函数 ,为 了 便于 研究 ,往往 希望 玫 -- 些 简单 
的 葡 数 来 近似 表达 .由 于 用 多 项 式 表 示 的 网 数 ,只 要 对 自 变 量 进行 
有 限 次 加 ., 减 、 乘 三 种 算术 运算 , 便 能 求 出 它 的 函数 值 来 ;因此 我 们 
经 常用 多 项 式 来 近似 表达 函数 . 

在 微分 的 应 用 中 已 经 知道 , 当 |xi 很 小 时 ,有 如 下 的 近似 等 


式 : 
"msld-x. ln (bam. 

这 些 都 是 用 -~ 次 包 项 式 来 近似 表达 函数 的 例子 .显然 ,在 z= 二 0 处 
这 些 一 次 多 项 式 及 其 一 阶 导数 的 值 ， 分 别 等 于 被 近似 表达 的 函数 
及 其 导数 的 相应 值 . 

但 是 这 种 近似 表达 式 还 存在 荐 不 足 之 处 :首先 是 精确 度 不 高 ， 
它 所 产生 的 误差 仅 是 关于 工 的 高 阶 无 穷 小 ;其 次 是 用 它 来 作 近 似 
计算 时 ,不 能 具体 估算 出 误差 大 小 .因此 ,对 于 精确 度 要 求 较 高 且 
需要 桔 计 误差 的 时 候 , 就 必须 用 商 次 多 项 式 来 近似 表达 函数 ,同时 
HEREDA. 

FARO PF AAA JOE SCR =, 的 开 区 间 内 具 
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AHA (a 1 Br SK ARA PAT (z —z,) n EEN 
px) asta Gra ha laa bara (D 
来 近似 表达 FOOD SR p, G0 58 FOGOZ X dé nf Ce 20" 高 阶 的 无 
2$ / 3088 Hi RE NOA GD | f R Ik x xx. 
直面 我 们 来 讨论 这 个 问题 . 假设 p,tx) 在 =. BË B) P8 ACC 
的 直到 ”内 导数 在 >, 处 的 值 依 次 与 CL, Gn n PT GB 
等 , 即 满足 
Peu m KG pa Gy) = P y, 
pa iro) = f'(m b ss DP Gu FO), f 
按 这 些 等 式 来 确定 多 项 式 (1) 的 系数 asia ra nau 为 此 ,对 (1) 
式 求 各 阶 导数 ,然后 分 别 代 人 以 上 等 式 ,得 
l oe Tei, lracfGG). 
2! ap—f"Cn. ce. nl ge i" Ce. 
即 得 
a= (0 sa (ad aim S Ga m 3 f Ga), 


将 求 得 的 系数 Qo yd 555 say RAUDA, A 


BG = f Gas) TP Cele E Ca J) F 


F ST Cr) 
n! 


La — xp)". f (2) 


下 面 的 定理 表明 ,多 项 式 (?) 的 确 是 所 要 掏 的 nn 次 多 项 式 ， 

NE (Ta lo p En ”如果 函数 (x) 在 含有 xx, 的 某 个 开 
[X EJ Ca AABT Ce 10 BY B) En UA EE Ca D Qi. f (z) 
可 以 表示 为 (xz 一 zo) 的 一 个 2 次 多 项 式 与 一 个 余 项 R OOM: 
P 


G— an T 


Jf(z)= f) P Gu Go x) 
f" IS 


xr— =a)" TRA, (z), (3) 


其 中 
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TD 


Ra) = (n1 laa, (4) 
ix Ë £ Je <=, 52At. 
证 RAI fix) — pad. Hf uEHH 
JOE) 


R, r) = 


GFDI Caca (£ E x, 5 > Z Ë). 


咎 假设 可 知 ,R,(zT) 在 tu,8) 内 具有 直到 (wn 十 1) 阶 导数 , 且 
RC =R, Ca = R C) = RP ta 10. 
对 两 个 函数 ROO E laa PRE zo 及 二 为 端点 的 区 间 上 应 用 
柯 西 中 值 定 埋 ( 显 然 , 这 两 个 函数 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 ) ,得 
R, (=) R, Cx) —R, Cx) RED) 


CN ON 
(£, A A 
再 对 两 个 函数 RO aH Der r" 在 以 z, RE AAA 
间 上 应 用 柯 酉 中 值 定理 ,得 


R! (6) _ R/GO-R/ GU 
(a+ DE a? (mA 1) (8 — a 0 
RED 


Cata DE) a ! 
(£, # x, 53 š, e). 
照 此 方法 继续 做 下 去 ,经 过 (na 十 1) 次 后 ,得 
Rx) ORIO 
(r—z,2 7 (a+ 101 
Chio Ala AMA ro 与 之 问 ). 
注意 到 REO (r) = fMi OA pr o Cr) MA LAR 


FT EMT _ . 
miD la— =, y"! (人 在 ro 与 工 之 间 )， 


Rala) = 


定理 证 些 . 
d Xil xt (2 ER Xa PROC FOE Gr — 2 BRE REGE I) n WK k HL E 
项 式 , 公 式 (3) 称 为 FG 3&8 Gron) RE E sn 
R, Cx) BS le x oA, CORRA BERE BH BI Ese. 
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当 x= 0 ET , 8 IS yË SE PU FEBR H AAA: 
FI fird t f'(&)Xz—z) (TE x, S x I RID. 
Du. BEN PE BE J du bis ËB H d fpe IEA ME. 
ARA AE Eb EU QUE AURA E fix) 
时 ,其 误差 为 {KE.Cz)|., fn E XF E AP El SE BJ z, e HET EXC] Ca. 
DATES ATP | 总 不 超过 - -个 常数 A, W| S dà H xx: 


Qn E at «M p—p |171 (5 
| R, Cx | n +11 xy" < = ral (5) 
E lim Rn) —=0. 
y Lë ay 


由 此 可 见 , 当 nom 时 误差 [R, Cr) | E E Cr— n Y 高 阶 的 无 穷 小 ， 
an 

Rao) —o[ tr— ray]. 
这 样 ,我 们 提出 的 问题 完满 地 得 到 解决 . 


在 本 需要 余 项 的 精确 表达 式 时 ,n 阶 泰勒 公式 世 可 写成 


fx) = Fara + /' (=) (z— m) E Je Cr— as) 


十 of (z n] 

在 泰勒 公开 (3) 中 ,和 如果 取 z —0. B £ # 6 5 > Z B). 因此 可 

令 SMU AU Š 
FOOD f (0) + P ODxT M 


AA E) d 
toD 


Es E E 


(0<0<1). (6) 
或 写作 
FG) INL f OTH dota). 
由 此 得 近似 公式 : 
PO O a 


Far f(0)+ COM TN "T 
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VER fi sÉ COR RE BE nË, 


ROJS 


Kal 


M d£ 
G+)! ” C 
Bii 写 出 函数 f(r) 一 e* B n Br ya 3 k X. 
# 因为 
F=f (r)=e*, 
所 以 FO) — f! C00 — f"(0) =--="(0)=1. 
把 这 些 值 代 人 公式 (6) ,并 注意 到 TU (932 — e^ BE 48. 


z ” 
e=l+a+ +++ 
! n] 


Pr 
Garer (0<8<1). 


由 这 个 公式 可 知 , 若 把 e HDE n W 8 tpl # S X sk as N 


H n 
eI Se haen 
21 nl 


这 和 时 所 产生 的 误差 为 
— e nm 十 1 el n+l 
[R.Cx)| = Gar DI* re (Oe BI, 


如 果 取 w= 二 1, 则 得 无 理 数 e 的 近似 式 为 
ewiti teti, 


"a Ap e 3 
其 误差 [RID Grr 


M 4—10 时 ,可 算出 e= 二 2. 718282, 其 误差 不 超过 10 下 . 
例 2 K f(r) 一 sin zx 的 nn 阶 麦克 劳 林 公式 . 
解 ” 因 为 


F (x) =cos x.f'"(x)— —sin x,f"(x)-— —cos x=, 


fO Go) sin avr FG) —sin (r+) ， 


所 以 

f(0) —0, f (C —1, f'C0) 20, f£" (00) — —1, f? tO) D 
等 等 , EUT RBI T 330.1,0, — 1. FEE x COO dC 
n-—Zm) 


| I767 


3 5 Zem — 1 


= = mm] X 
sin rr tr “TD” TA =o 
其 中 
sin [9z+ (2m+105 | 
BE 
MEM m1 0018 KEEN 
Sin rex, 
这 时 误差 为 
, 3 3 
[R |= | AE (ALEA (onec, 
——94 x 6 | 
Em AAA 280 3,0 nnf 13 sin + BS 3 WO 81 5 W ir eL e Tt KX: 
SIB Aren is 和 s sin ti , 


其 误差 的 绝对 值 依次 不 超过 y Lei vn Leit, 以 上 三 个 近似 多 
项 式 及 正 纱 函 数 的 团 形 都 小 在 图 3 4 中 以 便于 比较 


4l 


图 3 一 4 


3 题 3 一 3 


1. f Ox — 40 GEELEN n! — bz ua 3044. 
2. 度 用 考 克 莹 林 公式 , 按 = E 5 YF ECHO 
一 


3. M zo 一 一 1 PL RES Dia Dn EE 
- 1770 


A. KB F(z} 一 tan x DÉI Rei, 

5 REK SG) re Dabé 

6. 当 sed 上 时, 求 函数 Y IRA. 

7. BP uE ocr MRAR eme LE le iei ERR. 
所 产生 的 误差 小 于 0.01.3020. V e 的 近似 值 , 使 误差 小 于 0.01. 

8. 应 用 三 阶 素 勒 公式 求 下 列 各 数 的 近似 值 ,并 估计 误差 : 

(1) XY 30i (2) sin 18". 


第 四 节 范 数 单调 性 的 判定 法 


第 -- 章 第 一 节 中 已 经 介绍 了 于 数 在 区 间 上 单调 的 概念 .下列 
利用 导数 来 对 阔 数 的 单调 性 进行 研究 . 

ADR PROC ?一 .Ar) 在 [ae 的 上 单调 增加 (单调 减少 ?, 那 未 它 的 
图 浓 是 一 条 沿 天 轴 正 向 上 升 ( 下 降 ? 的 曲线 ,这 时 ,如 图 3 一 5: 曲 线 
上 各 点 处 的 切线 斜率 是 非 负 的 (是 非 正 的 ), 即 y' 二 (x) 守 0Cy’ = 
三 (zs0). 由 此 可 见 , 函 数 的 单调 性 与 导数 的 符号 有 着 密切 的 联 


| 
t 
' 
| 
d 
' 
I 
| 
| 
b 


| 
s 


" 


GO 函数 图 形 上 升 时 切线 (by BARRE FERIAS E IE 
B3 AE f 
图 3 一 5 
反 过 来 ,能 否 用 导数 的 符 导 来 判定 函数 的 单调 性 呢 ? 
下 面 我 们 利用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 来 进行 讨论 . 
HB AGO E [a5] EXE S «E Ca 0D P3 8T S EC a 5] E TEC 
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两 点 a alar) :应 用 拉 略 半日 中 和 值 定理 ,得 到 
CAE ACTAS ir ON TA (13 

BLUT dECD XB ix —z > 0, E SD SR XE Ca DAX 

SOBRES BOO BESXE AE 8 FOO. 十 是 
LEE EE a O 0 

RII J (zi fGi, 
表明 函数 y 二 f(r) 在 [a,5] 上 单调 增加 . 同 理 , 如 果 在 (ta,5) 内 导数 
PORRA ESA BB PD FE f (z,) — 
FG 0, Hl FG 00 f Gn) RAAR y= 二 f(x) 在 [a,8] 上 单调 减 
zp. I 

归 纲 以 上 讨论 , 即 得 

函数 单调 性 的 判定 法 MAR y IAEA ALEA 
tas HATE. 

(1) WREG, DAFO HAB y AE la. o] E 
单调 增加 ， 

(2) hu dE Ca 0 q P Gr) 0, BE SR HR y 二 f(z) 在 [a,5] 上 
单调 减少 . 

如 果 把 这 个 判定 法 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 包 括 无 穷 
EEE ERA 

例 1 HEAR y sin r ALO. 21] EREHE. 

Wt PIE.) 

y =l cos x70, 

Bf VA h APE H D PA ?一 一 sin x 在 [0,?x] 上 单调 增加 . 

812 gene z—1 的 单调 性 . 

解 y! —e*— 1. 

PRSE y—e'—2x--18gsEg X I (— o6, +00), PRO TE C— 2.01 
A y 0. BT I BENE ye —r-11EC— 05,0] E A BE ag AP D re 
(0, oc) P] y 220. BE DL PR veel ELO, +00) FA 
Ip. 
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例 3 HERR y= mega. 

E epp MO ON. e, +00), 

a z==0 时 ,这 盘 数 的 导数 为 

— 

34x 

MP 一 0 时 ,函数 的 导数 不 存在 . 在 (一 ce,0) 内 ,wy<0, 因 此 函数 
y= A x! fg — 09,0] E 8 gjak p. E (0,+ 090 A, y 7 0, A I. K 
y=% T ELO, toi EPA. 函数 的 图 形 如 图 3 一 6 所 示 . 


y 


图 3-6 

我 们 注意 到 ,在 酌 2 中 ,x==0 EMB y—e—2x—1 的 单调 减 
少 区 间 ( 一 cc ,0 与 单调 增加 区 间 [5, 十 ce? 的 分 界 点 ,而 在 该 点 处 
y'=0. 在 例 3 中 ,zx=0 是 函数 y A HR REIR IP EC 8] (— 00,0] 
5 18H m1 ao, oo) 5 2 PL 8. + I TE XA PA Ab SEC ff TE. 

M. |i 2 8 IB SE Fe gg Bor REKA Eo Je RE 9 , TE E: 
当 我 们 用 导数 等 于 零 的 点 来 划分 函数 的 定义 区 间 以 后 ,就 可 以 使 
函数 在 各 个 部 分 区 间 上 单调 . 这 个 结论 对 于 在 定义 区 间 上 具有 连 
续 导 数 的 函数 都 是 成 立 的 .其 例 3 中 可 看 出 ,如 果 函 数 在 其 些 点 处 
不 可 导 , 则 划分 函数 的 定 久 区间 的 分 点 ,还 应 包括 这 些 导 数 不 存在 
的 点 . 综合 上 述 两 种 情形 ,我 们 有 如 下 结论 ， 

如 单 函 数 在 定义 区 间 上 连续 ,除去 有 限 个 导数 不 存在 的 点 外 
导数 存在 且 连 续 , 那 末 只 要 用 方程 F(x) 一 0 的 根 及 . 广 Czr) 不 存在 
GËEEGENT EE ERES CO YE E RE E 
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an. 


间 内 保持 固定 符号 ,因而 函数 fz) 在 每 个 部 分 区 间 上 单调 . 

Ma 确定 阔 数 f(z) 一 27; 一 9zx: 十 12x 一 3 的 单调 区 间 . 

E 这 函数 的 定 文 域 为 (一 ce ,十 sp). 求 这 函数 的 导数 : 

F x)e8z*—18r4d-1226(c—120c—2). 
解 方程 ÉGO-O.HDEE 
6Gc— D (rz—2}=0, 

18 ib Tz TE PR Hc 3 3 (— co +00) P3 B TR z, — 1.2 — 2. 3X BS 
TREC, +00) A RE = + Š AR EX RI (— 95,1 1L 2]1 & 2. 
+°). 

EXI (oe, DA. ler Ze, BEL P x30. 因此 ， 
函数 f(z) 在 (一 co,1]1 内 单调 增加 . EZ im CT. 22 Ps 1220, — 
2<0, 所 以 产 (z)< 之 0. 因此 ,函数 f(z) 在 [1,2] 上 单 请 减少 .在 区 
BC, 43-652 Hz —1220, x — 2220, PE DE P (=> 0. B Jt, 8 E 
zz 在 [2 ,十 co? 上 单调 增加 . 

EE ?一 xz) 的 图 形 如 图 3 一 7 Bion. 


图 3 一 ? 图 3 一 8 
BS 讨论 函数 ?一 z 的 单调 性 . 
E 这 函数 的 定 尽 域 为 (一 co ,十 co) 
181- 


函数 的 导数 y 37. 显然 ,除了 点 0 使 YOR ERA 
Sek bI 0. HEAR y 在 区 间 ( 一 co ,0 及 [0. 十 ee) 上 
都 是 单调 增加 的 ,从 而 在 整个 定义 域 ( 一 co ,十 co) 内 是 单调 增加 
的 , 在 z 一 0 处 曲线 有 一 水 平 切线 . 函数 的 图 形 如 图 3 一 8 所 示 . 

一 般 地 ,如 果 产 (z) 在 某 区 间 闪 的 有 限 个 点 处 为 零 ,在 其 余 各 
点 处 均 为 正 ( 或 筑 ) 时 , 那 末 f(z) 在 该 区 间 上 仍旧 是 单调 增加 (或 
单调 减少 ) 的 . 

最 后 ,我 们 举 一 个 利用 函数 的 单调 性 证 明 不 等 式 的 例子 . 

例 6 证 明 : 当 zx>1 时 ,2 /z>3—1. 


证 $ra v 云 一 (3 一 二) ,出 


= l1. ll u 
fo) Pp Z= 1). 

rz) 在 [1, 十 oo) 上 连续 ,在 (3, 十 ee) 内 疡 (zy20D 因 此 在 [1， 
4-co) b FO ELE Br. JA W > 1 Bf, AG f 35. 


由 于 f(1)—0,8 fi f/OD—0,BB 
2 Via, 


亦 即 243 G1. 
3 H 3 一 4 


1. ABRE f(z)=arctan x 一 x 的 单调 性 ， 
2. JA P PQ NE FCD mur cos rO rin n A A tE. 
` 3. 确定 下 列 函数 的 单调 区 间 : 
CU) A ett siet (>); 


=> Y = ui 
(3) IP ez (4) y—ln Gt 1:204 
(5) y—G— DG D, (8) y— V (2z—2)(a—xY (a0); 


(D yare" GOTO (8) y-—rl|sin2rl. 
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4. 证 明 下 列 不 等 式 : 


o) EE Bege 


SEET bola (a+ wr Y la? 
(3) 当 0<z<< 于 时 ,sin z+tan rz, 


(4) M tie TB tan aca: 

(5) > Bb 2a 

5， 试 证 方程 sn z=z 只 有 一 个 实 根 . 

6， 讨论 方程 In x 一 ax( 其 中 a>0)? 有 几 个 实 根 ? 

7. 单调 尊 数 的 导 函 数 是 否 几 为 单调 函数 ? MAFIA PAT: 


fez)= rt sin z. 
第 五 节 ”函数 的 极 值 及 其 求法 


# ET BIA 中 我 们 看 到 ,点 x=1 K r= 是 函数 
fio -—253—9x'-12x—3 

的 单调 区 间 的 分 界 点 , 例如 ,在 点 了 一 1 BJ F SEES PEE AO JE 
学 调 增 加 的 ,在 点 =1 BJ h MM BE ,函数 f(z) 是 单调 减少 的 - p 
此 ,存在 着 点 二 1 的 一 个 去 心 刍 域 , 对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 点 
x. OIL FO Ep gx. 类 极地 ,关于 点 z 一 2, 也 存在 善 -- 个 去 心 
邻 域 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 点 £020 0 f C2) R (BARA 
3— 0. 具有 这 种 性 质 的 点 如 x 二 1 及 x 一 2, 在 应 用 上 有 着 重要 的 
意义 ,值得 我 们 对 此 作 一 般 性 的 讨论 . 

EX MAR (4) 在 区 间 (a,5) 内 有 定义 ;xo 是 (4,58) 内 的 一 
WW RFEA o 的 一 个 去 心 邻 域 ,对 于 这 去 心 加 域内 的 任 
f] ER z, AGO Lf E EW E O PA 
值 ;如 困 存 在 着 点 r. 的 一 个 去 心 邻 域 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 
ER xf Cx) 2 f Go) 8 BOSE MER IIA LOO BS TAME. 

BR $k BU AA AM S 2 pi CB RC TAL, DE pa Sk Wa A 
的 点 称 为 极 值 点 .例如 ,上 节 例 4 中 的 函数 
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J(z)=2z*—9z*+12z—3 
有 和 极 大 值 FC) —2 和 极 小 值 f(02)=1, A z==1 ft z=—2 是 函数 
FORA. 

项 数 的 极 大 值 和 极 小 值 概 念 是 局 部 性 的 ,如 果 (xs) 是 函数 
子 {z7 的 -个 极 大 值 , 那 只 是 就 mm 附近 的 一 个 局 部 范围 来 说 、 
ANDRE f(x) 的 一 个 最 大 值 ; 如 果 就 f(x) 的 整个 定义 域 来 说 ， 
ro) 不 见得 是 最 大 值 .关于 极 小 值 也 类 仇 . 

在 图 3 一 9 中 ,函数 /tr) 有 两 个 极 大 值 :f(xz}、flxs) ,三 个 极 
AMI O Fr rz 其 中 极 大 值 FG BE IP BR Fon XE 
小 , 就 整个 区 间 [a,5j 来 说 ,具有 一 个 极 小 值 .ffzi) 同 时 也 是 最 小 
值 ,而 没有 一 个 极 大 什 是 最 大 值 . 


y 


BH 3 一 9 

从 图 中 还 可 看 到 ,在 函数 取得 极 值 处 ,曲线 上 的 切线 是 水 平 
的 .但 曲线 上 有 水 平 切 线 的 地 方 ,函数 不 一 定 取 得 极 人 .例如 图 中 
L= rs 处 ,曲线 上 有 水 平 切 钱 , 但 /zx3) 不 是 极 值 . 

现在 就 来 讨论 痛 数 取得 极 盾 的 必要 条 件 和 充分 条 件 . 

TELGE BAR f(x) 在 点 ze 处 可 导 , 且 在 z, 处 
CO IMC ELTERE EL p AS (a —0. 

证 “为 确定 起 见 BEGORRA EdE A AR E T a fe 
地 证 明 ). 根据 极 大 慎 的 定义 ,在 xs 的 某 个 去 心 邻 域内 ,对 于 和 任何 
Aa GfGoOBm&mu rà, 

Mazo E 
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FF y, 
X— X 


FI, 


因此 J' (z) 一 lim ， 一 

a T— Ty 
当 >> z, 时 
DAI o, 
GE, 

因此 PGO— tim AO — f o, 
=—r + T To 

从 而 得 到 F Lois. 


后 导 数 为 替 的 点 ( 即 方程 A G0 —0 的 实 根 ) 叫 艇 函数 f (r) E 
ER EE 1 就 是 说 :可 导 画 数 乒 <) 的 极 值 点 必定 是 它 的 驻 点 . TE 
反 过 来 ;函数 的 驻 点 却 不 一 定 是 极 秆 点 . 例如 ,f(x) 二 x' 的 导数 
Fu =3x2, fr (0)= 0, A x= 0 Jš ix ni TB AERE A+ x 二 0 
DES S4 LE 8 (8 MERECE ABESSE T Cy VP 1 
MERO AR AAA OR E D E ARE AAA 
点 究竟 取得 极 大 和 值 还 是 极 小 值 . 回想 到 函数 单调 性 的 判定 法 可 以 
知道 ,如 果 在 驻 点 的 左 侧 邻近 和 右 删 邻近 施 数 的 导数 分 别 保 持 一 
EARS , 那 末 刚才 提出 的 问题 是 容易 解决 的 . 下 面 的 定理 2 实质 
上 就 是 利用 函数 的 单调 性 来 判定 函数 的 极 和 值 的 . 

定理 2( 第 一 种 充分 条 件 ) 设 函 数 jz 在 点 z. 的 一 个 分 域 
内 可 导 且 /'(=z,)=0. 

(1) 如 果 当 > EX > 左 侧 轨 近 的 值 灶 , 广 (x) 恒 为 正 ; 当 之 取 坟 ， 
AER. OEA FAR (x) 在 zx。 处 取得 极 大 
值 ; 

(2) MAS r 取 r ZM SEXE RU HERE 7 004829 f; r WK x. 
AMBAS OBAE FAB ODA HEBE 
值 ; 

(3) WRH > HR < Ze P8 B GE UE ER RII P Co f8 5 IE SK TH 
An ARER f(x) 在 z 处 没有 极 值 . 
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证 事实 上 ,就 情形 (1) 来 说 ,根据 画 数 单调 性 的 判定 法 ,函数 
了 (zx) 在 xo 的 左 侧 邻 近 是 单调 增加 的 ,在 =, 的 右 侧 邻近 是 单调 减 
少 的 ,因此 f Cx e fz) 的 一 个 极 大 值 (图 3 一 10(a)7. 


H 


y= f) 


y= fir) 
. | ` 
Pao 


H "E 
FAS fu IO pa y>0 


(a) Chi 


. (if 


| 
MERA MES 
I 


(e) td? 
E 3-10 

类 似 地 可 论证 情形 (2)( 图 3 一 10(b)) 及 情形 (3?( 图 3 一 10 
(c). Cd). 

定理 2 ib | WE 2.3 E BD SË H H Hh A PF z, 
Bf, Wi E 产 (x) 的 符号 由 正 变 负 ; 那 末 GOA z, 处 取得 极 大 值 ; 如 
果 F(z) 的 符号 由 人 负 变 正 , 那 未 f GO dE z, 处 取得 极 小 值 ; 如 果 
产 (z) 的 符号 并 不 改变 RA AGO XE z, 处 没有 极 值 . 

根据 上 面 的 两 个 定理 SD SERRE fz) 在 所 讨论 的 区 和 同 内 各 点 
处 都 具有 导数 ,我 们 就 可 以 按 下 列 步骤 来 求 f(z) 的 极 值 点 和 航 
E: 

e 186» 


O2 永山 导数 P Oni 

(2) 求 出 Fz) 的 全 部 驻 点 ( 即 求 出 方程 P (0 —0 在 所 讨论 
的 区 间 内 的 全 部 实 根 ); 

(3) 考察 万 (z) 的 符号 在 每 个 驻 点 的 左 . 右 邹 近 的 情形 .以 便 
确定 该 驻 点 是 否 是 极 值 点 ,如 果 是 极 值 点 ,还 要 按 定 理 2 确定 对 应 
W RAA ERRARE; 

(4) jKH S 8 yx RL 59 PB Sr E AAA ftx) 的 全 部 极 值 . 

例 1 求 函 数 六 rz) 一 研一 3z2 一 9zr 十 5 BR f. 

E (DF (O =34— Br 9=3 (1H 1D M3. 

(2) $ 3(>z—1)(z—3)=0,33839E8 z== —1,z;=3. 

(3) H f'(z)=3(z+)(z=—3)3E88 E PCS: 

Ma 1 MAMAR +10 7-30, HU f' (z)2> 
0, 

EE ERR E M iB. rd 120,2—3«0, BEI P GO 
0; Dm, gi, AA z= —1 处 取得 极 大 值 . I) E LR EX 
在 x 二 3 处 取得 极 小 值 ， 

(4) HERRIA FED) =10 RAM FS) =— 22. 

LEA ACE TE RE MAA ARMAR ELS 79 7888] ETA 
用 下 列 定理 来 判定 fxz) 在 驻 点 处 取得 极 大 值 还 有 是 极 小 值 . 

定理 3( 第 二 种 充分 条 件 ) RAR GO ERR >, 处 具有 二 内 
导数 且 F (ro =0, (a) 0, PA 

(1) H f"(z,)<<0 A, A f(z) 在 x。 处 取得 极 大 值 ; 

(2) 当 GI E FC dE z. PRU J DE. 

证 在 情形 人 1), 由 于 产 (zo)<0, 按 二 阶 导数 的 定义 有 


f' Ga) lim PIDO Cra) 


Esp LE — ai 
E 8 P S R UELLE ECCE >, BD BE WE P BJ 2 EVER M 
时 ， 


«0. 


PG) f Cn? . 


X— X. 


0. 
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但 P Gn = 0, BEL ES BD 

£s 
BT DIR TAE bA BST m SE UL P GO a a HEM 
因此 ; 当 z— z, =< 0 EB] z< x, Hd. (z>>-0; 33 z— a >-0 EB] => x, 
ESP ALO. TERREN 2 MUN REA z ARCA 

38 (DI Rh "T P BF HH TREES C2). 

定理 3 AB RAR / (z) EE ro 处 的 二 阶 导 数 [UC 
FO MAA zt 一 定 是 极 值 点 ,并 且 可 以 按 二 阶 导 数 . 产 (zs) 的 
符号 来 判定 PROBE IAB. 但 如 果 疡 (ro 一 0 定理 3 
就 不 能 应 用 . HE E, fr (z.)=0,/7”(z —0 BF, FG TE x, 处 可 
能 有 极 大 值 , 也 可 能 有 极 小 值 ,也 可 能 没有 极 值 . 33, A 0) — 
— zt, f.(z)= xt, f ma 这 三 个 函数 在 O EE Sk r WÄRT 
三 种 情况 . Ei io, ü E pi Sk ZE TE x BR B] — Er SECOS MAA £3 i 
一 阶 导数 在 驻 点 左右 邻近 的 符号 来 判别 ， 

例 2 RAR FG) — GI —1 1 的 极 值 . 

解 (DF —s5rlat—1). 

(229 WE AE BEA zi 一 一 1,zxs 一 0yzra3 一 1. 

QD f" 2—605—15(52z3 —1). 

C BI. 700) — 6220, E z= 0 EET ER J ÉL MAMA 
F(0)=0. 

GSRASOD=FSD=0, FHRE BE 3 无 法 判别 .考察 一 阶 导数 
FODERA zi 一 一 1 及 zs 一 1 Zë DEE, 

34 x HR— 1 A eS E A ALIE AO 2H z XA — 1058 KA 
MBR) FOCO P uz) B yE AAA DL Fide x— 
一 1 AE 3E 3 ER BL. 同 理 ,f(x) 在 x=1 处 也 没有 极 值 (图 3 一 11). 

以 上 讨论 函数 的 极 值 时 ,假定 函数 在 所 讨论 的 区 间 内 可 导 . 在 
此 条 件 下 ,由 定理 1 知道 , 臣 数 的 极 值 点 一 定 是 驻 点 ,因此 求 出 全 
部 驻 点 后 ,再 恶 -一 考 察 各 个 驻 点 是 理 为 极 值 点 就 行 了 . 但 如 果 函 数 

WEI 


在 个 别 点 处 不 可 导 , 那 未 上述 条 件 就 不 满足 ,这 时 便 不 能 肯定 极 秆 
点 一 定 是 驻 点 了 - 事实 上 ,在 导数 不 存在 的 点 处 , 郴 数 也 可 能 取得 
极 值 ,下 面 的 例 3 全 是 这 样 的 例子 . 


| 


1 O 1 x 
图 3 一 11 图 3 一 12 
例 3 求 函 数 f(r} 一 1 一 Cx 一 2): ”的 极 值 . 
解 ” 当 xz 了 关 2 时 ， 
LESE A; 
3 YY 工 一 2 


4 r=2 时 ,请 (xz) 不 存在 . 

当 z=2 时 , 邯 在 (一 co ,2 和 (2, 十 cc? 内 的 各 点 处 ,六 (z) 都 
存在 ,上 且 万 (z) 天 0. 很 据 定 理 1,8z)y 在 这 两 个 区 间 内 没有 极 秆 
A. HEEE El 09.22 A, C2 72 0 IRE. FOX HR BW H; E 
(2, 4-99) V3 f! (32 LO BL A e. 

H4 r=2 hf. f GOORTEdEL(BER SE f(x} 在 该 点 连续 ,再 由 上 面 
得 到 的 函数 的 单调 性 ,可 知 f(2)—= 1 dE B $k LC BEBE EL. eS E 
的 图 形 如 图 3 一 12 所 示 . 


3j D 3 一 5 
1- 求 下 列 丁 数 的 极 值 : 
(1) y—2x—2z-F 83; (2) y— 22? — 321 
(3) y— 2x! — 6x* EE 7; (42 3 一 -一 In (1+ x); 
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(5) yoo — ab EE (6) wäi v1 a, 


D o. sy Srt i, 
(8) y-*e*cos ai (10) y—23, 

(11) y—2e*-Fe *; (12) y=2 - G- D$; 
(13) y —3—2G-- +, (14) y=x ttan z. 


2.、 斌 证 明 : 如 果 郑 数 y=ar' Herter Fd MEAR See 0, TI 
函数 没有 极 值 ， 

3. 试问 “为何 值 时 ,函数 f Cr? 一 asin a+ sin 3z 在 x 一 分 处 取得 极 
值 ? 它 是 级 大 值 还 是 极 小 值 ? 并 求 此 极 值 . 


第 六 节 ”最 大 值 .最 小 值 问 题 


在 工农 业 生 产 . 工 程 技术 及 科学 实验 中 ,常常 会 遇 到 这 样 一 类 
问题 :在 - 定 条 件 下 ,怎样 使 * 产 品 最 多 ”、“ 用 料 最 省 ”“ 成 本 最 
低 ”“ 效 率 最 高 "等 问题 ,这 类 问题 在 数学 上 有 了 时 可 归结 为 求 某 -- 
函数 (通常 称 为 目标 函数 ) 的 最 大 值 或 最 小 值 问题. 

假定 函数 (zx) 在 团 区 间 [a, 刀 上 连续 ,在 开 区 间 (a,5) 内 可 
导 , 且 至 多 在 有 限 个 点 处 导数 为 零 . 在 上 述 条 件 下 ,我 们 来 讨论 
f(x) 在 [a;5] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 的 求法 . 

首先 ,由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ,可 知 f(z) 在 La,5] 上 的 最 
大 值 和 最 小 值 一 定 存在 . 

其 次 ,如 果 最 大 值 (或 最 小 值 )f aD EF E H ab) A BIR z, 
处 取得 , 那 末 , 接 f(z) 在 开 区 间 内 可 导 且 至 多 有 有 限 个 驻 点 的 假 
定 , 可 知 f(xo) 一 定 也 是 f(x) 的 极 大 值 (或 极 小 值 ), 从 而 z 一 定 
是 fOe) HORE GR. 又 f(z) 的 最 大 值 和 最 小 值 也 可 能 在 区 间 的 端点 
处 取得 . 因此 ,可 用 如 下 方法 求 /(x) 在 [a, 幻 上 的 最 大 值 和 最 小 
值 

BE f GO E (a, PD PLI SE BUR o ,7,， 则 比较 

Fiad, f Gru fUr D FU 
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的 大 小 ,其 中 最 大 的 便 是 (O Hlad] E ARAI, i hi E E 

f(z) 在 -a,8j 上 的 最 小 值 . 

Di RAM y=20+30—12r+14 在 [一 3,4] 上 的 最 大 值 
与 最 小 值 . 

解 

f G)—2354-335— 12x4-14, 
Po =6 +60 12=6(4+ 2D (21). 

解 方程 (O 一 0, 得 到 r ECKER 
f£(—3)—2€— 39 -3€C- 3)! 12(—32 4-14— 235 
f(—2)252(—2Y) -8€C- 2)! 12€ 722 -14— 845 
f0)22-4-3—124-14—7; 

f) —2X4'3X 4 —12X 4414-142. 

比较 可 得 A(x) 在 x 一 4 取得 它 在 [一 3,4] 上 的 最 大 值 U) — 142, 

在 z=1 取得 它 在 [一 3,4j 上 的 最 小 值 FOO =7. 

例 2 铁路 线 上 AB 段 的 距离 为 100km. 工 广 C 焉 4 处 为 
20km, AC EE TF ABC 3-19). 为 了 运输 需要 ,要 在 AB 线 上 选 
定 一 点 D 向 工厂 修筑 一 条 公路 . 已 知 铁路 每 公里 货运 的 运费 与 公 
路 上 每 公里 货运 的 运费 之 比 为 3: 5. 为 了 使 货物 从 供应 站 B i= J 
工厂 C 的 运费 最 省 , 问 D 点 应 选 在 何 处 ? 


A H 
D 1001 km 
zuk m 


c 
图 3 一 13 


解 ” 设 4D=rkm), 那 末 DB=100— z, 
CD= v20 十 好 一 “400 十 2， 
比 为 3: 5, 因 此 我 们 不 妨 设 铁路 上 每 公里 的 运费 为 3, 2 E 
= 19l- 


KEE KEE E Gun E ECKE SE 55 889 3; 2 EE 
EH). EMA B 8I C AREA A y A 
y=5k + CD+3k + DB, 
BD y=5k /400+-z2+3&(100—z) (0<1<100). 
现在 ,问题 就 归结 为 :z E C0, 100 TP F BJ (ñ PJ E] Pr ERE y 的 
值 最 小 . 


NR yo rds. 
zn br | 
> 4009 zi 


解 方 程 y 0,48 2=15(km). 


1 
H TF y Lo = 400%) y | 2.15 = 3805. y|. 100 = 5004 lcu 


"PAL y | 1: = 380% hb, B EM AD x= 15km Bj, d im RA 
最 省 . 

在 求 函 数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 时 ,特别 值得 指出 的 是 下 述 情 
E f(x) 在 一 个 区 癌 ( 有 限 或 无 限 , 开 或 闭 ) 内 可 导 且 只 有 一 个 驻 
A ro HAM TER zo EE A(z) 的 极 值 点 , 那 末 , 当 fr.) E 
JAME FOME fx) 在 该 区 间 上 的 最 大 值 (图 3—14G005 4 f 
(z) EE E ^P ELSE f Ce, EJ FO) dE Ce] E Bd J 8 CE 3 一 14 
(b2). 在 应 用 问题 中 往往 遇 着 这 样 的 情形 ， 


y y 


rfi) fa, | 
C DCN | 


I | 
| poe i 
! 


| 
| 
| 
i 
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还 要 指出 ,实际 问题 中 ,往往 根据 阿 题 的 性 质 就 可 以 断定 可 导 
函数 A(z} 确 有 最 大 值 或 最 小 值 ,而 县 一 定 在 定义 区 闻 内 部 取得 . 
这 时 如 果 A(x) 在 定义 区 他 内 部 只 有 一 个 驻 点 x, 那 末 不 必 讨 论 
f(z0o) 是 不 是 极 值 ,就 可 以 断定 /zxo) 是 最 大 值 或 最 小 值 . 

例 3 把 一 根 直径 为 dq 的 圆 木 锯 成 截面 为 矩形 的 梁 
(图 3— 150. 问 和 矩形 截面 的 高 丸和 宽 5 应 如 何 选择 才能 使 梁 的 抗 


EX qub 66 2 
WE ”由 力学 分 析 知 道 : 抢 形 梁 的 抗 弯 截 面 模 量 为 
l, P n 
W — h . 
由 图 3 一 15 看 出 ,5 与 有 下 面 的 关系 : 
MEET WI 
因而 W= dbb). 
这 样 ,W 就 是 自 变量 45 的 函数 ,5 的 变化 范 — 
Bid CO d). 现在 ;问题 化 为 :6 等 于 多少 时 图 3 一 13 


目标 函数 三 取 最 大 值 ? 为 此 , 求 W 对 5 的 导数 ，; 
w'—l s. 


1 

i aa 
HF SEE] IBCK LES S BL BE ETE. TI HECO d) A RRR EE 
E.W —0 在 (0,d) 内 只 有 一 个 根 p= | aeos sla 
时 ,W 的 值 最 大 . 这 时 ， 


= = a 


解 方程 , 令 W'—0,fü 
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3 题 3—6 
1. NEE ol Sa EE 
(1) y=? r,  — erm; 
(D 3 一 入 一 8z 42, 一 1 过 < 二 34 


(D y=r+ dl —5s5=<zr=1. 

2， 设 y=z:—2z—1. [ij 等 于 多 少时 ,?y 的 值 最 小 ? 并 求 出 它 的 最 小 值 . 

3. HE y=2r— 5r. [n] x S T E b y 的 值 最 大 ? 并 求 出 它 的 最 大 介 . 

A HAR y= 2r- br Br T ENKEN GE OC ET ECKE E ED 
Y EX. 

5. AAR y O) ERI B R f S A E? 


T 


6. HEK x= ROA EA 

7. FERMARE | Ky AE RAFA 20m 长 的 墙壁. 
fal 2 RIERA 37 5: > B B zx MAA 

MEZ RI tt hiq. ARA V PJ RF ie = 和 高 等 于 多 少时 ,才能 使 
表面 积 最 小 ? k fE BU AS S EEE 

9. 某 地 区 防空 润 的 截面 拟 建成 矩形 加 半 国 (图 3— 16). 截面 的 面积 为 
Sm. IE] W $£ + 为 多 少时 才能 使 截面 的 局 长 最 小 ,从 而 司 建 造 时 所 用 的 材料 
最 省 ? 


图 3—16 图 3 一 17 
10. 设 有 重量 为 Ske 的 物体 , 置 于 水 平面 上 , 受 力 广 的 必用 而 开始 移动 (图 
3—17). BEBE HR # $k a= 0. 28 AA F S K 3 ER DS TE fll a 为 多少 时 , 才 可 合力 


s 1945 


FEA DAR 

li. 有 -~ 杠杆 ,支点 在 它 的 一 端 . 在 距 支 点 0. tm 处 挂 一 重 明 为 49kg 的 
PB Ji J) T 3 FF A — S E +T FF Pe Fp 2k F.C 3 18). ID ELTE BF m 的 重 
其 为 5kg, 求 最 省 方 的 杆 长 ? 


F 
$.1 m 
F- 
kg u _ 


图 3—18 3—19 
12. M — B > fS R W M£ H LEA TAERA + Wa CA 3 一 
19). MA F B PRILEG ES 3 K EL Wk 8. EL 2 
13， 某 吊车 的 车 身高 为 1. om. AE 15m. 现在 要 把 一 个 6m A,m 高 
的 屋 架 ,水 平地 吊 到 6m 高 的 柱子 上 去 (图 3 一 20), 问 能 和 再 吊 得 上 去 ? 


xa) (b) 
3—20 


第 七 节 和 内线 的 各 所 与 拐点 


在 第 四 节 及 第 五 节 里 ,我 们 研究 了 上 郑 数 的 单调 性 与 援 值 ,这 对 
于 描 综 函数 的 图 形 有 很 大 的 作用 . 但是 ,仅仅 知道 这 些 , 还 不 能 比 
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较 准 确 邮 描绘 旺 数 的 图 形 , Plan. al " 
3 一 21 中 有 陋 条 曲线 弧 , 昌 然 它们 都 | 
是 上 升 的 ,但 图 形 却 有 显著 的 不 同 ， 


aCB 是 向 上 凸 的 曲线 ,而 4DB6 是 向 4 P 
EM B) HE ETA Pr TË 2 Inl. 

下 面 我 们 就 来 研究 曲线 的 凹凸 性 及 | 
其 判别 法 . 9 ` 
IJ OASE ANIMA 图 3 一 21 

AE mmm, MAZA 
GE) 
Tarja 
| 12 | 
| | | 
I ! I 
1 | 
fe | VG 
r a ] x 
1 = z z 
(ay (b) 
图 3 一 22 


间 的 发 总 位 于 这 两 点 间 的 弧 自 的 上 方 (图 3 一 22(a)》, 而 有 的 曲线 . 
EA UA 3 2200. dii ££ 89 xXx fb #E p EC Ez i £8 B DU h 
性 . ES E i ER Bg [uj 5 RT a EEGEN 
ts E 6038 F AC A ERA EE Fe 
"Fg d d IT Ps E HO E XL. 

定义 设 f(x) 在 区 间 1 上 连续, 如果 对 了 上 任意 两 点 nace 
恒 有 


| a +2: Fada) 
[$5] e e. 
那 末 称 FCO REL EISHIER CR E) BAS CRDI RSR 
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dor doa Xi m) 
DËSE T 2 
SEIT EOL DARE. 

URB 六 zx) 在 了 内 具有 二 阶 导数 , 那 末 可 以 利用 二 阶 导 数 
的 符号 来 判定 曲线 的 思 凸 性 ,这 就 是 下 面 的 曲线 凹凸 性 的 判定 定 
E. 我 们 仅 就 了 为 闭 区 间 的 情形 来 叙述 定理 , 当 了 工 不 是 了 轩 区 间 时 ， 
定理 类 同 . 

定理 设 f(x) 在 [a,5. 上 连续 ,在 (a,58) 内 典 有 一 阶 和 二 阶 导 
LET E 

(D AECA SOI FG e La ^1 E RTI TE I 
e. 

(2) 着 在 (ae 内 PO FG 3E La.^ ] E ËJ BE E E Cà 
m. 

证 上 明 ”在 情形 (1), 设 x fl AL b] f. BS K. H r< 


pU Ez 


zz 2 
十 ,由 控 格 朗 日 中 值 公 式 , 得 

f(z; h — Firo = FP (za +J h)h, 

f Gi) — fa —8) — f! Gs —6R)h, 
其 中 0-0, 1.0-6, 1. 两 式 相 减 , 即 得 
FG A) +H f Gs —h) 2f Gs) — LP Go 4-08 — P Gro 0,h) lh. 
对 GO EIX Bl [xs — 04 xs thh] E 380] FE Pr fi BREL H h (E: x. 
fa 


— zy Hi X3 y Eo T-t] =A, DÄ £i = zr TEE A 


LE (z 8,8) — P! Gi —6,h) TAS LUCO AH BA, 
其 中 zo hay. W AW JE O MB LEO, A 


Bn JG PAY Gs fo), 
亦 即 reo Gs) p| ata) , 


| 1977 


所 以 六 号 在 La 的 上 上 的 图 形 是 加 的 . 

354p Ho pÍ HE BB AE C2). 

例 1 判断 曲线 v—la + 的 凹凸 性 ， 

解 办 为 y== 立 ,y= 一 十 ， 所 以 在 因数 > 一 in z 的 定义 域 
CO, =o) P3 ll, h DI SS DN dit GC F e OR ol om. DER y In < 
ERHI. 

例 2 PIRR y= simt. 

MH ”因为 dii, 光一 6z: 当 < 时 ， yO, 所 以 
ERE C— 05,0 A 3E a y 0, PEEL dh £& ELO. 
T o9) PRA PL SRE 3 一 8). 

Ap Lex Co 00 ili £ i AA ERA. 
一 般 地 ,连续 曲线 y — f Go E MUJ 5 AR Tj ix EROS iX BH 28 E 

如 何 来 寻找 曲线 y — f (r) B) RU? 

前 已 知道 ,由 Oz) BS I 5 ny A E dii #% 53 (uj hb. W S 
FG) -0, 而 "CO TE z, 的 左右 两 侧 令 近 蜡 号 ; 那 末 点 (xo， 
FERRERA RH RI EIB Ers 
数 , 我 们 就 可 以 按 下 列 步 又 来 判定 曲线 y f (z) AA 

(1) 求 产 (z); 

(2) & 产 (zr) 一 0, 解 出 这 方程 在 区 间 (e, 纪 内 的 实 根 

C3) 对 于 (22 中 解 出 的 每 一 个 实 根 ns ,检查 OTE IER 
两 侧 邻 近 的 符号 ,如 果 PCz) 在 xm 的 在 . 右 两 侧 邻 近 分 别 保 持 一 
定 的 符号 , 那 末 当 两 侧 的 符号 相反 时 , s (>, ABE. A 
侧 的 符号 相同 时 ,点 (zsyFCxro)) 不 是 拐点 . 

例 3 RWA y=20+32—120+14 Bg38 4. 


和 解 y — 6-612, 1226 12[ x+]. 
解 方 程 = o. xz 一 一 本. 当 a, yO; > my 
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>0. 因此 ,点 | —3 1.59 d. 7) B kdi 0938 8. 
— 3x*—4z*-- 1 B8 13 jx Rn. rt irr DC. 
f BA y=3r art] XE XL C 00, +00). 
—122r!—12z', 


Ange 24x 362[ =— | . 
NO SS y'—0,f8 amO 
zi—0 及 n= RRR E X R C co, E09) AE REAR 


SR. naien E US. Ae) 
fe (—00,0) A 7-0, REHE K E (— 00,0] r RN. 
i£ [o£] 内 ,< 0, 因 此 在 区 间 [o, 半 ] 上 这 曲线 是 凸 的 . 在 


[+o |. >o, ae | 2. +00) 上 这 曲线 是 四 的 ， 


=0 时 ,? 一 1, 点 (0,1) 是 这 曲线 的 一 个 拐点 .一 也 时 y= 


11 2 11 
AG) ec m i 


As 问 曲线 y E GN? 
x y —A4r,.y'—12x. 
显然 ,只 有 z 一 0 是 方程 y"= 0 BIB. fH 23 >> 0 时 ,无 论 x0 
或 zx 都 有 yw>>0, 因 此 点 (0;0) 不 是 这 上 曲线 的 拐点 . 曲线 y — r' 
RAHA, CEC, 090 Pg RI BS. 
@ 6 求 曲线 ?一 Y 工 的 损 点 . 
f "ewer, Loi Së, 7260 IN 
p__1 a. 2 
7 gr YZ 
当 z=0 时 ,y yy" 都 不 存在 . 故 二 阶 导 数 在 (一 0 ,十 ce) 内 不 连续 
且 不 具有 零点 -但 x+ 二 0 E yx 不 存在 的 点 ; 它 把 (一 %, 十 0) 分 成 
» 1995 


两 个 部 分 区 间 : C— 99,0], [0, 3-922. | 

EC 02,0) 8 , y" 0, 3x HA (— 05,0] E E gé. 在 (0， 
Lo) Fi y" 0, MAREO 3-090 E E PS. 

r=ü0BJ,y=0, 8 (0,048 xx dii £869 — T £8 ex. 


3 HB 3 一 7 
1 判定 下 列 曲 线 的 凹凸 性 : 
(1) y—4r— 2x, (2) y=sh =; 
G) yz 十 二 (0), — (4) y=rarctan z. 
2. R F Fu gi S 1 JE B 3 AR URBI F C RI, 
(1) y= xr — 5r tH 3r4d-5; (2) y= re"; 
(3) y= Gcr Dre; (4) yn Cr'—- Di 
(5) yen, (6) y=2*(12ln z— 75. 


3. HF E E ERE B I E ERR P3183 51. 
mm oy E (1>0,y>0. ERT 


(2) C se PS (Xy 


(3) zln z+ yln y r4- yin LL (220,520, 235 y). 
4. oR TF P ET GEES 

(1) r—Ó.y—8b0bÜ: 

(2) z-2acot "oc? 


7A 

6. Bl a.b AAEN RO 3228 HR y az 十 br? 的 的 点 ? 

T. dE REM 一 aza 十 5z2 十 cz 十 本 中 的 ac sd 使 得 点 (一 2 44)7 为 驻 
点 ;C1, 一 10) 为 指点 . 

8. TEMERE y 一 kx: 一 37 中 上 的 值 , 使 曲线 的 拐点 钼 的 法 线 通 过 售 点 . 

9. É y= DER 的 杂 邻 域内 具有 三 阶 连续 导数 ;如果 /' (a, — 
O, a) — 0, T8. I" Ge 25 0, b b] runs XE ER BA? AA X e. 
fOGQ)MHES dim? MER? 
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第 八 节 ”函数 图 形 的 描 绽 


借助 于 一 阶 导 数 的 符号 ,可 以 确定 函数 留 形 在 哪个 区 间 上 上 
升 ,在 哪个 多 了 间 上 下 隆 , 在 什么 地 方 有 极 值 点 ;借助 于 二 阶 导 数 的 
符 导 ,可 以 确定 函数 图 形 在 里 个 区 间 上 为 四 ,在 腑 个 区 间 上 为 点 ， 
#H AFARA. 知道 了 函数 图 形 的 升降 .向 凸 以 及 极 值 点 和 损 
点 后 ,也 就 可 以 掌握 函数 的 性 态 ,并 把 函 获 的 图 形 画 得 比较 准确 . 

利用 导数 描绘 活 数 图 形 的 一 般 步 骤 如 下 ， 

第 一 步 ” 确定 函数 y 一 了 (zx) 的 定义 域 ,并 求 出 函数 的 一 阶 导 
ESF CATIA: 

SE KH yE P GO) —0 RI "0 —0 在 函数 定义 域内 的 
A BE SER. x UE HR JE ERMUA A AO, 

第 三 步 ” 确定 在 这 些 部 分 区 间 内 SORA MCA ER PE: 
此 确定 函数 图 形 的 升降 和 四 凸 , 极 值 点 和 插 点 ; 

第 四 步 ”确定 函数 图 形 的 水 平 . 带 直 渐 近 线 以 及 其 他 变化 扑 
EP 

第 五 步 ” 算 出 方程 P —0 和 /" Go —0 的 根 所 对 应 的 函数 
值 , 定 出 图 形 上 相应 的 点 ;为 了 把 图 形 描 得 淮 确 些 , 有 时 还 需要 衬 
充 -- 些 点 ;然后 结合 第 三 .四 步 中 得 到 的 结果 ,联结 这 些 点 画 出 项 
数 y 一 了 (xz) 的 图 形 . 

Hi BHA% y= 二 x 一 xz: 一 x 十 ] MBE. 

解 (1) 所 给 函数 y= f (z)53 E Rb: oo. 400), m 

Ji (z)y—3z2:— 92z—1— (3z+ 1)(z—1), 
f'ia)=6z—2=2(3z—1). 
(2) f G)—0 的 根 为 z=— — L8 1:70) —0 BARON c. 


将 点 zz 二 一 二 epa HSA HE. RIK E SCR (oo, +00) Rl 


3 


也 ”如 果 函 数 有 疗 断 点 或 导数 不 存在 的 点 ,这些 点 也 要 作 六 分 点 ， 
* 20i ° 


分 成 下 列 四 个 部 分 区 间 ， 
pl ENEE 
(3) 在 EEN D. F Er) D> 0, PCr) < 0, W E f 


J BERN E FHT E EDS. 


在 [oq] 8 Ge O, Foo < 0, P b E 
[73-3 -E S h rm B um. 

同样 ,可 以 讨论 在 区 间 |[ 言 ,1 | 上 及 在 区 间 [1, 十 oo) 上 相应 
的 曲线 弧 的 升降 和 加 凸 . 为 了 明确 起 见 , 我 们 把 所 得 的 结论 列 成 下 


这 里 记号 RABIA MAA DASS 3 28 ARM F EET B. 
是 凸 的 s zx HE 2% 3 F RE TU H E Bg. 2 328 HRÉRR. ET IU E J 
mij. 

(4) step, y boo; freed y —005 ` 


(5》 Ri 1 1 


1| 32 ¿(11_36 - 
NI - S rm». 
Mmi f8 8l PR fir yr ea arl 图 形 上 的 三 个 点 : 


| l =] | i 16 
3:27]', 3 27 


].a.0. 
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图 3 一 23 
适当 补充 一 些 点 .例如 ,计算 出 


` _. u 31 5 
EEGEN > | = 


就 可 补充 描 出 点 (一 1,0), 点 (0,1D 和 点 | T Sj RADO 


得 到 的 结果 ,就 可 以 画册 
Y 一 一 二 一 下 十 1 
in EIOS 3-23). 
LE GRE AUD EE Af PS 35: sü 08 P8 #& , B + , Ra 22 PS 9k SEA 
可 以 利用 函数 莫 形 的 对 称 性 . 


— LE 
例 2 描绘 函数 y= AS "BE. 
解 (1) 所 给 函数 FG e TEA C oo, oo). 
y 2€ 
由 于 
| Rl 
f —x-— A EC ID» 


所 以 Bän, CL RO 16 X-T y 轴 对 称 .因此 可 以 只 讨论 [0， 
十 co? 上 该 函数 的 图 形 . 求 出 


1 zZ 1 E 
J= EW? — = — ` 
FG) U OOS EM Š 
MES Ene (crj 
y 2x 
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ee ter 

(2) 在 L0, 十 ceo 上 ,方程 户 (r 一 0 的 根 汶 = 一 0; 方 程 _ Fr) 
=0 的 根 为 + 二 1. 用 点 x 二 1 把 [0, 十 22) 划 分 成 两 个 区 间 [L0,1 和 
[1, Gei. 

(3) 在 (0,1) 内 ,Ptzy<oyP 瑚 (zy<0, 所 以 在 [o.1] 上 的 曲线 
Su F pë mü H Bo AREAS 六 (0) 一 0 以 及 图 形 关于 y 轴 对 称 可 知 ,z 
=0 处 函数 SAMA. 

4E (1, 3-90) FL! LO, P" (82250. BE A YE 1, 3-500 E B5 BR 
M F EE H A INI. 

上 述 的 这 些 结果 ,可 以 列 成 下 表 ， 

fn 

Fun | 一 _ 
x= f (z) JE 


(D 由 于 mx) 二 0, 所 以 图 形 有 -条 水 平 渐 近 线 y=0. 


(5) 算出 (0 — —— FO) — ——. A LR f 3 BR 8 


w 2 y Zne 
D1 
Yam 
jami 1 | a 
图 形 上 的 两 点 ms] 和 Me Lo) AR 
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1 . E 
得 Ms{ 2]. 88 GO) A, BE RR y= 


L0. +00) E ES PRSE. 最 后 ,利用 图 形 的 对 称 性 , 便 可 得 到 函数 在 


(— 00,07 E BI BDE CBE 3 一 24). 
_ 36r TT 
例 3 描绘 函数 3 二 1 十 地 十 37 的 图 形 . 


解 (12 所 给 函数 yv — f (z) BJ E X ACT co, — 3), (—3, 
+00). 


l z 
e 二 在 
xy 27 


—368—2) me PAÑO 
PO py GE 


(2) /#'(z)= 0 的 根 为 r—3i f G0 —0 BARR z= 6. 点 工 一 
一 3.z 一 3 和 xz 一 6 把 定义 城 划 分 成 四 个 部 分 区 间 : 
(一 oo 一 3), (一 3,3].[13,6],[6, 十 co)， 
(3) 在 各 部 分 区 间 内 FOR P" CO BILE EE ARA AAA 
RE PU Fh. 1 ER IB ACRI IE AER x 


{r} = 


(0 由 于 lim f(z)=1, lim f (z) = — °°, B Ú EEA — # k 


平 源 近 线 y=1 和 一 条 错 直 产 近 线 + 二 一 3. 
(5) 算出 z=3,6 处 的 函数 值 ; 
1 


fay-4A fe 1, 
从 而 得 到 图 形 上 的 两 个 点 : 
Mi(3,4), M, 


XAT 
fJ(00-—1.f€—10——8,fC—9)——8, 
í 205* 


11 


| f=, 
得 图 形 上 的 四 个 点 ; 
M3€0,1) Mi{—1,—8), 
M.(—9,—8), m| 15,2). 
36x 


E: E24 y=1+ sys BUE iu fg 3—25 Brom. 


dh P uS PEDE: 
1. ?一 于 (一 6 十 8r 十 7 


I 


3 y= Wi 
4. y= t; 
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第 九 节 EH 率 


—. ERA 


JE Jo O ADA 5 F RA A. 

设 函 数 f(x) 在 区 间 (a,5) 内 具有 连续 导数 . 在 曲线 y fG) 
EREE M Cryd ESERIAK A 3 一 26) ,并 规定 依 
z 增 大 的 方向 作为 曲线 的 正 向 . 对 曲线 上 任 一 点 M(z,y) ,规定 有 


ES ELMO MESS AAA syG 如 下 :* 的 绝对 值 等 于 这 弧 段 的 
长 度 , 当 有 向 红 段 开 , 亲 的 方向 与 曲线 的 正 向 一 致 时 s>0, 相 反 时 s 


— 


<0. ERAS M M E: z Die, tri, BB s(x) 是 x 的 单调 
Jë md. 下 面 来 求 *Cz) 的 导数 及 微分 . 


图 3—26 
设 zz 十 Arz 为 ay) 内 两 个 邻近 的 点 ,它们 在 曲线 y CO 
上 的 对 应 点 为 M ,JW 图 3 一 267, 并 设 对 应 于 的 增 量 Az. L s BO 
MEA As, HE 


A 


Ai— MM! — MM=MM,, 


Do NE MA MB SUE MAM MARA ARMAR. LE RA 
Seng 
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As [MM MM' y? |MM' 
Të [S] -UEd- uem 
_ | MM' E (Ar) + CAy)? 

— 11MM'] (Ary 
_ MM! 
一 rie | ME d | 


SEET, Dir) 


令 Ar>0 取 极 限 , 由 于 Ax—-0 BJ , M'— M , X BEDS E 15 32 BS 
KEZEHERŞTF 1,8 


. — 


IAM 


Jm JMM 1 
x im arcs 
因此 得 S= + VITy. 
由 于 ss COBRABAN NARA AMAR d w OE ES FRA 
ds= ~ 1+y dz. WK 
这 就 是 弧 微 分 公式 ， 
=., "E KE 


RAER: ARAE d FERIAS q 48 48 
较 大 的 圆 厉 害 些 ,而 其 他 曲线 的 不 车 部 分 有 不 同 的 弯曲 程度 ,例如 
抛物 线 y— az" 在 顶点 附近 杰 曲 得 比 远 离 顶 点 的 部 分 厉害 些 ， 

在 工程 技术 中 ,有 时 需要 研究 曲线 的 弯曲 程度 . 例如 ,船体 结 
构 中 的 钢 梁 ,机 床 的 转轴 等 ,它们 在 某 载 作用 下 要 产生 弯曲 变形 ， 
在 设计 时 对 它们 的 弯曲 必须 有 一 定 的 限制 ,这 就 要 定量 地 研究 它 
们 的 弯曲 程度 . 为 此 首先 乾 讨 论 如 和 何 用 数量 来 描述 曲线 的 弯 则 和 
H. 
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在 图 3 一 27 dP ls, MEMM ERTE, GAME 


—.. 


mU M, 移动 到 M; 时 ,切线 转 过 的 角度 邹 A AX, MUEM.M:S 
曲 得 比较 厉害 , 角 o IE K. 


图 3 一 27 图 3—28 
HHE, SS kt 


Br. 例如 ,从 图 3 一 28 中 可 以 看 出 ， WB i tà x M.M, E N, N, E. % 
3] £& SE ph 85 48 BE N Eb: P, 然 而 弯曲 程度 并 不 相同 HAL c LER 
弯曲 得 厉害 些 . i Jt; P[ EEES SS 
X. 

按 上 面 的 分 析 d 151 A E Bl 29 23 h E HE BA TF. 

ThA CERRO, ARO LA A M, FE J PE MEN s 
的 基点 . 设 曲 线 上 点 M ONERE Cs dE SM. 处 切 钱 的 个 角 为 aX 
里 很 定 曲线 C 所 在 的 平面 上 已 设立 了 0y 坐标 系 ), 蚜 线 上 另外 
一 点 MHATA * 十 As, 在 点 M" EBD £889 188 38 9. a+ An CER 3 一 


29). BÉ £ MEMM B E BEDS As | ES EX. M 移动 到 MUA 
线 转 过 的 角度 为 | Aal. 


O 当 曲 线 上 每 -点 处 都 具有 切线 , 且 切 线 随 切 点 的 移动 而 连续 转动 :这样 的 曲线 
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我 们 用 比值 -| , 即 单位 弧 段 上 切线 转 过 的 角度 的 大 小 来 表 


— 


达 弧 段 MM' 的 平均 弯曲 程度 ,把 这 比值 叫做 弧 段 MMX' 的 平均 曲 
率 ,并 记 作 K BD 


3-- 29 . 
R FA F MSIE BE 5| BE TERA rik, q AsO 时 ( 即 M 


一 MM 时 ,上 述 平 均 曙 率 的 极限 叫做 曲线 C 在 点 M 处 的 曲率 , 记 
作 K. BD 


— lim (22! 

K nlai: 

在 lim 23 — 98 存 在 的 条 件 下 ,K 也 可 以 表示 为 
Ar =Q A 

da 


k=. (2) 
ds 

对 于 直线 来 说 ,切线 与 直线 本 身 重 合 , 当 点 沿 直线 移动 时 , 切 

线 的 倾角 “不 变 ( 图 330) eg A = 0, AT K= | =o, ix 


就 是 说 ,直线 上 任意 点 M 处 的 曲率 都 等 于 零 , 这 与 我 们 直觉 认识 
OEA RH. 

BMH a 由 图 3-.31 可 见 在 点 M.M' 处 圆 的 切线 所 
Rm Ae 等 于 中 心 角 MDM. I LMDM E T E 
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图 3-30 图 3-31 


从 而 k= $ 
因为 点 M 是 圆 上 任意 到 定 的 一 点 ,上 述 结论 玫 示 圆 上 各 点 处 的 昌 
率 都 等 于 半径 A E E 
半径 越 小 曲率 越 大 HII S h B DE 

在 一 般 情况 下 ,我 们 根据 (2) 式 来 导出 便于 实际 计算 曲率 的 公 
R. 

设 曲线 的 直角 坐标 方程 是 y= f(z), B MORATA 
CERES GO gi d. AM i AR EXE ED. 因为 tan a=y ,所 以 


d 
sech EE 
de _ y" _ y! 
dz ]l--tana 14y’ 


NEA 
于 是 da yide 
X B OO 3É ds= vw 1+ y dx, 
Mon 38 d d 3€ K 的 表达 式 (27, 有 


K-00 bm ER 


. ZI" 


设 曲线 由 参数 方程 
r=), 
y=%G@) 
给 出 , 则 可 利用 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 求 导 法 , 求 出 y,' 及 
y RAGE 


A | 
K= Ty TE C (4) 


DL 计算 等 边 双 曲线 xy 一 1 在 点 (1,1)? 处 的 曲率 ， 


解 mls 
F 1 Wi 2 
YN Nm 
因此 ， EE EA EW EE 
把 它们 代入 公式 (3) , 便 得 曲线 zy 一 1 在 点 (1,1) 处 的 曲率 为 


1 “2 


K-T 六 =- 2 ` 
例 2 MBE axr" +bz+c 上 哪 一 点 处 的 曲率 最 大 ? 
Ü H y=axr’ 十 bz 十 c, 得 
y =2ar+5,y”=2?2a, 


代 人 公式 53) ,得 
i 2a | 
K= F Garth y 


CER 的 分 子 是 常数 |2a| ,所 以 只 要 分 每 最 小 ,多 就 最 大 . 容易 看 
出 , 当 2az 二 6=-0, 即 z 一 一 此 时 ,天 的 分 母 最 小 ,因而 天 有 最 大 值 


|2a|. 而 = 一世 所 对 应 的 点 为 揭 物 线 的 顶点 . 因此 ,抛物 线 在 顶 
点 处 的 曲率 最 大 . 
在 有 些 实际 问题 中 , |> | 同 1 比较 起 来 是 很 小 的 (有 的 工程 技 
术 书 上 把 这 种 关系 记 成 |y ED al DUE NOR Hp. 这 时 ,由 
1057241, 
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而 有 有 曲率 的 近似 计算 公式 
K 


"|. 


Lb a 
TUFAT 
这 就 是 说 , 当 |y Elm 3 K R AT yl S Pk EE 
对 一 些 复杂 问题 的 计算 和 讨论 就 方便 多 了 了. 


三 、 曲 率 圆 与 曲率 半径 
设 曲 线 y= 二 f(z) 在 点 M(z,y) 处 的 曲率 为 KOK EOD. YE M 


3— 32 
处 的 曲线 的 法 线 上 ,在 四 的 一 侧 取 一 点 DAR IDM | == e bt D 


为 圆心 ,p 为 半径 必 加 (图 3 32), k T Bl ml #k i 2 MALA dit 
zen, i sÉ IB 09 l > D 叫 钴 曲线 在 点 M AE BS i aE zF c> , RIT 
半径 Pp 叫做 曲线 在 点 M. 处 的 曲率 半径 . 

按 上 述 规 定 可 知 ,曲率 贺 与 曲线 在 点 M 有 相同 的 切线 和 曲 
率 , 昌 在 点 M 邻近 有 相同 的 呵 向 . 因此 ,在 实际 问题 中 ,常常 用 曲 
率 圆 在 点 M 邻近 的 一 自 贺 驱 来 近似 找 蔡 曲线 红 ,以 使 问题 简化 . 

按 上 述 规定 ,曲线 在 点 M 处 的 曲率 天 (开关 0 与 曲线 在 点 M 
处 的 曲率 半径 p 有 如 下 关系 : 

EE 
这 就 是 说 :曲线 上 一 点 处 的 曲率 半径 与 曲线 在 该 点 处 的 曲率 互 为 
倒数 . 
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例 3 设 工件 内 表面 的 截 线 为 抛物 线 y =0. 4x (图 3—33). 
HAS HOR BA A. 问 用 家 径 密 大 的 束 轮 才 比 较 合 适 ? 

解 为 了 在 磨 削 时 不 使 砂 轿 与 工件 接触 处 附近 的 那 部 分 工件 
磨 去 太 多 , 砂 辊 的 半径 应 不 大 于 抛物 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 
小 值 . 由 本 节 例 2 知道 ,抛物 线 在 其 顶点 处 的 曲率 最 大 ,也 就 是 说 ， 
抛物 线 在 其 顶点 处 的 曲率 半径 最 小 . 因此 ,只 要 求 出 抛 牺 线 y= 
O. 4 ET £ O(0,0) 处 的 曲率 半径 . 由 

y =0.Bx,y"=0.8, 
y 


Bi 3—33 
而 有 y |:2o70, y" | .m0=0. 8. 
把 它们 代 大 公式 (3) ,得 
K=0. 8. 
国 布 求 得 抛物 线 顶 点 处 的 曲率 半径 
p kl. 28. 
所 以 选用 砂轮 的 半径 不 得 超过 1. 25 单位 长 , 即 直 径 不 得 超过 


2.50 单位 长 . 

对 于 用 砂轮 磨 训 一 般 工件 的 内 表面 时 ,也 有 类 似 的 结论 , 即 选 
用 的 友 轮 的 半径 不 应 超过 这 工件 内 表面 的 截 线 上 各 点 处 曲率 半径 
中 的 最 小 值 . 


"D. 曲率 中 心 的 计算 公式 ” 渐 届 线 与 渐 伸 线 


it oA i e B7; f y (z), BE ET SOR ^t x x E 
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零 , 则 曲线 在 对 应 点 MGCzsy) 的 曲 这 中心 DC 0 B8 2 br 
y (Ly 
y" ` 


(5) 


lty? 
Ë 3 十 y" . 


这 是 因为 ,曲线 y— f (z) fE Á M (z: , y) BJ HH 3 IB] 99 271 Be S 
(ë aT (9— B)! — o, 
Hp 2,5 d di SE E BJ sh x bs. H. 
EECH 
因为 点 M. XE BR 3⁄ [W| _E. , Pr 
Gr—a)*-- (y— 01 — e; (6) 
又 因为 曲线 在 点 MM R5 E DM WER 3 一 
32), Br El 


r+ ma 


yR 


y =— (7) 


H CIC E =—a, REE 
o e (cry 
Cy— 8) "Laf y ` 


由 于 当 y" >0 时 上 曲 鲁 为 四 弧 ,y 一 <0; 当 y"<0 时 曲线 为 同 
弧 ,y 一 8>0. 总 之 ,yp 与 % 一 8 异 叶 ,因此 取 上 式 两 边 的 平方 根 , 得 


go lty! 
ie? yl 


3 


x-—a--—y op LA, 
从 而 有 公民 55》， 

当 点 (zzz)) 沿 曲线 CC 移动 时 ,相应 的 曲率 中 心 呈 的 轨迹 
iik G Py ht C 的 黄 届 线 , 而 曲线 C 称 为 曲线 C B W Ji! Z ( Ed 
3: - 34). 所 以 曲线 y — f GO BU Um EE R3 # BOTA 
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图 3 一 34 


ry (149 ) ， 
y 


a= 


(8) 


Hog y= f(z),y =P (DY SF "Da 为 参数 ,直角 坐标 系 aOF 
与 rOy 坐标 系 重合 . 


Dia RER 
zx-a(r—smn t, 
y-—a(1--cos t) 
EIER CH 
解 ail cos DP =asin t+， 所 以 
dy _ sint 
dr 1—cos:' 
d dy, cos 一 1 
dy dr d (1—cos t»? 1 ` 
d: dx ^" a(1—cosz2)  all—cos t)" 
dr 


E Bapa RARA (8) FA , 8 818 20 BR AT E , 
a=alt+sin t>, 
(95 
B=aícosi—1), 
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其 中 上 为 参数 ,直角 党 标 系 008 与 rO y S REUS. 为 了 作出 渐 
ERO) £ SEIS 
a—ma=a(r—sin t), 
(aQ es S, 
#i a—nma—£,8--2a— 3. 则 得 
f—a(r—sin r), 
Wasa 
在 新 坐标 系 00,9 中 ,曲线 (10) 为 一 捍 线 ,其 中 新 坐标 系 €0 7 H IH 
举 标 系 rOy 平移 到 新 原点 O, (ra, — 2224883]. 由 此 可 知 捆 线 的 渐 
Sinn së, M E] 3— 35 所 示 . 


(10) 


Al E 3-9 


FUE da = 4 fE WX (0, ZAR AR. 

求 曲 线 yw 一 In (sec DA Alr AtA HER RE 

求 抛物 线 y= 一 xz 一 4++ 3 在 其 顶点 处 的 曲率 及 曲率 半径 . 

.OKGB EE —acos t, y asinó t 在 上 一 加 处 的 曲率 . 

à. 对 数 曲 线 y ln r 上 哪 一 点 星 的 曲率 半径 最 小 ? 求 出 该 点 处 的 曲率 尘 


poe c 


6, 证明 曲线 ach ZER (z, EE 


7. — sin US PERO y Los REEL EE mR E 
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行 ,在 坐标 原点 怠 处 飞机 的 速 麻 为 一 200my/s, 飞行 员 体 重 G= T0kg. EEH 
M nh 3: Pk TIE PED JC O AE HERE HE XI Sir PLN I5. 

8. fo dE Tu] S 36 5 在 抛物 线 拱 桥 上 行驶 ,速度 为 21. 6krn h , BERS E 
EA 10my 拱 的 舌 商 为 0.25mt 图 3 一 36), 荡 汽车 越过 桥 顶 时 对 桥 的 压力 . 


图 3-36 
9%. 求 曲 线 y=ln < 在 与 工 轴 交点 处 的 曲率 圆 方程 
10". 求 曲线 ?一 tan 之 在 点 | E ,1| 处 的 曲率 加 方程. 
11% OR AU AR. y^ 2p 65 WU ES r Ë. 


第 十 节 ”方程 的 近似 解 


在 科学 技术 问题 中 ,经 常会 遇 到 求解 高 次 代数 方程 或 其 他 类 
型 的 方程 的 问题 . 要求 得 这 类 方程 的 实 根 的 精确 值 ,往往 比较 因 
难 , 因 此 就 需要 寻求 方程 的 近似 解 . 

求 方程 的 近似 解 ,可 分 两 步 来 做 . 

第 一 步 是 确定 根 的 大 致 范围 . 具体 地 说 ,就 是 确定 一 个 区 间 
fa,6], 使 所 求 的 根 是 位 于 这 个 区 闻 内 的 唯一 实 根 . 这 一 步 工作 称 
为 根 的 隔离 ,区 间 [u, 执 称 为 所 求实 很 的 隔离 区 间 , 由 于 方程 
f(z) 二 0 的 实 根 在 几何 上 表示 曲线 y= f (z) e ZE 08 8 se 
标 ,因此 为 了 确定 根 的 而 离 区 间 , 可 以 先 较 精确 地 画 出 y= 了 (x) 的 
图 形 ,然后 从 图 上 定 出 它 与 = 轴 交 点 的 大 概 位 置 . 由 于 作 图 和 读 
数 的 误差 ,这 种 做 法 得 不 出 根 的 高 精确 度 的 近似 值 , 但 -- 般 已 可 以 
确定 出 根 的 隔离 区 间 . 

第 二 步 是 以 根 的 隔离 区 间 的 端点 作为 根 的 初始 近似 信 , 逐步 
改善 根 的 近 做 值 的 精确 度 ,直至 求 得 满足 精确 度 要 求 的 近似 解 . 完 
成 这 - . 步 工 作 有 多 种 方法 ,这 里 我 们 介绍 两 种 常用 的 方法 - 一 二 
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分 法 和 切线 法 . 
—, 二 分 法 


设 fGOXEEKM[a.5!ExXxS8 ,f(a) FU00, BP 六) 一 
0 3E Ca 5) P3 [CE — AER CLE RE [o6 ]BB E 3X 1 48 89 Re 


im. 
Rua 5i P 6m IA 


mE f05,)-—0,8B5k £=; 

EE foo f Ca) [8] & , 3E £ W 4 =Š b = b, Hi Tia) . 
fGD «0. HD a Eh H b -a-1l6-2; 

mE f(655 ORAH MRR a 2.5; EMBA ab, 
E 5—a—1G-a 


BZN ESE RARA ace H b a m a). 
Mia h HE 92 3889 1 X Bj , ALME S e=, = 
T Tm ,可 求 得 a, eb; , H DEE 


WEEE RI TRE TE bnan 3G 2). 由 此 


TR ORI. a, 或 到 作为 二 的 近似 值 , 那 末 其 误差 小 于 去 (6 一 2). 


例 1 用 二 分 法 求 方 法 刀 十 1.1z2 十 0. 9x 一 1. 4 二 0 的 实 根 的 
近似 值 , 司 误差 不 超过 Io", 

解 fx)—er-c-l1.lz-d0.9r—1.4.8 £ f C(x) 在 
(— oco, —co) PERE, 

由 f CGO-—3x 02. 2x0. 9,48 8 X X (5) “—AC=1. 1 
一 3X0.9 一 一 1.49<0, 知 f'(z)2>0. Ma FG A (— 09, + So) pi HL 
调 弄 加 ,FFCz) 一 0 至 多 有 一 个 实 根 ， 
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由 (0) 二 一 4, Ae, f00—1. 860.51 ft) —0 EDO. 1 lg E 
WE-— JR. 取 a—0.6— 1, [0.1 BB E — PX Bl. 
计算 得 : 
£j —0.5, fO))——0. 55<0, 
Ma =0,5,5,=1; 
名 一 0.75， FU) =0. 32770, 
kk a; =0. 5,5, —0. 755 
470. 625, fGD-—0.16«0, 
Rk aa —0. 625,5, —0. 75; 
&=0. 6870, —f(É)=0.062>0, 
Bk a, —0. 625,5, —0. 687; 
£, —0. 656, fO) —0. 0540, 
li as 一 0. 656,5, —0. 687; 
£,—0. 672. f, D, 0057-0, 
BK a = D. 656, 5,770. 672; 
£,—0. 664. FED=—0. 0250, 
SK ar= 0. 664,5, —0. 672; 
Ee. 668, f —0. 0100, 
Bk a — 0. 668,54 —0. 672; 
£,— 0.670, f(&) — —0. 002«0, 
Et a, =0.670,b 70. 672; 
Eu 一 0.671， — f(5$.3—0.001250. 
k'a = 0. 670,0: = 0. 671. 
于 是 0. 670«2£«0. 671. 
Bl 0. 670 作为 根 的 不 足 近 似 值 ,0. 671 作为 根 的 过 剩 近 似 值 ,其 误 
差 都 小 于 10 °. 


qo 按 术 例 误差 不 超过 10 5 区 要 求 ,计算 时 只 了 到 3 位 小 数 - 
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二 , 切线 法 8 
BSDE b] ERAZ Br NO * f (6)<0 B PGOR 


(a) ZO, f (0)2>0 (b) FG 270. PU) «0 
Fm FG J'(z)=<0, (tr 


(e) MAZO f (507-0 (d) f(a)2>0,f(0y<0 
MESS PU MALO 
BE 3 一 37 


PCz) 在 [ea,6] 上 保持 定 号 , 在 上 述 条 件 下 ,方程 f(z)= Elab) 
内 有 唯一 的 实 根 E La 2g d 8 PAE CE y f Cr) fE 


[a.5] F E JE AB EL iR E] 3 一 37 所 示 的 四 种 不 同情 形 . 


考虑 用 曲线 弧 一 端的 切线 来 代 埠 曲线 弧 , 从 而 求 出 方程 实 根 


的 近似 值 ,这 种 方法 叫做 切线 法 . 从 图 3 一 37 中 看 出 ,如 果 在 纵 举 
标 与 "(zx) 辣 号 的 那个 端点 (此 端点 记 作 (x。,f(z。))) 作 切线 ,这 
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DAS HOZ AIBR >, 就 比 >, 更 接近 方程 的 根 £. 
下 面 以 图 3—37(00; (a) CO PF C50 22 OL CO PG D 
的 情形 为 例 进 行 讨 论 . 此 时 因为 ra) 与 It, ALA a» 
E Wetz f (zo) ES , 2 U] SR B] 75 EE OS 
y— f (za )= f' (za) (z — =). 
令 y=0,JA ERAPR H >, SK 8 #| BIER Es; Rd E 


_ J (zo) 
= Fu 


A] 


EH x. E BEAR E. 
PAE A Cri AAA RAR AA xe 如 此 继续 ,一 
般 地 ;在 点 (m, f (z, .12) 作 切线 :得 想 的 近似 值 


— fa) 
Fa). 


如 果 OI OIR Ue EYES A BOI UE G0 X (d), 
可 记 A BRA RDA z 392 Bp S b. 

H2 用 切线 法 求 方程 +1. 1x^ 3-0. 9x —1. 4 二 0 的 实 根 的 
近似 值 , 使 误差 不 超过 1077. 

R f) tl. 1252-0. 9x —1. A 由 全 1 知 1o,1]j 是 根 
的 -- 个 隔离 区 间 , /(00 0, / (12770. 

在 [0,1} 上 ， 


¡09 


La — Hna 


Ji (z)—=3xz°+ 2. 2z+ 0. 90, 
f'"Go brt 2. ZS, 


EE I ERES EE AAA A O RA AA BA ME 
证 切线 与 + Sh 0 AA Eñ >: EK ART AA ë. 
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故 fGOXE[O.1] L 85 EE ICT FEE 3 一 37 rP EOD GO. E 产 (Cr) 与 
fA(]) 同 号 ,所 以 令 as 1. 
连续 应 用 公式 (1) ,得 
CD o. 
x=] FO" 738; 


e =0. 738-0739 o. 574, 


FCO. 738) 


Ern. 674) = 
F (0. 674) 


Zon. 671) — 
J'(0.671) ~ 


至 此 ,计算 不 能 再 继续 .注意 到 FCroG—0,1. 055 F'Geo [sj 
H.A £(0.6710220, £811 Ë Ej AU /C0. 6700 0, T E 8 
0. 670<£<0. 671. 
以 0.670 2€ 0. 671 作为 根 的 近似 值 ,其 误差 都 小 于 1077. 


习 题 3 一 10 


1。 试 证 明 方程 36 - 1=0 ERAO DAR- ERT FEA 
— kR K TB AD UE ,使 误差 不 超过 O. OL. 

2， 试 证 明 方程 ;十 5 十 1 二 0 在 区 间 ( 一 1,0) 内 有 唯一 的 实 根 ,并 用 切 
织 法 求 这 个 根 的 近似 值 ,使 误差 不 超过 0. 01. 

3. 求 方 程 x 十 3x 一 1 二 0 的 近似 概 , 合 误差 不 超过 O. 51， 

4. 求 方程 zlg z=1 的 近似 根 , 使 误差 不 超过 9.01. 


总 习题 三 


l|. 列举 一 个 请 数 AGO KE LAGE [a.b ] EXER TE Ca DAA P 
处 处 可 导 E dE Ca IO A RTT E RR E FO FG P GG ai, 


x34—0. 074 — 0. 671; 


x,—0. 671 0. 671. 


3. 证 明 多 项 式 FO A Bata ELO RRE ATRAER 


d Bat 号 十 … 十 5 一 9, 证明 多 项 式 


. 223" 


二 十 二 
在 40,1) 内 至 少 有 -个 零点 - 
5. É /Godg[0.2] ER XE COLD FERT ER. H Ca 一 0 证 明 存 在 - s Š 
€ (0,20, fif JUE) ES (0) —0. 
6. E 0Za BOAL AA IRA AAA 
UE, ARA EE (a.b. E 
FO fGO—Ef ia E. 
7. 设 O g COME JE WE AB LA O le O EA ra Hf. 
IED FO glad gta), 
8. 求 下 列 极限 ， 


- A — A 
DA 
1 1 
en pol aro il: 
(3) lim CL'arctan ri; 
Ze +: 
CD lim Qa, +a pesca rm lU (GET asas 0). 
9. iH EXE fo) <a z= YE z== 2 由 的 LXX GD 
10. 证 明 下 列 不 等 式 : 
(D 当 Oca <a, 


tan t Xy 
> E, 
tan ^ ii 
(2) H4 270 Bf in C127 
x .4200 


11. S fi— ZE FUOOmB tB. 
242,10, 


12. REA x 一 zy 十 六 一 3 E HARIAN B c 
13. 求 数列 { Y 5} 的 最 大 项 . 
A. PE F DI 4b 

(D y—ln G*-- 12; (2) y=xt2- 17, 

15. HAM y—sin (Ore) EHE AE EA de 8k 7 求 出 该 点 
E EH 

18. 证 明 方 程 51 2=0 只 有 -- 个 正 根 REA Inr ELEM 
Mal 1077. 
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l 
arcian .r 
1+= ` 


= 


l7. Y Fi MERA ERA 
_ f(zm.+h+ f(zr—h)—2f(z)__ e 
lim = Fi 


Ae Ai 
18. HUIR B. G0 — f' Guo mnm F7 CO = 0, üF BH 
Jf(z=)=o[(z—z >" ] Geo 
19. E FDE Loi Pas, BR /"(z)20. TE BB x? T (Ca DANA P 
点 za. r I ROLL. 
Sd da ELO 0 Ce ruf n) 


Cra3. 
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FUE 不 定 积 分 


在 第 二 章 中 ,我 们 讨论 了 如 何 求 一 个 清 数 约 导 函数 问题 ,本 章 
将 讨论 它 的 反问 题 , 即 要 寻求 一 个 可 导 函 数 ,使 它 的 导 函 数 等 于 已 
I BR C. 这 是 积分 学 的 基本 问题 之 —. 


第 一 节 不定 积分 的 概念 与 性 质 


—. 上 厌 西数 与 不 定 积分 的 概念 


EXI 如 果 在 区 闻 了 上 ,可 导 函 数 FORA O, 
即 对 任 一 xE7; 都 有 
亚信 全 一 站) 或 中 (rz 一 大 rdzr， 
那 未 函数 FORRA IS ODER Y LARAN. 
例如 , 因 (sin zY =cos z, M sin r Æ cos z B RAK. 
及 如 当 red, +00)H, 
r 1 X _ 1 
[In 《z 十 wx 一 1)] = + = Tt Z Z= 


1 - 
DEMO, Hoo) p M E 8 8. 


关于 原 函 数 , 我 们 资 先 要 问 ; — T B8 Sk FL A F Z 28 fF ,能 保证 
它 的 原 函 数 -…- 定 存在 ?这 个 阿 题 将 在 下 -- 章 申 讨论 ,这 里 先 介绍 一 - 
个 结论 . 

原画 效 存 在 定理 ”如 果 画 数 jz) 在 区 间 了 上 连续 , 那 末 在 区 
间 了 工 上 存在 可 导 画 数 (x) ,使 对 任 一 rE7 都 有 

F' ifi). 
简单 地 说 就 是 :连续 函数 一 定 有 原画 数 . 
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Belo (r+ Vx —104 


TUBES SE ERR Dj ga. 

E p RR FOGOXEIXIEL T Ef p Se Hië rer, 
EHE ELMER (x) 一 f(x), 那 末 , 对 任何 常数 C, 显 然 也 有 
[FC C] — f Go), 

虹 对 任何 常数 C, EC POSI CAE fz BD BUR xxii BH. im 
5 GO (7-7 RAR MR ORARE T EER E. 
S 二, 如果 在 区 间 了 7 上 FCO FOR AR BE AK Ce) 
的 其 他 原 函 数 与 Fz) 有 什么 关系 ? 
EPA Az) 的 别 一 个 原画 数 , 即 对 任 一 zxE 了 有 
P (= fiad, f 


FE 


[GCGx2 Fld] —4d (z) Hi Geisen a f a 0. 
车 第 二 章 第 一 节 中 已 经 知道 ,在 一 个 区 间 上 导数 恒 为 零 的 函数 必 
为 常数 ,所 以 
OO )—FGO-—C, (C, ARA BO. 
这 表明 d 5 FGO HH 3E — EC 因此 , 当 C 为 任意 的 常数 时 ， 
FGO-4-C 
就 可 表示 /zxz) 的 任意 -个 原 玉 数 . 也 就 是 说 ,f(x}) 的 全 和 体 原 函数 
所 组 成 的 集合 ,就 是 函数 族 
IFD HC | - eo C 4-00). 

由 以 上 两 点 说 明 SS SE TAE Se. . 

定义 2 在 区 间 7 上 ;函数 FCO 655535 COCHE BO I9 Ps ERE 
FASO Odo AX AMATER 10 


Í Jedz. 


其 中 记号 | 称 为 积分 号 ,/(x) 称 为 被 积 医 数 ,1(+)dx 称 为 被 积 表 


达 式 ,x 称 为 积分 变量 . 
由 此 定义 及 前 向 的 说 明 可 知 ,如 果 FG) de PKz) 在 区 间 了 上 
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的 一 个 不 函数 , 那 末 下 (x) 十 C 就 是 f(z) 的 不 定 积分 , 即 
Ire FG» +C. 
因而 不 定 积分 | /Cz)dz 可 以 表示 /(z) 的 任意 ARAR. 
pi x | zac. 
1% ar Ze UA zt BARER. 因此 
2 E 
Lade +c. 
| 1 
562 E | az. 
ER 50 Bb. BT n zy =>, In = 是 二 在 (0, 十 co) 
Pj B] — 4- HER. 因此 ,在 (0, 十 cc) 内， 
[Iain r-C. 
X 
当 z<0 时 ,由 于 [mn C7] ==, AMA n (一 z) 
BELECON B Ren 因此 ,在 (一 co,0? 内 ， 
f Laz=10 (—z)+C. 
= 
把 在 z0 及 xz<0 内 的 结果 合 起来 ,可 写作 
[ A az—In |=| +C. 
J E 


例 3 设 曲 线 通 过 点 (1,2), 且 其 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 
这 点 模 坐 标的 两 倍 , 求 此 曲线 的 方程 . 

解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 y= f(x), 按 题 设 , 曲 线 上 任 一 点 
《zy? 处 的 切线 斜率 为 


25 
d Kit 
ie, ) 
X ERI PA 


BORA 2x MPA. DE 
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因为 | 2xdr="+C, 
HEBER EMO E FGO — s -CLIBIL d £67; BS y +: +C. D 
所 求 盟 线 通 过 点 (1 ,2)， 故 
2—1--C,C-—]. 
于 是 所 求 曲线 方程 为 
yt 1. 

LE A(z) 的 原 函 数 的 图 形 称 为 f(x) 的 积分 曲线 . 本 例 即 是 
RX 2z 的 通过 点 (1,27? 的 那 条 积分 轴线 . 显然 ,这 条 积分 曲线 
可 以 由 另 一 条 积分 曲线 (例如 y — c y HHJ Ip] P # B GE A 
12. 


例 4 质点 以 初速 ww WELW, AHEJ RENE a MGR. 
f Ne ”所 谓 运 动 规律 ,是 指 质点 的 位 置 关于 时 间 上 的 阔 数 关系 . 
为 表示 质点 的 位 置 , 慌 坐标 系 如 下 :把 质点 所 在 的 锅 直 线 取 作 坐 标 
轴 ，, 指 向 朝 上 , 轴 与 地 面 的 交点 取 必 坐标 原点 . 设 质点 抛 出 时 刻 为 : 
二 0, 当 zt 一 0 时 质点 所 在 位 置 的 坐标 为 ro 在 时 刻 上 时 坐标 为 CBE 
4 一 2) ,T= 一 (和) 就 是 要 求 的 函数 . 


按 导 数 的 物理 意义 知道 ， 


Emol 
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邯 为 项 点 在 时 刻 上 时 向 上 运动 的 速度 (如 果 O RARA 
i Sc s S. RO. XO 


d? 
Prod qu 


ED R RAE RE AU e REI EG ON 
d^ TERMS E 
OS g BCS Wc t 
«o [cd erc, 


也 zag0) 一 zy 得 ve =Ü, ;于 是 
v(r)—- gt v. 


EROS OR AO AI E, A 
xD 一 [oa = | (—grro)dr=— Lr a 
H x(0) 一 zy 得 zxo 一 Co 于 是 所 求 运 动 规律 为 
r= lane t€ [0, T], 


其 中 了 工 表 示 质 点 落地 的 时 刻 - 
从 不 定 积分 的 定义 , 即 可 知 下 述 关 系 : 


由 于 | f(z)dz SOME NA 
alf Fdz |= f. 
或 al | Fdz |= cod on 
又 由 于 下 (z) 是 FORTE 
[Fr reide Fcoc. 
或 记 作 
[arco - FGo4c. (2) 
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由 此 可 兄 , 微 分 运算 (以 记号 4 表示) 与 求 不 定 积 分 的 运算 ( 简 
称 积分 运算 ,以 记号 | 表示 ) 是 互 道 的 . 当 记号 | 与 4 连 在 一 起 时 ， 
或 者 抵消 ,或 者 抵消 后 差 一 个 常数 . 
二 . 基本 积分 表 
RARO ERA , 那 未 很 自然 地 可 以 从 导 
数 公式 得 到 相应 的 积分 公 
Wi 
例如 ,因为 (e 


,所 以 二 DE 的 一 个 原画 数 ,于 
是 
[=a = E Et Cu —1). 


类 似 地 可 以 得 到 其 他 积分 公式 . 下 面 我 们 把 一 些 基 本 的 积分 
公式 列 成 一 个 表 , 这 个 表 通 常 叫做 基本 积分 表 . 


a IL A ARO. 


© 


. "n 
E dr= pre (us —i), 


[Eo META 
a 


e eo 


| TU —arctan +, 


dz 
w 1— a’ 


f cos Tdx=sin +0» 


E 


一 arcsin HO, 


q © 


Jn: rdr- 一 cos z+ C, 


= | sec? zdr-tan 了 十 局， 


@ 


cos* x 


© 


= -= | ese? rxdr--—cot x--C, 
sin* 


e 


c rtan 工人 一 SC =+ C, 
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| esc zeot rdr= —csc r-d-C, 


b 

d» | eaz=e+c， 
pa E je 

q3 IE de= n Sa 

@ IE zdr=ch =+, 


OS IE adr=sh ++C. 


ULTIMA AA ERRE RA AR SUDAN. 
T 181385 JL AREA AO AE. 


as x [S 
YN | 等 = |= a |= 


De * [7 Y x dz. 


—3+1 


EM 


5 ze z 
解 IE Y x da = IE = +C=Z +C 


5 
ztl 
= V z +C. 
dx 
sl 
+1 
a | G |= a= U 3 Ärt 
ge 十 1 
3 
=—— +c. 
Va 


IM EXE bx BJ , E XERA, PAIAR 
根 式 表示 . BERRE. h Y RUE REOS z” MER , go Jr RUNE PR Sk tJ 
积分 公式 名 来 求 不 定 积分 ， 
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三 .不定 积分 前 性 质 


根据 不 定 积分 的 定义 ,可 以 推 得 它 有 如 下 两 个 性 质 . 
性 质 1 区 数 的 和 的 不 定 积分 等 于 各 个 区 数 的 不 定 积分 的 
和 和, 即 


D 


| ZG +a Go Mer | f Gode [cod (3) 


证  HEPOOGLOGOROR S8 
IN Aro [f faz] +f eaz] 
—fGO-d gor). 

这 表示 ,(3) 式 右 端 是 Fr)-g(z) 的 原 函 数 ,又 (3) 式 右 端 有 两 个 
积分 记 导 ,形式 上 会 两 个 任意 常数 ,由 于 任意 常数 之 和 仍 为 任意 常 
数 , 故 实际 上 含 一 个 任意 常数 ,因此 (3) 式 右 端 是 F(x) 十 gtx) 的 
不 定 积分 . 

性 质 1 对 于 有 限 个 函数 都 是 成 立 的 . 

类 似 地 可 以 证 明 不 定 积 分 的 第 二 个 性 质 . 

性 质 2 求 不 定 积分 时 ,被 积 函 数 中 不 为 零 的 常数 因子 可 以 
E šq x. 


[ftd | fco EA). 
LUCE ESSE D ES E bod BJ X Rc ERU h 5 
简单 函数 的 不 定 积 分 . 
868 R| Ix GI Sd. 
= | V x (x5—5)dx = [ot-ssbas 
一 ED E 
一 J =taz—5 | star 
2 7 


==: 5 . dac 
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=m Va la rec 

注意 ”检验 积分 结果 是 否 正 确 , 只 要 对 结果 求 导 ,看 它 的 导数 
是 和 否 等 于 被 积 函 数 ,相等 时 结果 是 正确 的 ,否则 结果 是 错误 的 . 如 
就 例 8 的 结果 来 看 ,由 于 

(hs Vx UB, As CY (u$ ley 

ñ 3 7 3 
=x*—5 4 一 ¿lato 5), 
所 以 缚 果 是 正确 的 ， 
ys "y A 
aa 求 | Pay ge E ç Vo 


EEN x5—3z5--3r—1 
a? x 


= 


dz 
= a+ 3 aM 
r z 
= f adz—3 [ dz+s| 空 -| 号 
x x 
z 
— T —3x+3ln la ++. 
2 x 
@ 10 È J Le? —3cos zr)dz. 


e f ez — 3cos dx = Jude | cos ada 


=e — 3sin x-FC. 
Bi 11 求 | 2:erdz. 
解 因为 
2'e*-—(2e). 
所 以 可 把 2e 看 作 a, 并 利用 积分 公式 人 名, 便 得 
| Zedr-— | (ed e co LE C. 
1+z+ z B M 
9112 求 PURA YA itt T 
E 基本 积分 表 中 没有 这 种 类 型 的 积分 ， 可 以 先 把 被 积 阔 数 


. aD, - 
234 - i qd 


` 


变形 ,化 为 表 中 所 列 类 型 的 积分 之 后 , 理 逐 项 求 积分 : 
Hat, 0 [xc4OdzxD 1 1 
a += =Í xz dz 一 | GER 


= [e f Laz==arctan Xx 十 ln | 了 | +C. 


dx 


$us a] ar nn te 
E ”基本 积分 表 中 也 没有 这 种 类 型 的 积分 ,同上 题 一 样 ,经 过 
变形 ,化 为 表 中 所 列 类 型 之 后 ,就 可 以 之 项 求 积分 : 


| x* z= [Ear (=° Dt DH 
ET ia (ben 
i 1 
ND 14h de 


== —a+arctan LC, 


Ë 14 R | tan? zdz. 
E 基本 积分 表 中 惟有 这 种 类 型 的 积分 , 先 利 用 三 角 和 恒等式 
变形 ,然后 再 求 积 分 : 


IE Ad 一 | (sec2xz—l1)d=z= E axdx— f dz=tan z#—x=+(C. 


Bis * [si £s. 
W ORBE ETUR RAAN 59 812 . ot SS, al 
先 利用 三 角 恒 等 式 变形 ,然后 再 求 积分 : 


ETE 一 | la-cs ida i | (1—«cos ada 
U dr— | cos zde | — 1 Gi— sin z)+CE. 


例 16 &[— 一 
T cost E 


2 
解 同上 例 一 样 , 先 利用 三 角 恒 等 式 变形 ,然后 再 求 积分 : 
° 235 * 


= 
= 
H 
l 
— 


=4 | esc? xdz 一 一 4cot =+C. 


习 题 4 一 1 


L 求 下 列 不 定 积分 ;: 
OD 


(7) f Sado; 


co f 


an | + Dd 


aa | Lar, 
vo X 


dá 
Le 是 常数 ); 
v 2gh 


2 
a» J rr 

3 
(17 [ | HESE 


(9 [ Serdx; 


(21) | sec x(sec r— tan ddz; 


dz 
(23) | IESSEN 


cos 2x 
cos? xsin? x 


(25) dx; 


2. — Hi ERE EL (e^ 30, H fE TE — NA hk B AE EA E 
LESES S R 69 Jr Ez. 


oz xa 

co fe Y Z dri 
«f T = dx, 

a) | (~ 3r-F2)dz; 


€10) Í Cr-= 2) dz; 


a» f« Vx DO — Dáz; 


da or 3z* H1 
ao EA, 


ae | ze S Jas; 
ag [e [17 Jae 


2 。3= 一 5 。2* 
ao | == 


de; 


(22) [oos Faz 


ces [ ¿A cos 2X zi 
cos xr —sih Ee *i 


ae [1-1 M x ox dz. 


— T k H ER LE TE eoe 23) ES t FP A B EHE E 3 Qm s), bi 
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(1) 在 3 £^ n t UT UR AAA 
(2 f GE 350m 需要 多 少时 间 ? 


KÉ E ssh Me ‘ch HE $n ie er. 


dz dz 
第 二 节 ” 换 元 积分 法 
利用 世 本 积分 表 与 积分 的 性 质 , 所 能 计算 的 不 定 积分 及 非常 
有 限 的 . 因此 ,有 必要 进一步 来 研究 不 定 积分 的 求法 . 本 节 把 复合 
页 数 的 微分 法 反 过 来 用 于 求 不 定 积分 ,利用 中 和 间 恋 量 的 代 换 ,得 到 
复合 函数 的 积分 法 , 称 为 换 元 积分 法 ,简称 换 元 法 . 换 元 法 通常 分 
成 两 类 ,下面 先 讲 第 一 类 换 元 法 . 
—, 第 一 类 换 元 法 
设 OOR AMAR FOO. BI 
CD 一 re， | /Godu- FG €. 
Tuba 是 另 - 一 变量 的 函数 一 红 z), 且 设 eG n] Si. 8b , TES 
复合 纲 数 被 分 法 ,有 
dla 1— ed Gods. 
从 而 根据 不 定 积分 的 定义 就 得 
[| eyle GOdz—F[gG)]-C- | fondu) | 
TEA FAE: 
定理 1 dE /具有 有 原 国 数 ,x*= 一 以 z) 可 导 , 则 有 换 元 公式 
[fece G dz [f Sandu] . TE 
E u- gia) 


由 此 定理 可 见 ,虽然 | ftecone code 是 一 个 整体 的 记号 ， 


但 如 问 导数 记号 所 中 的 dx 及 dy 可 看 作 微 分 一 样 , 被 积 表达 式 中 

的 dx 也 训 当 作 变量 x 的 微分 来 对 待 . 从 而 微分 等 式 虽 (zydz 一 du 

可 以 方便 地 应 用 到 被 积 表达 式 中 来 ,我 们 在 上 节 第 一 目 中 已 经 这 
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al 


样 用 了 ,那里 把 积分 | F Cadr 记 作 [dF (x), 就 是 按 微分 
Crjdzr 一 dF{x) ,把 被 积 表 达 式 F'Godx idle dF Cr). 

如 何 应 用 公式 (1) 来 求 不 定 积分 ? 设 要 求 | gdr, REA 
Gr) 8I DUE O fLeGo IE (xz) 的 形式 ,那么 


Inc Í TA le dr [| fea] > 


LE EA 


RAR z (x) BJ PA y ED € fo AA AGO BO BUR. 如 果 能 求 得 
ju) 的 原画 数 , 那 末 也 就 得 到 了 ¿CORNER 


例 1 求 | 2cos 2xdz. 


M HEM", cos 2z 是 一 个 复合 函数 ;cos 2z 一 cos u ,u—= 
2z+ 常 数 因 子 恰 好 是 中 间 变 量 v 的 导数 . PIE IER wx 一 2z, 恒 有 
| eos 2adr 一 f cos 2x * 2dr= f cos 2r + (zY dr 


= f cos udu =sin PC, 
再 以 u=2x KA LI By 49 
| zees 2xdz—sin 2z=+C. 


A2 R | ze 
KR ARER =l, utz Ek d P 
-AEF idi T T Ba RC RT HUE ROO BOE T. 


121, 1 „nl. 1 
3 十 27 2 3+2r “° 2 3 十 2z 


Mn u-3-4d2z.H8 


(3+2x) D 


|= er = | + hee [ile 


=l Tel 十 C 一 二 an [34-2x| +C. 


一 般 地 ,对 于 积分 | f(ar+6)dz, 总 可 作 变 换 x 一 er 把 它 
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化 为 


[sartoas = f 1l Gaz 3 Aids? Ai 


-l iH fue] 
m3 È f Zoe" dr. 


E Wahi) 一 个 因子 为 ee =e", = 
怡 好 是 中 间 变 量 =r 的 导数 ,于 是 有 


f dada | ed af Leder Ce ec. 


zx" RI 


DNA 来 |z ada. | In -57 

E da 
解 设 w=1 一 xz, 则 dz 一 一 2zdz 即 一 却 du 一 zaz, 因 此 ， 
IE A= =a = fat el 7 du 一 ENS 


Bis $È f tan «dz, 
sin = 
解 ES dr 一 | con Qd 


因为 一 sn zdz = dcos xr. Bp LA Bü JE u= cos z, BABA dx = 
一 sin xdz.B[ —duz-sin rdzy 因 此 


Fran xd = f An dgr-— J du A lal +C 
cos r u 


一 一 Ia leos x | +C. 

类 伏地 可 得 IE xdz=ln |sin x | 4-C. 

FERI EME ACHA ARA ;就 不 一 定 写 出 中 间 变 量 u. 
as [uL 


da. 
a ra 
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1 1 1 
e [approfitti 


I 十 [三 


i daa = L arctan C. 


在 上 人 鲍 中 ,我 们 实际 上 已 经 用 了 变量 代 换 a= AR UU 


^L [1129 之 后 , 代 回 了 原 积分 变量 z, AERA c a 
写 出 来 而 已 
例 7 求 fen d. 


[ x 1, E a 
解 |ch 三 dz a [ ch zd Z ash Z +C. 


[ dz 
例 8 R| FE G9. 
d X 
dz _ [1 dr d 
"dut Sg x 
a a] 
一 arcsin zc. 
例 9 Jr 
解 由 于 
i -去 | 1 1 
Tia 9?a|r—a ata!” 
所 以 
1 (d 1 1 
P = EIL 


td] s | za] 


=A[|=2 Lata ¡NR 
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_1 ab > 
=> Un hr—al—In |z+a| )+ C 


= in 


r—a 

ata 

例 10 求 area 

m Í din = _ 1 d(2ln x) 
zd- 1 十 2nz 2 1-c2lh z 


dG -F2ln x) 
=+ Tnx =n |1+2ln z| 


+C. 


+C. 


fi i1 


解 由 于 d Comm 


z=2|e e ¿je Tan 


=e ^ LC, 


"FOR 28 — HAGA , Z 165 ERR PR 32 h A 6 = fi IR. 
在 计算 这 种 积分 的 过 程 中 ,往往 要 用 到 一 些 三 角 恒 等 式 . 
ui o ES >d. 


解 I sin! ada = [sm asin tdr= — f (1-—cos* r)d(cos z) 


pat 


一 一 f d(cos z) + feos xdí(cos r) 
= —c08 zh cos x-C. 
$13 E ES xcos* rdg. 
解 ES rcos! rdr = f sinó zcos' rcos ada 
一 f sin? a(1—sinó r)’dsin x 
= f (sin? x — 2sin* .z -sin? x)dsin > 
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= sin p Z sin z+ lain rel. 
例 14 求 | cos? zdz. 
解 [eos zdz = | E äs 1| [ [ac f cos 23dr 


-i ne + | eos 22422 
X 
2 


— 48825 c, 
类 似 地 可 得 | sin? sde Een 


例 15 R f eos! xd 
K HT 


cost + = (cos? r)? 
=| 1 十 cos == 2 


z 
= (1+2cos 2x-F- cos! 2r) 
=+[1-2cos ze SE sd 
El 十 2cos 274 25% 2d , 
所 以 
feos zdr = | E 2 十 于 cos 4z| dz 


|= + | ios 


3 ed Zcos 2zdz=+ — [eos tado 


el rele 一 ， 


Zi | cos Zodi Zei ++ e + IE tarda) | 


rd E 22 zzsin da, 


例 16 E IE zdz. 
* 242 = 


olo e e 


Si 


解 [esc zdr = 


Kua sma: 


X 
2sin Eise = 


因为 


一 一 - 一 D 一 CSC r— cot Tr 
sin m sm cr 


= = I 
2 2. 1 一 cos z 
z 
2 
所 以 上 述 不 定 积分 又 可 表 为 ; 
| esc ada=In [cse x—cot r| +C. 
例 17 È [se zdz. 
dz 


cos r 


d Gri 


解 [sec zaz = | 


sin [5-5] 


—ln 


CSC (2+5 


| | 
| cot (7t 2 +C 
—h [sec =+tan z | +C. 


例 18 ck | sectzdz 
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解 | sec! rdr = j (sec? 2) sec? rdx 
= | (1r tan? z2*dtan x 
=Í X13 2tan* x-rtan* x)dtan x 
—tan zen? a+ Low zrcC. 
$419 求 | an rsec? ade. 
N f tan? rsec* rdz = | tan’ xsec? rsec rtan rdr 


= | (sec? x-—1)sec? rdsec r 


DA Cur 

^S 一 | (secó r-—2sec! r-J-sec? r)dsec x 
_ 1 7 2 5 1 3 7 
= sec" c-r sec! a+ sec ett, 


例 20 $ [oos 3xcos 2:zdz. 
解 ” 利 用 三 角 学 中 的 积 化 和 差 公 式 
cos Acos B= cos CA— B)--cos CAA B5] 


得 cos 3zcos Ze 5 (cos x-d-cos 5r), 

于 是 f cos 3xcos 2rdr =+ | (cos =4j-cos 5x)dx 
zu zdr + f cos 5zd(5z) 
一 工 sin xz 十 工 sin 5x-FC. 


2 10 
上 面 所 举 的 例子 ,可 以 使 我 们 认识 到 公式 (1) 在 求 不 定 积分 中 
所 起 的 作用 . 象 复 合 函 数 的 求 导 法 则 在 微分 学 中 一 样 ,公式 (1) 在 
积分 学 中 也 是 经 常 使 用 的 .但 利用 公式 (1) 来 求 不 定 积分 ,一 般 却 
比 利 用 复合 函数 的 求 导 法 则 来函 数 的 导数 可 来 得 困难 ,因为 其 中 
禹 要 一 定 的 技巧 ,而 且 如 何 适当 地 选择 变量 代 换 x 二 qx) 没有 一 
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般 途 径 可 循 ,因此 要 掌握 换 元 法 ,除了 熟悉 一 些 典 型 的 例子 外 ,还 
3 CET EIS š l 

上 述 各 例 用 的 都 是 第 一 类 换 元 法 , 邵 形 如 zx 一 wx) 的 变量 代 
3. 下 面 介绍 另 一 种 形式 的 变量 代 换 z 一 %(t)， 即 所 谓 第 二 类 换 元 
x. 


二 、 第 二 类 换 元 法 

上 面 介绍 的 第 一 类 换 施 法 是 通过 变量 代 换 w 一 PCz) ,将 积分 
[rteco1 d Godz 化 为 积分 | ia id, 

下 面 将 介绍 的 第 二 类 换 元 法 是 :适当 地 选择 变量 代 换 x 一 
or) ,将 积分 | Sad 化 为 积分 FONW pode 这 是 另 一 种 形 
趟 的 变量 代 狗 , 换 元 公式 可 表 为 

| fada= f FIE dt. 

这 公式 的 成 立 是 需要 一 定 条件 的 . 首先 ,等 式 右边 的 不 定 积分 
EAE, STO GR I SG Km, [ftp con 求 出 后 
ZB FH 2 PO f Iz A ER d EK et t uE X z AAA E 
而 且 是 单 值 可 导 的 ,我 们 假定 直接 函数 x==g(#) 在 t DRM CI 
(这 区 间 和 所 考虑 的 x 的 积分 区 间 相对 应 ) 上 是 单调 的 .可 导 的 、 
3f BH. Z (260. 

归纳 上 述 ,我 们 给 出 下 面 的 定理 . 


定理 2 WÜ z 二 y(t) 是 单调 的 ,可 导 的 阔 数 ,并 且 Aen X. 
OW CO 具有 原 函 数 , 则 有 换 元 公式 


[reae | | fto was] 


EEN 
HH AR SORA 
证 设 UOJ OHARRA GO A PLA] FG. 
ARE SAR Sp 25 NJ 2 52 ES BÚ AE 


(2) 
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, -dF . de _ i i 1 
F (z)=-4 de L9 Je Qe. ZG 


—fLo l= fz), 
E FODE ORRA. AE 
IT =F(r)—C=@[Z(z>]+C 


=[| rte os] |. 
这 就 证 明了 公式 (2). 
下 面 举例 说 明 换 元 公式 (2)? 的 应 用 . 
GE 求 | Vai—adr (a0). 
解 ” 求 这 个 积分 的 困难 在 于 有 根 式 v 天 一 到 ,但 我 们 可 以 利 
KEEN 


sinó feos? £= 1 
来 化 去 根 式 . 
B z—asin t, te BRAVE — al ¿sint 
—acos t .dr —acos id, 于 是 根 式 化 成 了 三 角 式 ,所 求 积分 化 为 


Í do a dr= f acos t * acos tdt =a? | cos? tdt. 


Ag ej 14 的 结果 得 
| Y a? —x*dz =a 


sin 2z 


Ec 


D 

2 T 
a æ 

= tts tcos ¿+ C. 


T 


由 于 r=asin z, 2 << ;所 以 


m 
t= arcsin — s 
a 


== ri Yate 
cos t= Y 1 —sintr=,]/1 al = a , 


于 是 所 求 积分 为 
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j Va a dz Č arcsin 二 十 ia ei x? 4-C. 
de 
22 
an zl 
解 ” 和 上 例 类 似 , 可 以 利用 三 角 公 式 


(a>0. 


1 十 tan2 £= sec? t 


来 化 去 根 式 ， 


设 == atan t | 


_— 
2 
=a Vl tran t= asec t.dx— asec! tdt FÆ 
dz _ [sect. _ 
| |== aseo dt 一 | sec td 
利用 例 17 的 结果 得 


<<) EE Vx Fa — v a Hatan" t 


| de 一 In |sec £--tan z| +C. 
+a 


为 了 要 把 sec z 及 tan t BR z 的 函数 ,可 以 根据 tan PRU 
辅助 三 角形 (图 4 一 3), 便 有 


H sec t 十 tan £770, AIE., 
dr _ z , {ta 
| "E In at a +C 
一 In (z+ ki Feith, 
其 中 C,=C—In a. 
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r xa? 
1 
a 
图 4—3 图 4 一 4 
例 23 Rs (a>0) 


解 和 以 上 两 例 类 似 , 可 以 利用 公式 
sec? t—] —tan! £ 
KEERA tE W BD EE BURG By s X bk dE 2 a 和 r< a 两 个 区 
[8] ,我 们 在 两 个 区 间 内 和 分别 求 不 定 积分 ， 


当 r>a Hf, H r—asecit [o] BA 


sT — a! — y ased t —a! =a Y sec! t—] =atan t, 
di -asec ttan tdi, 
FE 
f de E 
vaa atan £ 
一 In (sec #+ tan z) +C. 
为 了 把 sec £ 及 tan z BOR c 的 函数 ,我 们 根据 sec :一 二 作 畏 


助 三 角形 {图 4 一 4) ;得 到 


d:= f sec tdi 


tan £— E 
a 
因此 ， 
ll 
x*—a* a a ; 
=n (z+ yr’ —a +C, 
其 市 C.=C—In a 


Mala ht, r= e BA uad FEE: S E A 


dx due 
| 7 =- | sh Gq YH) tC 


二 一 ln (—z+ vax*—a 4c 
q "Er 


; C 


a 
=ln (—— wäit, 
HH C. -—C-—2ln a. 
把 在 r>a 及 所 一 和 内 的 结果 合 赵 来 ,可 写作 
[ Eh [z+ /EER +C. 

从 上 面 的 三 个 例子 可 以 看 出 :如 果 被 积 函 数 含有 Va, Hl 
以 作 代 接 z 一 asin t AERAR RARER A v 到 十 到 ,可 以 作 
RA >= atan t 化 去 根 式 ;如 果 被 积 函 数 含 有 Va MAA 
É z 一 十 csece 上 化 去 根 式 . 但 其 体 解 题 时 要 分 析 被 积 务 数 的 具体 情 
RE up BE fs FE Bu (GR ,不 要 拘泥 于 上 述 的 变量 代 换 (如 例 4、 
pia. 

348 ELB WE 8 etadi, ATERA, E HI RAMA 
r-atan t mk == +A asec 时 ,还 可 利用 公式 

chir-—abi t=], 
RE FE 3X d (ER x 一 ash r= tach z 来 化 去 根 式 . 

例如 ,在 例 22 中 ,可 设 x 二 ash i, 那 末 V x Fa = 
Vash (La =ach idz 一 ach tdi, FE 


=lu 


| dr _ [2h Mr | diee C 
zi da ach z 
一 arsh = +C 
a 


=ln (z+ vaa 5C, 
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Rb C.=C-— in a. 
在 例 23 中 , 当 r>a P af HE rach (¿> BA 
X x? —a — V a'ch? teoa mash t, 
dz 一 ash tdt, 
TEH r>a, 


dr fasht 


Vara Jasht 
—arch Z +C 
a 


di= Jac 


= r | 
[EH E |- e 
一 ia (z+ Via +C, 
FE BE C = C—In a. 


ria Bd, zc —ach; (2-0) ,2840 [18 


Auch a va — EG ed 
= 


下 面 我 们 通过 例子 来 介绍 一 种 也 很 有 用 的 代 接 一 一 倒 代 换 ， 
利用 它 常 可 消去 在 靶 积 函数 的 分 母 中 的 变量 因子 x. 


EE R “Las. 
m 设 z 一 二, 那 来 dr 一 一 坚 , 于 是 


=— | ce 一 Dileld， 
Mb LIH» 
xac 


--4 | (e — pd (ate 一 1) 


2 


当 < 时 ,有 相同 的 结果 . 

在 本 节 的 例题 中 ,有 上 几 个 积分 是 以 后 经 常会 再 到 的 .所 以 它们 
通常 也 被 当 作 公式 使 用 . 这样, 常用 的 积分 公式 ,除了 基本 竹 分 表 
中 的 几 个 外 ;再 添加 下 面 几 个 (其 中 常数 a0. 

dë | tan =dz= —1n | cos x | +C, 


D f cot xdz—ln [sin zl ZC, 

da | sec rdr—ln |sec z 十 tan z| +C, 

dë | esc dz 一 jn [ese r—cot r|-4-C, 

En | =É arctan =C, 

e LA = m 

al 5 carin 2-6, 
al ch Gr ax aC, 

al 5 ch Lt Vara | +C. 

We E rs 

E al RA» 

HAARE EH 
| zy eem e. 
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例 26 "In Kean 


s | =f dr _ 1 | d(2x) u 
TUUS OPE 21 Ory qa 
利用 公式 如, 便 得 


_— d 1 ` 
[Bm Qet VFD +C. 
5127 ela 


d Ix | 


HEAR 


2x—1 


=arcsin 


la 
3 题 4 一 2 


l. 在 下 列 各 式 等 号 右 端 的 空白 处 填 和 人 适当 的 系数 ,使 等 式 成 立 ( 例 如 : 
de de 


(i) dr 一 dlar); (2) dr— d(72—3), 

(30 rdr= dlr’); (4) zdr— däin: 

(5) zdr=  d(1—2z75; (6) dr  d(3:2$—2); 

C) edr = die); (g) e tdz= die Zi 
(9) sin ode diem Fr)s NIR E dtSln tel); 

(11) de. d(3 一 5ln |r|}; (12) if d(arctan 34); 
(13) PE d(1—arcsin z); (4) Z= d(C vw 15r). 
2. 求 下 列 不 定 积分 (其 中 以 .wp AO 

a ) [ends (2) | (322 da 
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. da 7 dr 
G [Ems eo | =: 


(5) | csin ar—e3 ddr; (6) | 


£ 


10 can . — 8m ， 
c) fran zc sec! zdz; alta 


rdx r dr 
H H 站 一 一 1 — 。 
(92 [un v dx A ao: | s mas x! 


| ==: a2 | ze da 
a3) | «cos (dz; a4 [——— 
x 2-- 3r? 
- ic z . 

a» | daa a [cos Cutt Psin (at 十 风电， 
an | Sn dr ag | Sn ateus z dr; 
. tos Y Sin X—C08.r 

1— = x 
as | —— x (20) | ¿Edo 
` y 9—4r ` 9+z° 
dr dx 
en a2 eo EL 
(23) | cos? zdas (24) | costar dt 
(2233 [ sin 2rcos Xd; (265 [os cos Fdz: 
(27) [ sin 5xsin ?dei (28) ES rsec rdr; 
yemas arctan 
ao | Pa G0 E arctan Yr 
V 1—= Y x D 
1 
a» | dz 000 aD [Effe 
(aresin ai v 1— 1? =n + 
z 
c |m ln tan 工 dz co | Ee (a>0); 
COS rsin zd fa? 


_— G |. ae | EG: 
xov z°--1 y Cr 41) 
Fri y - 
in» | — 3 dz; cai | dr, 


1 十 vin 
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an [ — Vix «n j— Via 
第 三 节 ”分 部 积分 法 


前 面 我 们 在 复合 晒 数 求 导 法 则 的 基础 上 ,得 到 了 换 元 积分 法 . 
现在 我 们 利用 两 个 函 教 乘积 的 来 导 法 虽 , 来 推 得 另 一 个 求 积分 的 
本 方法 一 分 部 积分 法 

B HN a= u (r) É u— (x) RC St S MBA ES 4° PRICE 
积 的 导数 公式 为 


(a) =u vuv. 
移 项 ,得 uv = (uv)'—u v. 
对 这 个 等 式 两 边 求 不 定 积分 ,得 | 
| uv dr-uv— | uvdx, (D 


公式 (1) 称 为 分 部 积分 公式 . mak [az 有 困难 ,而 求 [uvis 
比较 容易 时 ,分 部 积分 公式 就 可 以 发 挥 作用 了 . 
为 简便 起 网 ,也 可 把 公式 (1) 写 成 下 面 的 形式 ; 


| udo=w— f odu. (25 
W ipm or Pi T iS BB tn uj i: Hix TEES. 
@ 1 求 IE xdr. 


W 这 个 积分 用 搞 元 积分 法 不 易 求 得 结果 . 现在 试用 分 部 积 
分 法 来 求 它 . 但 是 乱 样 选取 * 和 de 昵 ? 如 果 设 w 一 rsdo 一 cos rdr, 
那 末 da 一 dz, 一 sin zy 代 人 分 部 积分 公式 527 A 


ILS ad asin x— [sin zdr, 
而 | vdu— [sin ade 容易 积 出 ,所 以 
IE adr=xsin 了 十 Cos r+C. 


求 这 个 积分 时 ,如 果 设 一 cos z dv= adas EA 
25i" 


E 
du — — sin zdr,u= 


于 是 | «cos ada S cos 工 十 | Zein zdz. 
上 式 右 端的 积分 比 原 积 分 更 不 容易 求 出 . 
由 此 可 见 , 如 果 刀 和 dw 选取 不 当 ; 就 求 不 出 结果 ,所 以 应 用 分 
部 积分 法 时 ,恰当 选取 xz 和 dv 是 一 个 关键 . 选取 u 和 dz 一 般 要 考 
HE F B BS Kz: 
(Dv 要 容易 求 得 ; 
2) | odu 要 比 | ude 容易 积 出 ， 


例 2 求 IE 
MD 设 x 一 xz,dz 一 edr, 那 末 de=dx.v=e". 于 是 
| zedr=re— | eaz=me e +O=e ir 1)+€. 
例 3 求 f zer. f 
E i usar dvs edr, PA du=2xdx v=e". 于 是 
| zeaz=ze 一 : | acd. 


E] 


xm f rear 比 | zerde 容易 积 出 ,因为 被 积 函数 中 HX 


次 前 者 比 后 者 降低 了 一 次 . 由 例 2 可 知 , 对 | zerde 再 使 用 一 次 分 
部 积分 法 就 可 以 了 .于 是 
E E 
= ře" — 2 re — e) +C 
== 242 + C. 

BA ETN = 4: B| TA E 0 E 8 E EE 
EE ME PB BOC BBC IA, BUT LAMA 
法 ,并 设 等 函数 为 wx. I EE H A E BO FE 
VEHI ROB BE TEA CE DE) 
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m 4 R | an zdz. 
s B u=In as dom zdz ASK du= 二 dzvo 一 二 ,利用 分 部 积 


分 公式 得 


LE >f = = 
| aln ade tn z > adz== hn x £C. 


Hs 求 f areeos zdr. 


A i u=arccos x;dv—dz, HB dude ==. F 
是 
f arccos zde —.rarccos t+ f 一 二 一 dx 
Sm : i E 
= xrarccos DEE Í t dlr) 
2 3 (1-27 
opi 
= rarpcos => . CT ec 
2 
=.xarccos x— y 1—2^4-C. 
Hs 求 | zarctan dz. 
. 1 2 
KR 12 u=arcian z,du= zdr, pK du= udr v. 
于 是 
zarctan rdg 一 了 arctan z—— | ¡p7ade 
=Z arctan al IS += lq, 
2 2 1+ =° 


: . 
— arctan «+ | | Ip de 


a 1 
一 六 arctan x 一 z arctan r)+C 


= > (274- D'arctan z— liec. 
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益 结 上 面 三 个 例子 可 以 知道 f 甸 果 被 积 函 数 是 宕 画 数 和 对 数 
函数 或 敌 沙 数 和 反 三 角 函 数 的 乘积 ,就 可 以 考 鼎 用 分 部 积分 法 ,并 
设 对 数 函 数 或 反 三 角 函 数 为 ul 

下 面 几 个 例子 中 所 用 的 方法 也 是 比较 上 典型 的 . 

AT o f e'sin rdr. 

MY a=e ,dv 一 sin rdr, HA dr 一 erdrlp 一 一 cos x. 

于 是 

| e"sin ada=—e cos r+ [ ecos zdz. 
DESEE A 90 BJ 814 J j — 38 8t fl). 对 右 端 的 积分 
再 用 一 次 分 部 积分 法: 设 二 e” ,dv 二 cos rdr, BA du = edz, u = 
sin a. 于 是 


f e^sn zdz = —e'cos 工 十 ezsin =— IE xdr. 


由 于 上 式 右 端的 第 三 顶 就 是 所 求 的 积分 | esin ada PEGAR 
导 左 端 去 ,再 两 端 同 除 以 2, 便 得 
f ersin dz 一 ie (sin x—cos 234€. 
因 上 式 右 端 已 不 包含 积分 项 ,所 以 必须 加 上 任意 常数 性- 
Dis ck E xdx. 
W duse r.dv—sec^ zdr,#É K dx 一 sec rtan zdr, v= 
tan z. 于 是 


f sec ada =sec stan 1— f sec atan? sdr 


一 Sec xtan 工 一 | sec zr(ec! r— ldr 
=sec atan 1— | sec ada + | sec xdr 
=sec ztan cin |sec x-d-tan x|— | sec? rdr. 


由 于 上 式 右 端的 第 三 项 就 是 所 求 的 积分 f sec zdr, 把 它 称 到 等 导 
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左 端 去 ,再 两 端 各 除 以 2, 便 得 
IE zdz=- (sec rtan r+ln [sec tan al) +C. 


de 
$9 R= | mia P n AER. 


解 ” 用 分 部 积分 法 , 当 m#>>1 时 有 
dr z’ 
e26—0 | citar 


= 
Gr-Rat)t? — Lat aty: 


_ r 1 al 
“aa D ase a jee: 
Bp LaS GEES AD AL)» 


1 
于 是 mu ct 2n 3. | 


以 此 作 递 推 公式 , 养 由 卫 一 二 arctan ECL BERE RB LL. 

在 积分 的 过 程 中 往往 要 兼用 换 元 法 与 分 部 积分 法 ,如 例 5, 下 
面 再 来 举 一 个 例子 . 

Bi 10 JE dz. 

E Gv rt M e= ,de=2tdt. 于 是 

fe F dx | sede. 
利用 例 2 的 结果 ,并 用 :二 wx xz iC BL, MANR BIA. 
[era =2 [ea =2eG—1 +C 
—3e"7 (x z —1)+C. 


3 题 4 一 3 
求 下 列 不 定 积分 ， 
1. f zsin xdr. 2. fin xd. 
3. f arcsin zdz. 4. { ze-rdz. 
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5. ES ado. 6. |= "os xdr. 


7. [e "sin Sdr. 8. | zeos ds. 

9. [starcian ado. 10. | stan? rdr. 

11. IE cos ad. 12. [ena 

13. eza. 14. ¡ES zcos zdr. 
15. [xicos Far. 16. [zm (r— dr. 


3. 
17. Í (2? — sin 2adz. 18. | I ds. 


19. fe YF da. 20. feos ln edz- 


21. | (arcsin xd. 22. | ersin xdr. 


PAT ” 几 种 特殊 类 型 函数 的 积分 


前 面 已 经 介绍 了 求 不 定 积分 的 两 个 基本 方法 一 一 换 元 积分 法 
与 分 部 积分 靶 . 下 面 讨论 几 种 比较 简单 的 特殊 类 型 函数 的 积分 . 


一 、 有 理 函 数 的 积分 


有 理 郴 数 是 指 由 两 个 多项式 的 商 所 表示 的 函数 , 即 具 有 如 下 
GENEE 
Per) _ astaz + +a, z+a, 
UD baz” +b z" e +b, a by? 
EP m A n MEIEN RA sap sars z, M by. TA 都 是 
实数 ,并 且 a, 0,670. 
我 们 总 假定 在 分 子 多 项 式 PC) S EE NR Q (=) [aj E. gt 
有 公 因 式 的 . 当 有 理 隆 数 (1) 的 分 子 多 项 式 的 次 数 n RT R py it Z 
项 式 的 次 数 m, B) nm 时 , 称 这 有 惠 涌 数 是 真 分 式 ; 而 当 n 守 nm 
DEL PEE TELE 
LUCES EWu]p 1 39:828" 0 Ee GE ET d — + £ 5 £ #ll 
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(1) 


-个 真 分 式 之 和 的 形式 . 例如 


多 项 式 的 积分 容易 求 得 ,而 要 计算 真 分 式 的 积分 需要 用 到 直 分 式 
ESTE. 

如 果 客 项 式 Qtx) 在 实数 范围 内 能 分 解 成 -次 因 式 和 二 次 质 
因 式 的 乘积 ,如 

QU = fut ër gies l rb G^ patada os 


EE EE 
下 部 分 分 式 之 和 : 
PO? A, A; A, 
Qr) (zc— av (r-—a | Tt Fa 
By BB .rs 
t-o aprit +t | 
y MN, Mais MEHN, 
(x prta? apago =+ proa 
, RS, Rar +S: pep R,r4-5, 
q rats) Gras” Peras? 


(2) 
RP Asen RAN, 及 S, 等 都 是 常数 . 
对 于 (2) 式 应 注意 到 下 列 两 点 : 
1) 4 8E QGO rh Bn RGB BL SX Ge ay BECK E RIOUGUCR F?) RT 
部 分 分 式 之 和 和 : 


A, As A, 
ay t Gatti? 
其 中 A.A e ARERR. 特别 地 , 奶 果 天 一 1, 那 末 分 解 后 有 
A 
r—a! 


2) 948 Q(z) 中 如 果 有 因 式 (x 十 pr 一 9 六 ;其 中 p — 490. 
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那 未 分 解 后 有 下 珂 上 个 部 分 分 式 之 和 |: 
M z+ N. Mart N, 4- Mixt Ni 
(z 十 prta): (ae pr gro) a pag! 
其 中 M... N, MERA. e E Hh. 4E R— 1, BB 3 EE 


MEAN 
ZT 十 pT 十 站 
x43 __ «+3 E 
例如 , 真 分 式 PS —Br+6 r(x 3) 可 分 解 成 
+3 A B 


(r--2)0)(r—3) z~- ESCH 


其 中 了 4 为 待定 常数 ,可 以 用 如 下 的 方法 求 出 待定 系数 . 
第 一 -种 方法 ”两 端 去 分 母后 ,得 
zrq3—40—3)T BG —2)5. ¡ES 
或 xr 3-CATB)r—(GAT 2B). 
因为 这 是 恒等式 ,等 式 两 端 c 的 系数 和 常数 项 必须 分 别 相 等 ,于 
是 有 
A+ B=1, 
—(3AF2B)=3, 
从 而 解 得 =-5,B=6. 
第 二 种 方法 EEFE H, ARRE c IB, WRH $ 
定 的 常数 . 在 (3) 式 中 
令 工 二 2, 得 A 二 一 5; 
4 r—3,18 B=6. 
同样 得 到 


+3 一 5 D 6 
《下 一 Pech t r—3 


Xd RARI s D UR 


1 A, B C 
EE KEE x-]' 


再 求 待 定 系数 ABC. 两 端 去 分 母后 ,得 
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]— ACrc— 1Y--Bxr-- Cri —195. (4) 
在 (4) 式 中 , 邻 XxX 二 0, 得 A— 1; 9 11,18 B—1. Æ A.B 的 值 代 人 


1 1 1 1 
r(Or—1) r '(m—1)° zl 


1 
Hin, E qu 908 


1 _ A y Bz+C 
GADAH 1 十 2r 1 十 三 ” 


两 端 去 分 母后 ,得 


1— AC Fx 08 Gx-t C0 T2), 
或 
1—CA--2B»a! + CB-- 2C) x - C 4- A. (5) 


ERER z AAKE RAA AN, A 
[ataco 


A+C=1. 
解 之 得 A= | B= XE 
1 : iet 
于 是 CE 一 IT 二 到 十 14 
下 面 举 几 个 有 理 真 分 式 的 积分 例子 ， 
十 3 
mi dp 
N 因为 
rt3 — — xà 一 5 上 6 


r—3 


amis (m—2)(m> 3) x—2 


所 以 
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rd-3 | —5 6 
G—23x— gd a= [|= dx 


tr) 
一 s [eee | Lar 


一 一 5m |[x--2|4-6In [z—3]|--C. 
9 x | zin 
E HH TF 33 E PS A BE E — W H EN =Ë , PT 2 hu 2 AAA 
E. HAD fr — a 2 ,而 分 母 的 导数 也 是 一 个 一 次 式 :( 
十 2z 十 3)' 二 2z 十 2; 所 以 可 以 把 分 子 拆 成 两 部 分 之 各 ;一 部 分 是 分 
母 的 导数 乘 上 一 个 囊 数 因子 ; 另 一 部 分 是 常数 , 即 
z—2 -[$Ge n-1]|-2 


一 二 (2z 十 2) 一 3. 


这 样 ,所 求 的 积分 可 计算 如 下 : 

i r—2 d 
| 十 2zx 十 3 * 
.十 (2z 十 2) 一 3 | 

ES de 

2142 

E "SER ILS d nin 

d(z*4- 22-3) | d(1+1) 
=> 4248 GF) CL 2) 


1 3 zk) 
=n < ?十 27 十 3) arctan TC. 
ini Ko 43 


例 3 x [A pae 
S ”因为 


1 0.1 1 1 
r(r—1»? z 


所 以 
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| zat = |l utu» Jaz 
a s 


一 jn lel—In |z—1| ett, 


1 
9i a * | aaa =a 
E 因为 


1 — 5 5” 5 
(1 十 2z)(C1 十 z2 Ltär dx 7 


所 以 
— Í de 
aran ar 

4 
5 


2 pl 
= (si nz S) da 
SCH Ipad" -i ZEE lua * 
=2 : | du) fei 2 | dal 


dx 
1+x 


¿In l11+2x% |— ih (142%) -Traretan zc. 
RETEGI SETETE pp Wr IU Ja , H EEN 


A Mz+ N 一 
SER CE 8 ep EROR IR 20 fl 


单 ,下 面 讨论 积分 | — de 
把 分 母 中 的 二 次 质 因 式 配方 得 


r 2 2 
z' pego [ eo] teh. 


X. 


故 令 xb. 并 记 十 pz 十 9 二 十 oi, Mz=+N=Mi:+b,# F a° 


_MrtN_ ` de= | Mtdr +Í bdt 
Gr pra» E Hay" (a?) 


Mx+N rt 

e TT Je 2 

rib patga My, Gr 十 px 十 9) 十 之 arctan +C. 
E al if. 

f M z+ N _ M +Í dt 
GE pa qy lta Grab 


上 式 最 后 -一 个 积分 的 求法 见 上 节 例 9. 

总 之 ,有 悍 函 数 分 解 为 光 项 式 及 部 分 分 式 之 和 以 后 ,各 个 部 分 
都 能 积 出 , 旦 原 函 教 都 是 初等 男 数 , 此 外 ,由 代数 学 知道 ,从 理论 上 
说 ,多 项 式 Q(z) 总 可 以 在 实数 范围 内 分 解 成 一 次 因 式 及 二 次 质 因 


式 的 乘积 ,从 而 把 有 再 耳 数 全 (分解 为 多 项 式 与 部 分 分 式 之 和 . 


臣 此 ,有 理 冰 数 的 原 函 数 都 是 初等 画 数 . 
二 , 三 角 钞 数 有 理 式 的 积分 


所 谓 三 角 藉 数 有 理 式 是 指 由 三 角 郑 数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 
dE WK BL ILE BR C. HTA H =A AAT H sin r B co 的 有 
HABRA , ñK = AA SEE sin cos x 的 有 理 式 , 记 作 
R(sin x.cos x), Ki Ras IA uo 两 个 变量 的 有 理 式 .下 面 举 
一 个 比较 简单 的 三 角 画 数 有 理 式 的 积分 的 例子 . 


例 5 求 | SEE da 


sin =(1--cos r) 
解 由 三 角 学 知道 ,sin z cos z 都 可 以 用 tan 元 的 有 理 式 
FT 


. 20x 
am r-—2sin 5008 —= 


2 2 z 
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1 一 tane 1 tan*7 
cos z=cos* sin? = 一 . 
sect l-4-tan?—-— 
所 以 如 果 作 变换 e] tan — , 那 末 
sin a—— 
1+u2? 
1 — g’ 
cos z=] Lud" 
而 == 2arctan us Auf 
2 
NETT Bae 
于 是 
2u 2du 
[aimes [Ree E 
sin r(1-J-cos zi U 2u 1—« 
[e VETE] 
[ x 十 2 十 一 SÉ 


i 
=2 
- o Set Iud] +c 
212 
1 
4 


tan +tan Z tz | ten >! 


变量 代 换 a= ^tan ERES EE LA Ji ob. 事 
实 上 ,经 变换 u—tan 王后 ,有 


| 2u Lan 2 
| Resin r.cos z)dx— IL: in rL du 


RAE TESSA E RC Sk B) Sy (E fI H. 
ER, b x ph C A — E E E fü PE RS dA. 
例如 , 求 积 分 
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COS = 
lcsinz ” 
时 ,只 要 设 ww 二 1 十 sin z, Bag 
cos = |. [ d(1+-sin z) 
s= * | 1 十 sin x 
一 Im (1+sin =)+C. 


三 、 DELLI CLE 


这 里 ,我 们 只 讨论 Ri, Zar E R| =, jet 


PUPILAS, E RG RAR ru 两 个 变量 和 的 有 理 式 . 

P 6 x | das 

W ATERS., TMU Vx—1-—u.TdÉr—u-cldr— 
2wdz; 从 而 所 求 积分 为 


ELEL: 


v x—1 
J as - | G ME ap Sege 
=2 Í E iua] du=2(u—arctan u)-FC 
AUT —]-—arctan «/x—1)-FC. 
例 7 求 
im 


E TEARRE, IME Vrt? =u TE 一 好 一 2,dz 一 
3w:du, 从 而 所 求 积分 为 


de — u*—1--1 
RR La a= d Le du 
=3 | e = 3 [Falo [14-u]| 1 -+E 


GF 3 十 2 十 3m 14 2ZZ-+2|+C. 


as RI y 
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解 被 积 函数 中 出 现 了 两 个 根 式 “ 工 上 及 YY 工 ,为 了 能 局 时 消 
去 这 两 个 根 式 , 可 令 r=. TE da —6r dr, AMARA A 


de 
as KE arnet al A "ot 
=6 | (1-yil a = 6G —arctan ¿) +C 
—6CY xr —arctan Kad CO, 
Bi 9 RJE 142 gy 


o EE 


1 m 2tdt 
Bp a UN 


ne | vo a] ai 


=- 一 ?| | 2:—ln Sg 
=~ u+ ln G+ Dln |#—1| +C 
— 
l+ = 1c .| L 
24| = 2n | LS (4 +h [zl eC. 
3 BR 4 一 4 
求 下 列 不 定 积分 
lox? 2xr4-3 
Lp en 
[ r*-c-z*—8 3 
$i mx. d + [agde 
5 " ada 6. j +1 
"CG EDAD a+)" (+ 1? Gi? 
r dr dx 
7- sala y 8- WEEN 
E dx 1 
9 EDAD 10. | qa. 
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EM 
"RECEN 
Ca 


dz 
12. 5 a 


Aa Y 
dr dx 
We |= = 14. =: EN 
dr dx 
15. | ox 和 十 Cos r 16. ¡ES r--6cOos +5 
了 de CADA 
17 | —¿ 18. — 1 
14- V z4-1 Y zx Fl 
19. po cid 20. | . . 
xV =: Ln vor + v = 
¡1—zdx dr 
a. | y = 2 | -天 一 全 一 一 一 . 
Y (z+ 1) 7-1) 


第 五 节 积分 表 的 使 用 


通过 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ,积分 的 计算 要 比 导 数 的 计算 来 得 
灵活 ,复杂 . 为 了 实用 的 方便 ,往往 把 常用 的 积分 公式 汇集 成 表 , 这 
HERRAR. 积分 表 是 按照 被 积 函数 的 类 型 来 排列 的 . 求 积分 
时 ,可 根据 症 积 函数 的 类 型 直接 地 或 经 过 简单 的 变形 后 ,在 表 内 坦 


得 所 常 的 结果 


本 书 末 附录 有 一 个 简单 的 积分 表 , 以 供 查 疝 - 
我 们 先 举 几 个 可 以 直接 从 积分 表 中 查 得 结果 的 积分 例子 . 


` E 
m2 | ip 
Ñ RRRA H ar 十 2, 在 积分 表 ( 一 ) 中 查 得 公式 17) 


Ka 
Jeer = zn TC. 
现在 4 二 3,5 二 4, 于 是 
r z _ 1 4 ， 
J Grt 9 [m |I3--4| gp] +C. 


9 2 求 | E dcos x' 
E HERAS H = fi 8 3⁄ ARA k CH FEAT gi 


分 | ARA RAMA A me? ISE T 
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定 采 用 哪 一 个 . 
现在 a—5.5— —4,a'7- B^ , BEDA FRI A C105) 


| du 
a+Hbcos x 
A El aretan WE tan 7] +C (at). 
于 是 
E r 
E 2 5+(—4) 5 4 
idit Dann [fs Dus C 
=Z arctan | 3tan H +C. 
下 面 再 举 一 个 需要 先进 行 变量 代 换 ,然后 再 查 表 求 积分 的 例 
子 . 


ws 下 | 
解 Sul kiasa iioo iisas 


4 2a—u BA V 4r"—— dät e dz du. 于 是 


¡li 


HB PRA vu TERRE CN RR AR UD 
1 zi-rai—a 


|== h +c. 
现在 a 一 3,x 相当 于 w, 于 是 
ENTE 
|Z CAS 


再 把 u —2= 代 人 ,最 后 得 到 
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Ly, APS 


| dx =| dez =i "m 
z varta uu da 3 PI 
— mn 429—316 
3 2|x! 


量 后 , 举 一 个 用 弟 推 公式 求 积分 的 例子 . 

例 4 R sin! zdz. 

解 ” 在 积分 表 ( 十 一 ) 中 查 到 公式 (95) 

IE xd |= D sem zm] | sin” rd. 


n Kei 
HARTARA PS Sk rh GE SEHE XC RIP REC LE 
HON dE HJ; rst. nr bL BE SE BSEC SEE BR ER HE e ds 
SEM Mz Lax Rh 25 RU EA 
现在 = 一 4* 于 是 


| sin! rdr = 


sin? xcos x 


4 
对 积分 J sin? zdz HA st (93) 


+Š f sin” rdr. 


[ sin? rdx— 5 — sin 2=+C, 


从 而 所 求 积分 为 
sin? xcos x 7 1 j+c- 


a 4 = — M. — _ A : 
[sin dx — T + ok 49m 2x 


-BRK ARA AC HEEBU HNA LEUR FUR E 
握 了 前 面 学 过 的 基本 积分 方法 才能 灵活 地 使 用 积分 表 , 而 且 对 一 
些 比较 简单 的 积分 ,应 用 基本 积分 方法 来 计算 比 查 表 更 快 些 , 例 
如 LEES zeosz zdr, AE u= sin z 很 快 就 可 得 到 结果 . 所 以 ， 
求 积分 时 究竟 是 直接 计算 ,还 是 查 表 , 或 是 两 者 结合 使 用 ,应 该 作 
具体 分 析 , 不 能 一 概 而 论 . 

在 本 章 结 束 之 前 ,我 们 还 要 指出 ;对 初等 函数 来 说 ,在 其 定义 


民间 上 , 它 的 原 端 数 一 定 存在 ;但 原 函 数 不 -一 定 都 是 前 等 画 数 ,如 
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_ sin xr 
le “dx, | dr. 
A 


dr 


in r` 


习 题 4-5 


利用 积分 表 计 算 下 列 不 定 积分 ， 
d.r 
1. | —. 
j Y da? — y 


3 k 
Yi dra? 
Y 3r5—2dz. 


eu 


2 
de 


8. = . 
sin?.r 


7. | zarcsin dz. 


11. [ sin 3xsin 5xdx. 


[ 1 
13. | Tp 


s. | 
15. J "VENIS 


Ka 
: | QT 34) 


19. | x= dai dx. 


21. | 一 圭一 
& 


Pu 
25. f 254440 


1. 


10 


12 


14 


16 


18. 


20 


22 


24 


— 1 _ 
eros 


| v 2x* --9dz. 


| dr 

(32 4-9)*' 

- | ea 3xd.e, 

. [fw zd. 
ES 

- | — dz. 


1 
,| 一 一 一 -一 一 dr- 
j- da? 


J coda. 
1 
` | E 5cos ¿dr 


l— 
i | N p 


J zdr 
V 1+z—= 


总 习题 
求 下 列 不 定 积分 (其 中 ab HERO: 


2. Í dod 


L f 4 
Ce 


j- 


l.c 


da 


zdr (aL0). 
In in ti 


[5s 
7. Imm 


9. | ay 


"| 
Y xcd) 


13. [ecos br dr. 


z | 
a vz) 


17 | i 
at v 14x. 
fin BETEN 


m 
tn 


m 
LO 


21. jon V x ds. 


ES 


dees 
( dr 

25. | EA 

f etsin x 


21. j 15 cos aD 


í yr 


ec 十 ez 
31. | e Tes p = 


33. | In Cz-- Y 1-47 x 9d. 


35. | v 1—x!arcsin rdr- 


cot = 
| E? 
J Liam x 


dr 
39. Í (2-Fcos x)sin x' 


. | —— dr 
` r( V x +. a) 


1 十 eos z, 
4 EUM : 
e. 5 ICOS X 

1 十 sindr 


8. [ sin asin 2zsin 3rd.r. 


10, | Ege Ca 0), 


12. | Cosi rdz. 


TELA 
yte 
dz 
16. o 


Y x sin V x dz. 


f 
20. pz ES 
[XEM 


18. 


tem x xd 
22. sin T 

r! 
24. mM 
, [ snz 
26. J i+sln z "` 


cos! x 


NE 1 
eprcosi re sin Y 
28. [ec dz. 


[ dr 
89. | ce 
[ xe" 
32 | (ea y 


34. [MX aq, 


J (+ 222 
m arccos = 
36. | —. 
¿la 
r dx 


] sin! cos x' 


38. 


sin xcos x 


40. sin z Feos = 


» 273 ° 


第 五 章 E 积 分 


本 章 中 将 讨论 积分 学 的 另 一 个 基本 问题 一 一 定 积分 问题 . 我 
们 先 从 几何 与 力学 问题 出 发 引进 定 积分 的 定义 ,然后 讨论 它 的 性 
质 与 计算 方法 .关于 定 积分 的 应 用 ,将 在 第 六 章 讨论 ， 


第 一 节 定 积 分 概念 


—. 定 积分 问题 举例 


1. 曲 边 梯形 的 面积 

Ey MOR Bla] E3E fü 3E Sk. 由 直线 ma ib, y 
一 0 RhA y= 一 .Fz) 所 围 成 的 图 形 ( 如 图 5 一 17 称 为 曲 边 梯形 ,其 
中 曲线 弧 称 为 曲 近 . 


(Gen Xi; 


图 5-1 


我 们 知道 ,矩形 的 高 是 不 变 的 , 它 的 面积 可 按 公式 

矩形 面积 一 高 X 底 
来 定义 和 计算 .而 曲 边 梯形 在 底 边 上 各 点 椒 的 高 AG E IX E La, 
6] 上 是 变动 的 , 故 它 的 面积 不 能 直接 按 上 述 公 式 来 定义 和 计算 . 然 
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而 ;由 于 曲 边 梯形 的 高 /rz) 在 区 间 [La;5] 十 是 连续 变化 的 ,在 很 小 
一 段 区 则 上 它 的 变 北 很 小 ,近似 于 不 变 , 因此 ,和 如果 把 区 间 [La,5] 划 
分 为 许 包 小 区 间 , 在 每 个 小 区 间 上 用 其 中 某 一 点 处 的 高 来 近似 代 
蔡 同 一 个 小 区 间 上 的 准 曲 边 梯形 的 变 高 LECKER HE UL BUE SEG 
可 近似 地 春 成 这 样 得 到 的 奉 和 矩形 . 我 们 就 以 所 有 这 些 牵 和 矩形 画 积 
之 和 作为 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 ,并 把 区 间 [a,5j 无 限 幼 分 下 去 ， 
即使 每 个 小 区 间 的 长 度 都 趋 于 零 , 这 时 所 有 宗 和 矩形 面积 之 和 的 和 极 
限 就 可 定义 为 申 边 梯形 的 面积 , 这 个 定义 同时 也 给 出 了 计算 曲 边 
梯形 面积 的 方法 , 现 详 述 于 下 . 
在 区 间 [a,58] 中 任意 插入 若干 个 分 点 

a= r < r m LA m= bh, 

把 [a,j 分 成 # 个 小 区 间 
Lzoszi b Um sm d [ze lyre]， 
t 1189 4& BE dC UOS 
AZ = 21 — Za E +". ÀZ,=x,—m,_ +. 

经 过 每 一 个 分 点 作 平 行 于 ? 轴 的 直线 段 , 把 曲 边 梯形 分 成 = 
+ Hl XE BOE. 在 每 个 小 区 间 [z-yzaq] 上 人 尾 取 一 点 # PAL = i x] 
为 底 875) 为 高 的 容 纸 形 近 似 蔡 代 第 :个 罕 曲 边 梯 形 (一 1,2，……， 
#)，* 把 这 样 得 到 的 = 个 罕 矩 形 面积 之 和 作为 所 求 曲 边 梯形 面积 4 
的 近似 值 , 即 

A == fCE D As, TE FE Aes T + FORO Ax, 


一 > FD Ax, 
为 了 保证 所 有 小 区 间 的 长 度 都 无 限 缩 小 ,我 们 要 求 小 区 闻 长 
BE hip K CEST ER bn A= max {Ar Ax; tx M EXE AE 
PERI dE A—0. 当 À— 0 BJ GX BJ A) BEIC = 无 限 增多 , 即 noc), i 
上 述 和 式 的 极限 , 便 得 曲 边 梯形 的 面积 
A=lim >, f Az. 
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2. 变速 直 钱 运动 的 路 程 

设 某 物 体 作 坟 线 运动 ,已 知 速度 v=o A AAA LUT. T] 
上 :的 连续 消 数 ,是 vz(i) 守 0, 计 算 在 这 段 时 间 内 物体 所 经 过 的 路 
程 :. 

我 们 知道 ,对 于 等 速 直线 运动 ,有 公式 : 

路 程 王 速度 X 时 间 . 

但 是 ,在 我 们 的 问题 中 ,速度 不 是 常量 而 是 随时 间 变 化 的 变量 , 因 
此 ,所 求 路 程 ;不 能 直接 按 等 速 直线 运动 的 路 程 公式 来 计算 . 然 
而 ,物体 运动 的 速度 函数 vv 二 v(t) 是 连续 变化 的 ,在 很 短 一 段 时 间 
内 ,速度 的 变化 很 小 ;近似 于 等 速 . 因此 ,如 果 把 时 何 间 隔 分 小 ,在 
小 段 时 间 内 .以 等 速 送 动 代替 变速 运动 , 那 末 ,就 可 算出 部 分 路 程 
的 近似 值 ;再 求 和 ,得 到 整个 路 程 的 近似 值 : 最 后 ,通过 对 时 间 间 隔 
无 限 细 分 的 极限 过 虱 , 这 时 所 有 部 分 路 垂 的 近似 值 之 和 的 极 恨 ,就 
是 所 求 变速 直线 运动 的 路 程 的 精确 值 . 

具体 计算 步骤 如 下 : 

在 时 间 间 隔 [ 了 ,了 :J 内 任意 插入 若干 个 分 点 

Ty = 
BET Ts AER n + P E 
[tn «Ded m Et 
各 小 段 时 间 的 长 依次 为 
At =t tps to = Esti a 5 tn Eo 

相应 地 ,在 各 段 时 间 内 物体 经 过 的 路 程 依 次 为 
` sr 

TE 83 I8] FE RE [26]. EFE RC — E et, seras), H z, Br 
的 速度 wz) 来 代 蔡 [二 ] 上 各 个 时 刻 的 速度 ,得 到 部 分 路 程 As, 
Br r ELEC» BB 

Aso pr) AE G=1,2,** 2). 
于 是 这 + ARO REC BJ i LTB 2 TFI SK Et FR R EE. EL SR 12: RAE s 
的 近似 值 , 即 
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sote, An Latz: ) At or As, 


一 > vir At. 


il 


id 4=max (än Art Az.) | 3 ARO 时 , 取 上 述 和 式 的 极限 ， 
即 得 变速 直线 运动 的 路 程 | 


= i $ . a 
s lim >; VETO At. 


—. ERJEN 


从 上 面 两 个 例子 可 以 看 到 :所 要 计算 的 量 , 即 曲 边 梯形 的 面积 
A 及 变速 直线 运动 的 路 程 * 的 实际 意义 虽然 不 同 , 前 者 是 几何 量 ， 
后 者 是 物理 量 , 但 是 它们 都 决定 于 -- 个 函数 及 其 自 变量 的 变化 区 
al, fn: 

曲 边 梯形 的 高 度 y 一 rz) 及 其 底 边 上 的 点 的 变化 区 间 [a， 
B]. 

EXE SE GRE v—v GO) RN TE] z AAC Tel: 

其 次 ,计算 这 些 量 的 方法 与 步骤 都 是 相同 的 ,并 且 它 们 都 归结 
为 具有 相同 结构 的 一 种 特定 和 的 极限 ,如 


面积 A=lim 2, FE Ax 


路 程 :一 lim D) te, 
=u i=l 


MIA AAA MNAE E MAME ARALAR 
质 与 特性 如 以 概括 ,我 们 就 可 以 抽象 出 下 述 定 积分 的 定义 . 
EN RER (x) 在 [a,5] 上 有 界 ,在 La,5] 中 任意 插入 着 干 
个 分 点 
ASA i r, tL ¡ab 
把 区 间 [a;6] 分 成 个 小 区 间 
Lrosrr]s aisre] ttt Etani sza] 
各 个 小 区 间 的 长 度 依 次 为 
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Ar ==. bos ÅT; EL (AV, — x, WÉI 
在 每 个 小 区 疝 E in]. E f£ 取 一 m É, Cr nime EL) + PE 4 (6 
fO P RE BCE Acc; 的 乘积 [EA 1,2 0 ,nn), 并 必 出 和 


S= Y) fGOAx. (1) 
i= ] 


id A—maxíAz, Arns Ar.) WRR e a EB, GES Ai 
XEJAX iB] lo ,zx;] 上 点 二 怎样 取 法 ,只 要 当 4-*0 HELL S 总 趋 于 
稍 定 的 极限 7 这 时 我 们 称 这 个 极限 7 为 沙 数 .A(x) 在 区 间 [La,58] 上 


的 定 积分 (简称 积分 ) , 记 作 | fiordo 


d t 
| fG)dz—I—lim > EAr, (2) 


其 中 SIMA A Cr dz MRRRRRR Ul CR LE 
量 ,a dA ES Mama A Lao ES i. 
利用 ”一 86” 的 说 法 ,上 述 定 积分 的 定义 可 以 精确 地 表述 如 下 : 
设 有 常数 了 工 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 *, 总 存在 一 个 正 数 依 ， 
6823 FEB La 6 3 B9 FE E PE £, Ela EA 
DEE 


| 3 fan -1 <e 
成 立 , 则 称 了 是 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 的 定 积分 , 记 作 [food 


注意 。 当 和 DAEA 的 极限 存在 时 ,其 极限 了 仅 与 被 积 本 


数 FGO BOB Ar IX IBI a AR BLA BEAR SE CUIR HC f, tB A k 
AER AT ECL la b] mi FL JEU BLA TE BE x 改写 成 其 他 字母 ,和 例如 :或 


Jj reide [ fai f f GOdu. 


所 以 我 们 也 说 , 定 积 分 的 值 只 与 被 积 函 数 及 积分 区 间 有 关 ,而 与 积 
分 变量 的 记 法 无 关 . 
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和 2)f(S)Az; 通常 称 为 A(z) 的 积分 和 . 如 果 TE Al 


上 的 定 积分 存在 ,我 们 就 说 COM Lab 1 E nf Et. 

对 于 定 积分 ,有 这 样 一 个 重要 问 题 :函数 A(z) 在 [a, 轨 上 满足 
怎样 的 条 件 ,fA(z) 在 [a,5] 上 一 定 可 积 ?这 个 问题 我 们 不 作 深 入 讨 
论 , 而 只 给 出 以 下 两 个 充分 条件 ， 

EHL 设 f(r) 在 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 . 

定理 2 设 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 有 界 ,; 且 只 有 有 限 个 间断 点 ， 
MFD EL LAA. 

利用 定 积 分 的 定义 ,前 面 所 讨论 的 两 个 实际 问题 可 以 分 别 表 
UF: 

曲线 >= f(z)(f(z)220).z 轴 及 两 条 直线 >=a,.z= HER 
的 曲 边 梯形 的 面积 4 等 于 函数 FOE Ix Fel ao] E BO E PLA. BD 


A= f frs. 


物体 以 变速 v —v G0 ARO ME Ë PLE 50 , EE 1 二 本 ,到 时 
刻 上 = 了 7:, 这 物体 经 过 的 路 程 等 于 函数 v GO XE IX BITS ,7T:] 上 的 


定 积分 , 即 
s= f vdt. 


下 面 讨论 定 积分 的 几何 意义 . Elab] FRI RIE 
经 知道 , 定 积分 [zea 在 几何 上 表示 由 曲线 y— E 


线 x—a.x-b tj x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ;在 [a,5] 上 f(x) 
SOR, H BH ZR y 二 了 tz), 两 条 直线 + 二 ax 一 5 与 x 轴 所 围 成 的 曲 
边 梯 形 位 于 x 轴 的 下 方 , 定 积分 


f ada 


TE JL IR EE oS EXE MUA ENE OA Ale. E FCOBERM 
正 值 双 取得 负 值 时 ,前 数 f(z) 的 图 形 茶 些 部 分 在 工 轴 的 上 方 ,而 
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其 它 部 分 在 工 轴 的 下 方 ( 图 5 一 2). 如 果 我 们 对 夯 积 骸 以 正 负 号 ， 
dE x Wü L Jy PEDEUGIBURULIES XE x$ F Jr B) PRÉ Pa BUM UL fA 


号 , 则 在 一 般 情 形 下 , 定 积分 [feux 的 几何 意义 为 : 它 是 介 于 工 


轴 ,函数 jx) 的 图 形 及 两 条 直线 T=a、f 二 4 之 间 的 各 部 分 面积 的 
代数 和 ， 


最 后 ,我 们 举 一 个 按 定义 计算 定 积分 的 例子 . 

e 利用 定义 计算 定 积分 cis. 

解 ” 因 为 被 积 函数 A(z) 一 必 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 ,而 连 
续 函 数 是 可 积 的 ,所 以 积分 与 区 间 [0,1] 的 分 法 及 点 所 的 玩法 无 
X. 因此 ,为 了 便于 计算 ,不 妨 把 区 间 [0,1] 分 成 等 份 ,分 点 为 


二 二 "i 一 1,2,…,n 一 13 这 样 ,每 个 小 区 间 [x., n] E An 
ET sn HK Esa 1,2) FE BAM 


D Aan 一 27 Bän >] 好 Am 


iii? 1 1 sn, 
-EG IAE 


i=1 1 
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ES 
3 


n 


Anat Gap 


ij 1 1! 
24 4>0 即 n---oddf.XX EA G TEE F. 由 定 积分 的 定义 , 即 
得 所 要 计算 的 积分 为 
| =az=lim 93 Az — lim 


pel 


AS 


1 
6 
3 BR 5—i 


i. fE Bir E X e dE E yer tl AA ma ek) 
#& Si P Fš sü 59 E JE 55 TER. 
2， 利用 定 积分 定义 计算 下 列 积 分 : 


b 1 
D | zaz (ab (» fedis. 
3. MRE BU BS LA de V. IK BB F AINE. 
(D | 22421: (2) f Via 
bh bi 
- El Y 
(3) r sin zxdz-0; WEN E COS zdz=2 | cos rdx. 


4. AHLEPEN 38 #2 ZK I) [1 50 22 ñi K EA. o NI EK E SR p 


D ”利用 恒等式 名 十 1)3 一 要 十 3 二 ntl, A 
(m+ 113— nt 36? 4- 384-1. 
m — (n—1)1—3(G— D 3G —0D T1, 
31—23—3-2?--3:2-4-1, 
2:—1?—3-1*2- 3:14 1. 
D MEE EC LIE 
(n4-1)35— 1 — 3 (1022-22 --- 822-30 4- 24-7 +n) +n. 


由 于 1+2+ bn noe D. 
代 人 上 式 ,得 . 

ni E 3nl-F 3a e CHH e bon Ge 10) en 
整理 后 ,得 1p dient Ed D On 12. 
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CHR yur tH E D h A P HE K ER ñ BS OR 3k. BR £ p 9. SRAORN /m^). RI) 
A li—3m.37*» L= 2rn, RAM SM f ! Tü 48 3 BJ IRE N 3E RU OK Hs 72 PC 图 5 
3), (kN EPH.) 


SV ERIN PERE 


为 了 以 后 计算 及 应 用 方便 起 见 ,我 们 先 对 定 积分 作 以 下 两 点 
补充 规定 : 


CD Bab, IR 


(2) Ma, SS — [reas 

由 上 和 式 可 知 , 交 搞定 积分 的 上 下 限时 , 移 对 值 不 变 而 符号 相 
E. 

下 而 我 们 讨论 定 积分 的 性 质 . 下 列 各 性 质 中 积分 上 下 限 的 大 
小 ,如 不 特别 指明 , 均 不 如 限制 ;并 假定 各 性 质 中 所 列 出 的 定 积 分 
都 是 存在 的 ， 

性 质 1 函数 的 和 { 差 ) 的 定 积分 等 于 它们 的 定 积分 的 和 ({ 差 )， 
即 


b h 点 
| [f/G Eg (Gay Me f f(xydz+ | che, 


证 
| [Zo Eg Gode lim 3) LF) Eear 
a AEU de?) 
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一 lim KN EA lim DEA 
^t 1=1 TT fl 


A h 
= | J(=)dzr— feaz. 


人 性质 1 对 于 任意 有 了 有限 个 昂 数 都 是 咸 立 的 .类似 地 ,可 以 证 明 : 
和 性质 2 ” 补 积 范 数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 , 即 


li kf GDdz—h |. Leide GERM). 


性 质 3 如果 将 积分 区 间 分 成 两 部 分 , 则 在 整个 区 间 上 的 定 积 
分 等 于 这 两 部 分 区 间 上 定 积分 之 和 , 即 设 a< e, Wil 


| fGds- f fida | f Gods. 


证 ”因为 函数 f(z) 在 区 间 [a;8]J 上 可 积 , 所 以 不 论 把 La,58j] 怎 
永远 是 个 分 点 . 那 末 ,[a,b] 上 的 积分 和 等 于 [ac] 上 的 积分 和 加 
[ec ,5 上 的 积分 和 ，, 记 为 

Y FGDAz- M UFKGOANS M AE) Az: 
cah] Care] Tei] 

令 A 一 0,;, 上 式 两 端 同 时 取 极 限 , 即 得 

| aM f Lais | Fida. 


这 个 性 质 表明 定 积分 对 于 积分 区 间 具 有 可 如 性 . 
按 定 积分 的 补充 规定 ,我 们 有 :不 论 aasc 的 相对 位 置 如 何 、 
总 有 等 式 
[feas | fedet | faz 
成 立 . 例如 ; 当 a<5<c 时 ,由 于 
[ Ta deen | aide f fCGOdz, 
于 是 得 
| Fear = | feda NICE 
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= | Fedz+ foods. 
性 质 4 Sea, hl FAGoc1. D 
Eve, [asia 
这 个 性 质 的 证 明 请 读者 自己 完成 . 
性 质 s $uiEDi[a.5].L./GOozz0. Bl 
f FDAL (a<). 


证 因为 f(z)2=0, Br EL FE)=>0G=1,)2) n). X. Fa + ÅT; 
=0G=1,2,:"* ,n) ,因此 


KAES 
i=1 


4 4 一 maxfar ar 一 0 便 得 要 证 的 不 等 式 . 
推论 1 RARO a LL OSM 


| Fada [ gladr (ab). 
证 ANY g(z)— f z)2Z=0 , H FE It 545 
f [e (z)— f Cr) ]dxzz0. 


再 利用 性 质 1, 便 得 要 证 的 不 等 式 . 
推论 2 [ raya. |< Piro e a<. 
证 因为 


MODEL NA. 
所 以 由 推论 1 及 性 质 2 可 得 


B b GO 
一 f Fw ld f fed f LF) ldz, 
m 
6 l 由 
f fdr | | Ln 


注 ” |x) | 在 [a,8j 上 的 可 积 性 可 由 xz) 在 [so 上 的 可 积 
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性 推出 ,这 里 我 们 不 作证 明 . 
性 质 6 DA E m 分 别 是 函数 Ax) 在 区 间 [a,5] 上 的 最 大 值 
及 最 小 值 , 则 


mb a [ferar<M—a) (ab). 
证 AA mfi VAM, A BTEMSSEIET ,得 
13 
f mdzr= f f (z)dr=< | Mdr. 


再 由 性 质 2 及 性 质 4, 即 得 所 要 证 的 不 等 式 ， 
这 个 性 质 说明 ,由 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 的 最 大 值 及 最 小 值 ， 


可 以 估计 积分 值 的 大 致 范围 . 例如 , 定 积分 | ，z'dz， 它 的 被 积 函 数 


f(z) 二 x 在 积分 区 间 E ,1 | 上 是 单列 增加 的 ,于 是 有 最 小 值 m= 


| ER E M= (1 一 1. 由 性 质 6, 得 


mM 1 
A ada 1)» 
1 | 


2 
性 质 7 〈 定 积分 中 值 定 理 ) in Rf /DAMRO a. 5] 
上 连续 , 则 在 积分 区 间 [a,b] 上 至 少 存在 一 个 点 #, 使 下 式 成 立 : 


[fdr=f O 0a) atn. 


这 个 公式 叫做 积分 中 值 公式 . 
证 ”把 性 质 6 中 的 不 等 式 各 除 以 5 一 a ,得 
1 A 
mE f Fada M. 


即 Ll sax 
32 * i7 JG D 


这 表明 ,确定 的 数值 -| f(x)dz 介 于 函数 f(z) 的 最 小 值 A 


最 大 值 M 之 问 . 根 据 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 (第 一 章 第 十 
一 节 定 理 4 推 论 ), 在 [a;5] 上 至 少 存 在 着 一 点 ,使 得 沙 数 Ax) 在 
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点 上 处 的 值 与 这 个 确定 的 数值 相等 , 即 应 有 


= | fee Gp. 


两 端 各 箭 以 2 一 a, 即 得 所 蔓 证 的 等 式 . 

积分 中 值 公式 有 如 下 的 几何 解释 ;在 区 间 [a;b1 上 至 少 存在 一 
点 二 ,使 得 以 区 间 [a ,的 为 底 边 、. 以 曲线 y 二 A(7+) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 
的 面积 等 于 网 一 底 边 而 高 为 FCEORO — T EJÉ BS BL PA CB 5 — 4). 


显然 ,积分 中 值 公式 
à 
| neige fa) (€ fa S b ERT 
不 论 ao 或 ab 都 是 成 立 的 ， 
3 题 5 一 2 
1. 证 明定 积分 性 威 : 
D ['efcodza [foods (是 常数 ); 
(2) fi "da— Pár=5=a. 
2. 生计 下 列 各 积分 的 值 : 
a» f (zz 上 lydzi (2) IM CH sin!z das 
a» 7 zarctan da: (4) IECH 
Ren ` 


3. E IA elo TE[a.6] E XESE , uE BH 
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(0) Flad] EFS, B | .AGz)dz 一 0, 则 在 [ab 上 f G0 
(2) EE[a,5] E fOO, B. fD [redes 


ELA MS [fand ['sGode We Laso E 
J(z)==g(x). 

4. HE SE BU 64k EE 5 3308 O E DOHIER RER 

a) Paz 还 是 [de 


"dr 还 是 | “ida? 
1 1 


| 

(3) | zdz 还 是 f (dn rêde? 
| zdr 还 是 [nltdz? 
| 


第 三 节 ” 微 积分 基本 公式 


在 第 一 节 中 ,我 们 举 过 应 用 定 积分 定义 计算 积分 的 例子 . 从 这 
个 例子 我 们 看 到 ,被 积 凋 数 虽 然 是 简单 的 二 次 禹 函 数 fur) x, 
但 直接 按 定 疼 来 计算 它 的 定 积分 已 经 不 是 很 容易 的 事 . MARE 
梢 数 是 其 它 复 杂 的 函数 ,其 困难 就 更 大 了 . 因此 ,我 们 必须 寻求 计 
算 定 积分 的 新 方法 ， 

下 面 我 们 先 从 实际 问题 中 寻找 解决 问题 的 线索 . 为 此 ,我 们 对 
变速 直线 运动 中 过 到 的 位 置 沙 数 st) 及 速度 沙 数 (2) 之 间 的 联系 
必 进 一 步 的 研究 . 


一 、 变 速 直 线 运 动 中 位 置 函 数 与 速度 函 堵 之 间 的 联系 


有 一 物体 在 一 直线 上 运动 . 在 这 直线 上 到 定 原点 、 正 向 及 长 度 
单位 ,使 它 成 一 数 轴 . 设 时 刻 t 时 物体 所 在 位 汗 为 s(1), 连 度 为 
UD. Ch T Fie BOE BL, od A T va) 0.) 

ME - 节 知 道 ;物体 在 时 间 间 隔 LT',T,j] 内 经 过 的 路 程 可 以 
用 速度 函数 ALT, TALES 
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T; 
f vidt 


来 表达 53 — WC RRRA M n] bA BW pÓ W PS $k S CGO TE EE FRI [ T. 
KREE? 

sGO-sO 
来 表达 .由 此 可 见 , 位 置 画 数 s(z) E BE PE P SR o Ce) 2 GE t F X< 
系 : 
F vd sU) —sCP,). (1) 


1 


HAS G) —vGO BI br EL ERE s GO dé EHE AE CORA, 
Br EE JE GN CD Eo LEE AA eGO XE IX BL [T T; EREM S 
于 oC ESE BN SCOXEIX PUT T, ] E E 
sT) —35CP 4D. 
上 述 从 变速 直线 运动 的 路 程 这 个 特殊 问题 中 得 出 来 的 关系 ， 
在 一 定 条 件 下 具有 普遍 性 . 事实 上 ,我 们 将 在 第 三 目 中 证 明 ; 如 果 
SR oA PE B) La. 5] E XE E BA FO E IX RE a LARA 
分 就 等 于 (rB EORR GA FGOO 4E CIS) [a5]. 85 3986 at 
Fb —Fta). 


—. 积分 上 限 的 范 数 及 其 导数 


BAR f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,并 且 设 x 为 [a,5] 上 的 一 
点 . 现在 我 们 来 考察 f(x) 在 部 分 区 间 [a,z] 上 的 定 积分 


[ FG dz. 


普 先 ,由 于 f(az)#E[a,z ] EU EIE SE LI kk 4 REB fE E. 
这 时 ,x 是 表示 定 积分 的 上 限 ,又 表示 积分 变量 . 因为 定 积分 与 积 
分 变量 抑 记 法 无 关 , 所 以 ,为 了 明确 起 见 , 可 以 把 积分 变量 改 用 其 
它 符 导 , 例 如 用 * 表示 , 则 上 面 的 定 积分 可 以 写成 


F ferdi. 
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WR FE r EKM ad ,上 在 意 变动 , 则 对 于 每 一 个 取 定 的 > 
值 , 定 积分 有 一 个 对 应 值 ,所 以 它 在 La, 上 定 基 了 一 个 盟 数 . 忆 作 
Dia): 


Di) = f HO (ab). 
iX eB Sr GO EA F SE JH 1548 UB SE 95 ER. 


定理 1 如果 函数 六 zx) 在 区 间 [a,2 上 连续 , 则 积分 上 限 的 函 
数 


dan i ft 
在 La;p] 上 县 有 导数 ,并 且 它 的 导数 是 
ecd [ fadt 


=fr) largh). (2) 

证 若 xE (a,b), c 3K 4538 B Ar, 其 笔 对 值 足够 地 小 ,使 

得 了 十 ArE usb BO AS 5 BI AO A rAr 处 的 国 
数值 为 


rcr 
Dir+ Ar | fidi. 


H 523 p 22 PJ P E 
AP =Plr + Ann PD 


- [^ roa — Frode 


-| 7 (dt 十 F^ roe 一 [foa U^ 
一 | fxOde 
再 应 用 积分 中 信和 定理 ,中 有 等 式 
A= (PAT, 
XX HE # Eis LM Esta er EE Ax.íBim BE S 
自 恋 量 赠 量 的 比值 
，269， 


Ag 
IO. 


由 于 假设 FCO las &].Exet&. m Ax obf, Ex, AE 
lim AD = f G2. TE, aroki F +K 88 38 HUBER RT Ac BJ ER 
也 应 该 存在 且 等 于 fz). ARA DONA HH 

P (z)= f(x). 

若 rsa HR Az>0, 则 同 理 可 证 (a2 — f GaD LP b. Ar 
«0, MH n ue d (52— f». 
定理 1 证 毕 . 

这 个 定理 指出 了 -个 便 要 结论 :连续 函数 FCOBUE EB x Hj 
定 积分 然后 求 导 ,其 结果 还 原 为 作 z) 本 身 .联想 到 原 晴 数 的 定义 。 
就 可 以 从 定理 1 推 知 Ceo REESE ERG GO B — T B eR C. 因此、 
RG Him F 85 Rien CBS E TE E PE. 

定理 2  $OSRGEG o AREL. ^] E Ek, NER TR 


B(x) — | fidi (3) 


就 是 FORAL L B9— T En S 

PA E EI EE 
存在 的 , 另 -- 方 面 初步 地 扬 示 了 积分 学 中 的 定 积分 与 愿 函 数 之 间 
的 联系 . 因此 ,我 们 就 有 可 能 通过 原 函 数 来 计算 定 积分 . 


=. 牛顿 一 莱 布 尼 茨 公式 


现在 我 们 根据 定理 2 来 证 明 一 个 重要 定理 , 它 给 出 了 用 庶 函 数 
计算 定 积分 的 公式 . 

定理 3 ”如 果 和 函数 FO AEREA /rx) 在 区 间 La,58] 上 的 一 
个 原 函 数 , 则 


D 
f fGOdz— FG) Fa). (4) 


证 cU ERE Fiz) 是 连续 函数 f(r) 的 TR V W BS 
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定理 2 知道 ,积分 上 限 的 函数 
ta i fidt 


也 是 jz)? 的 一 个 原画 数 . TARA PEA FG) OC AE 
La,58j 上 必定 是 某 一 个 常数 C( 第 四 章 第 一 节 ), 即 

F(x)—4(-—C (ass. (5) 

在 上 式 中 令 r=a, 4 FD Dla) —C. X B1 CO PO ig xx 

(3) Sangen X GG —0. BIE) C = Fa). 

以 ORAR C oh [feodi 代 人 (5) 式 中 的 更 (z) ,可 得 


f Fd= tan Fla). 


在 上 式 中 令 co ABE Er S uE BH BU 2: 35 (4). 

由 上 节 定 积分 的 补充 规定 (2)? 可 知 ,(4) 式 对 o5 的 情形 同样 
RE. 

为 了 而 重 起 见 , 以 后 把 FO 一 Fta} 记 成 [F(z) 书 ,于 是 (4) 式 
又 可 写成 ` 


r fixodr-LFUG) JE. 


7r 3X CAO mj le ^F Newton) — 3€ TR JE z& (Leibniz) 22 Xx. 这 个 
公式 进一步 揭示 了 定 积分 与 被 积 函 数 的 原 函 数 或 不 定 积分 之 间 的 
联系 . 安 表 明 ; 一 个 连续 函数 在 区 间 [La,5] 上 的 定 积分 等 于 它 的 竹 


一 个 原 函 数 在 区 间 [a, 妇 上 的 增 量 . 这 就 给 定 积分 提供 了 一 个 用 藏 
而 简便 的 计算 方法 ,大 大 简化 了 定 积分 的 计算 手续 . 
通常 也 把 公式 (4)? 叫 做 微 积分 基本 公式 . 
下 面 我 们 举 几 个 应 用 公式 (4) 来 计算 定 积分 的 简单 例子 ， 
Bl 计算 第 一 节 中 的 定 积分 | az 


MO CRT E SHE BES TC mua GERE AS 


式 , 有 
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1 Kb 3 š 
| anda [3] =l 9 = 1 0= 1 . 
a 


Ain à 3 3 3 
9n 计算 Si 
解 由 于 arctan z 是- Dig TERAK, 
1. ot 1 = “3 — (-D 
a IF arctan r |^; —arctan 3 —arctan 1 
NK: ri 7 
BE | 4 | CR 


ec 计算 | E 
E 当 z<0 时 ,二 的 一 个 原 函 数 是 lz], MERA E B E 
[—2,—1]. Br DLBUE ML XE JE EI S A 
pS dz pj] 1—1n 2 一 一 jn 2. 
通过 例 3, 我 们 应 该 特别 注意 ;公式 (4) 中 的 函数 F(z) 必 须 是 
f(x) 在 该 积分 区 间 [a,5] 上 的 原 函 数 . 
#j4 计算 正弦 曲线 ?一 sin xz 在 [0,*] 上 与 + 轴 所 围 万 的 平 


面 图 形 ( 图 5 一 6) 的 面积 . 
KR 这 图 形 是 曲 边 梯形 的 一 个 特例 . 它 的 面积 


A= f sin xdr. 
ü 


由 于 一 eos z Ë sin xod) — A E 
数 ,所 以 
A= [ sin rdr=[— cos x]: 


图 5 一 6 


== TI) 1)=2, 

Bls 汽车 以 每 小 时 36km 速度 行驶 ,到 某 处 需要 减速 停车 . 
设 汽车 以 等 加 速度 a = — 5m/s? Ji s. 问 从 开始 简 车 到 停车 ,汽车 
ETB DAA? 
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解 ” 首 先 要 算出 从 开始 简 车 到 停车 经 过 的 时 间 . 8 z— 08 , 汽 
车 速度 
36 x 1000 
3600 
刹车 后 汽车 减速 行驶 ,其 速度 为 
vG) =v at—10— 54. 
当 汽 车 停 住 时 ,速度 v GO 0. HA 
vG)-—10—56—0 


解 得 £1 26). 


王 是 在 这 上段 时 间 内 ,汽车 所 走 过 的 距离 为 
- f vr f (10—50dt— | 10t— 5X 


即 在 刹车 后 ,汽车 需 走 过 10m 2 ERE. 

下 面 再 举凡 个 应 用 公式 27 的 例子 . 

De W .Fr 在 [0, 十 ce? 内 连续 且 ÉGO 7-0. 证 明 函 数 
[sre 


Fin = + 
| fFG)dt 


m/s -— ]Om/s. 


v, = 36km/h = 


t? 


z 
2 ],719. 


E (0. 4-09) A 2 A 38) 386 n p C. 
证 ”由 公式 (2), 得 


d Tire cfe d: Aaron. 


de Ü 


steil foi — foo [uro 
[road 
foo Cr — Df Dd 


| foa) ° 


Léa 
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按 假设 ELO A EAN FO lr DFO 0B (a 
关 0, 由 习题 5 一 2 第 3 是 (2) 中 的 结论 可 知 


f Fudi>0, 上 Gr—2£2 dr 0, 
所 以 F' (000 MAI FAO ALO, +00) P328 3E 84 Br p $. 


| e dz 
D: Rim ==. 
+) E 
ET EE E 
8. 分 子 可 写成 


Co 7 i 
-Í e "de, 


它 是 以 cos x 为 上 限 的 积分 ,作为 x ANTERE A u= cos + 
为 中 间 变 量 的 复合 函数 , 故 由 公式 (2) 有 


1 ee T 
d | eta HE 
Ds r 上 


dz J. dr 
一 一 d “e d| *(cos r) 
da monos + 
=—e (sin z) 
—sin re ° = 
因此 
L A 
| e" dz ENS 
limi lim 7e 一 上 
10 zeù 2x 2e 
3 8 5 一 3 


1， 试 求 函 数 y= [sin tdt 当 z 二 0 及 x 二 陡 时 的 导数 . 


3， 求 由 参数 表示 式 工 = | sin udu,y 二 [cos udu 所 给 定 的 函数 y 对 的 
og, 
s km Pede | cosd= opreegen otio 93932. 
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1. e hän gt TC La “de 在 极 值 ? 
s 计算 下 列 各 导数 ， 


d [= - d [^ d 
oif Y1+éde; (2) £|, Z=: 


(3) INE 
6. 计算 下 列 各 定 积 分 : 


of (32 —z4-Ddzi eii zl an 
D d Ga 
d £s. 
ca | Y x (+ x dz. wf Ar, 
4 — 1+. 
Te 
+ dz Ta dr 
==. 5 FA 
of, Zi — a f aida 
t da: ?oS8x 433-1 
e». "m Ho (8) É. e di dri 
[* dr i a 
wj DEB (10) f Land, 
Ha 
ap lem x [dx : 
ü 
al, cl. 


an [Sd Kb fr)=4 1 
a Za, xm 


7. 设 上 为 正 整数 , 试 证 下 列 各 题 : 


(12 f coskrdr- 0, (23 r sin&xd z —92; 
(3) f cas'&rd zr — w. 2 (D [ sin*&xdr =. 
B. HR R RRE H & MEM: 


(1) f cos kasin irder =0; (2) [ cos kreos Lid z—03i 


(3) f sin krsin ird = 0. 
9. cR FIRR: 


f cos tdt (eta: | 
(0 Dani (2) lim — 
== O Um | ie? dz 
10. ÚW 
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zr, €(0,1), 

x. c€[1,.2]. 

求 n= [roa 在 [o,z] 上 的 表达 式 , 并 讨论 看 (r} 在 (0,2) 内 的 连续 性 . 
11. EÉ 


fa | 


WEE em zr. Deen, 
o, UM, 
R ob) [coa #(— o0, +00) BJ I SR. 
12. E 六) 在 La 上 连续 ,在 (Ca:6) 内 可 导 且 P GO. 


= if 
F(z)=— j fidt. 


WEBB TE Ca PD PEE F'(z)=S0, 
SEQ 定 积分 的 换 元 法 


由 上 节 结 果 知道 ,计算 定 积分 | f(x)dx 的 简便 方法 是 拒 它 转 


化 为 求 i(x) 的 原 函 数 的 增 量 . 在 第 四 章 中 ,我 们 知道 用 换 元 积分 
法 可 以 求 出 -- 些 郴 数 的 原画 数 . 因此 ,在 一 定 条 件 下 ,可 以 用 换 元 
法 来 计算 定 积分 .为 了 说 明 如 合用 换 元 法 来 计算 定 积 分 , 先 证 明 下 
面 一 个 定理 . 

定理 ”假设 西数 (x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ;西数 = 一 红 纪 满足 
条 件 : f 

(]) pa) a g A) =b; 

(2) POR Le BURLA D. EJUS E GE ELE OE d 
[a5], 
则 有 


| flz) dr= | Flete le Ode. (D 


O BADIMBR ALA RBD o AMERRE, RE Ala BIE 
EE ESA 
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公式 (1) 叫 伐 定 积分 的 换 元 公式 . 

证 “由 假设 可 以 知道 ,上 式 两 边 的 被 积 函数 都 是 连续 的 ,因此 
不 仅 上 式 两 边 的 定 积分 都 存在 ,而 且 由 上 和 节 的 定理 2 知道 ,被 积 函 
数 的 原 函 数 也 都 存在 . 所 以 , (1) 式 两 边 的 定 积分 都 可 应 用 牛顿 一 
莱 布 尼 世 公式 . 假设 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 则 


f firddz= F(by— Fia). 
5 —3J3: Bi.o0 —FIgGGO ]u E ER H Fa apo A mi mt 


函数 .因此 ,由 复合 函数 求学 法 则 ,得 


dFd 
dr O= ELA EC ON GO. 


这 表明 Go dé AD 19 DAI rees 因此 有 
i Feroe yd = 9€) — (o). 


X d P$ = F[qGO ] E A a qx B = HI SI 
$9008) —G) — F[sXfD1—F[o(0]— FO(2— Fla). 
所 以 


b 
| Fade —-F()—FG) — $C — dC) 


= [tr Ca. 

这 就 证 明了 换 元 公式 . 

在 定 积分 | f(z)dz 中 的 dz* 本 来 是 整个 定 积分 记号 中 不 可 
分 割 的 一 部 分 ,但 由 上 述 定理 可 知 ,在 一 定 条 件 下 , 它 确实 可 以 作 
为 微分 记号 来 对 待 . 这 就 是 说 ,应 用 换 元 公式 时 ,如 果 把 | f(z)dz 
BD = SOR CO , 则 dz BOR g COdr E iF =p) BR AE 
dx. I 

应 用 换 元 公式 时 有 两 点 值得 注意 : (1) 用 + 一 gt) 把 原来 变革 
r 代 换 成 新 变量 时 ,积分 限 也 要 换 成 相应 于 新 变量 + 的 积分 限 ; 
(2) 求 出 /Leco g (3 的 一 个 原 函 数 中 (D) 后 ,不 必 象 计算 不 定 积分 
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那样 再 要 把 B04 变换 成 原来 变量 x 的 函数 ,而 只 要 把 新 变量 1 的 
上 .下 限 分 别 代 人 大理 人 0) 中 然后 相 茂 就 行 了 . 


8i 计算 | Varder G0. 
KR B —= asin €, Wl dr —acos idt. R. 
当 x 二 0 时 ,1 一 0; 当 zx 一 a 时 ,1 一 了 了 
于 是 


d Z 2 kl 
f Za — rdr -«[ cosido == Ñ (14-cos 2#)dz 
DI UI 


— LE sf ==. 
换 元 公式 也 可 反 过 来 使 用 . 39 (57875 Ge XL dE OO PE 
右 两 边 对 调 地 位 ,同时 把 + 改 记 为 +, 而 x 改 记 为 1, 得 
| Zeche (dr i Fade. 
X FE ,我 们 可 用 * 一 以 z) 来 引 人 新 变量 上 ,而 e 96D CHE 
$2 计算 ['cos'asin zdz. 
解 设 * 一 cos z, M] dz— sin rdx, H 


4 xz 一 0 时 ,一 15 当 < 一 过 时 ,一 0 


于 是 


bd 


N cos rsin tr 一 一 f Pdi= f Pdr— [EE 
在 例 2 中 ,如果 我 们 不 明显 地 写 出 新 变量 , 那 末 定 积分 的 上 、 
FRÍA. 现在 用 这 种 记 法 计算 如 下 ， 


F cos'rsin rdr 一 一 p cos" rd(cos x) 

ü D 
_ [eote zo li 1 
i [ 6 li | 97$ | CN 


例 3 计算 f wasim — sin?^zxdz. 
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解 出 于 vsinir—sn'u- ysm zll sinir) = sin” z + 
| cos zl, 在 | 0, 王 | 上 ， cos z | = cos z; 在 | 于 ,<| 上 ， [cos | 一 
一 cos z, BE EL 


sin Zort —cos rdr 


= 


上 ¿sia sin? rde = f sin?.rcos adz | 
Ë 
4 
n?ad(sin zi 上 


= fis 
2 
一 | si int = F — [Zone], 


ES 


注意 MRAR cos e El alt, 而 按 


El ñ 
sin? zc Cen x) 


wd sinó — sin T7 = sin? zcos T 


计算 ,将 导致 错误 . 
aa 计算 | —— 


Cl 
y Ärt 
z 
解 MON 
Mb 20H 11,1% r-—AÀmb.2—3. 
TE 
#—1 
. fla 
| zt? de= f 2 ii f (et 33d: 
» Zait 1 2), 
Ars ° 
2 [x] 
1 "(287 H 22 
SEENEN 
fis 证 明 ; 


(DO E FO El —a a] E XE f£ B. 25 48 ER %& , Wa 
[ sche $ f fFGoda. 
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(2) dy fG1E[ —a.a] E TEE Bš #% , Wil 
| ` Tieden, 
证 DD 
[ Fla | fumar f Fdz, 


对 积分 | Fade ERK HR 


Proa Pro Ddr— | fende= | fe~ odz 


TE 


F fG)dxz = F Ho wdr+ f fir)dr 


一 f [AGO 4- FC^ dz. 


COD # f Ce) X3 BR 3⁄ , WI 
FIA SÉ, 


从 而 f . frydzr—2 f Fada. 


(2) E aA EECH 
fGO--fC—-x)-—0, 


从 而 frydx=0. 
利用 例 5 的 结论 , 常 可 简化 计算 偶 函 数 , 奇 函数 在 对 称 于 原点 


的 区 间 上 的 定 积 分 . 


De 车 ftx) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 
(1) [| resin zdr= | recos DEER 


T 


(2) Í a Gin doo f f(sin zydz; 由 此 计算 


asin = d 
=. 
o ] + cos z 


证 (D Dar, NW da=—de, H 
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于 是 
f f (sin rdr 一 一 Í; f| sin [$1] Jae 
- f f (cos 0d = MIS ada. 


(2) E ranr, M de= — dt, H 
a 并 一 人 时 一 并 M TER Bf .2—0. 


FE 
x Ü 
F fain pdr 一 一 | (x— i) flstnta-— E) jdt 
= f (x —1) f Gin 22d 
6 
== r Trein Ddr— fifin pde 
== [ftin dr Fassin da, 
Ú D 
所 以 f xf sin dr f Físin z)dz. 
利用 上 述 结论 , 即 得 
f asin = A EI" sing 4 00* " d(cos x) 
oI Ecos 7 Z jold-cosa ^ 2 Jo i--cos?xr 
一 — 5 (arctan (cos x) Jš 
pls EIS 
2 | 4 4 | EN 
Di7 imd 
ze”, z0, 
fi)- 1 


|1-Fcos z^" —]1« r<, 
4 
计算 | fcz 一 2)dz. 
M 设 工 一 2 二 二 则 dx 一 di; 且 
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当 > 一 1 时 ,一 一 13 当 了 一 4 时 多 一 2 
"TS 


f fdz = | ftd F e + f fen 


Fan f li - 1 ii ] 
L 2 J- 2 o 
= {an i lep} 


2 2 27 


3 B 5-4 


1 HS, 
WR f. sin (E) az; 


(3) | sin gros gdp 


n 
(5) M cos'udu; 
T 


1 dr 
(2) | ¿ME 


(45 [ (1— sin Adi; 
D 


JP 
wf eo adas 
9 


Deg d — y 
e VE Sy dy: of, “tar 
E == x. 

z 
d "Eg dr 
EA vat adar: C10) — 
( F a — rdr | SS esch 
1 dr 4 de 
ao ==, az | ; 
"JI da DAR Y x 
1 de Ea zdr 
(13) | — anf 一 一 一 一 一 ; 
$ w1 一 rr 一 1 ° fama 
1 n eË dr 
a5) RT ae | E, 
t ! z /1+I]n z 


ü dx 
ae B atr $xl 2! 


ae) UL cos zeos Zeien 
T 


(18) f. y cos x—cos*xdx; (20) f «4 1--cos fedr. 
TT n 


2. PHI BO rS EXER LZ. 


a) f rísin ada; 
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a F, Acos'840; 


pl 


a» | 


z (arcsin Haz 
-} i-a 
3. 证 明 : | az [pd OA. 
4. 设 f(z) 在 [一 ,5] 上 连续 ,证 明 
É amd E Ji~ adz. 

5. W SODA b] EE uE BB 

| fedr= [ fco az. 
dr 位 dx 


Lk 1 l+ =° ` 
d d 

7. WH: [aqa = [Pea az. 
a 


5 rsin" z 
we. PO E 


6. um. f (220). 
8. EN, [saa =a IN 
M PEEL DEIIIA | f(z)dz el 
10. £ (CB ER SR CELOS E RC AER MIO RAE SE (i) 是 
DIDIEDLIIMMI EL 


第 五 节 ” 定 积分 的 分 部 积分 法 


计算 不 定 积分 有 分 部 积分 法 ,入 应 地 ;计算 定 积分 也 有 分 部 积 
分 法 . 
ER UD o o E E A Lad] ERARA CO. 
Y Cx , MA 
(Gir) =u vuv. 


分 别 求 这 等 式 两 端 在 [a,bJ 上 的 定 积分 ,并 注意 到 
f Geo) dz — [1 É, 
便 得 [uv = [ vu! da 4- | uv dx. 


b b 
移 项 ,就 有 | usrdzr 一 [ec 一 f vu dz, 
* 303+ 


或 简写 为 | udo [uv] — r vdu. 


工 
81 计算 IR xd. 

$ 
E WU a=arcsinzsdv=dx+ Bil] 


du= dz U=. 
. EEN 
代入 分 部 积分 公式 ,得 
H 1 " 
f * arcsin adx Wa e 2 — 
° 5 o yla 


*a- z^ id(Q-—z» 


H 


ja sja ele 
ch 


— 


3 
+- 1. 


上 例 中 ,在 应 用 分 部 积分 法 以 后 ,还 应 用 了 定 积 分 的 换 元 法 . 
A wa [e az. 
E AMRES v r st, z—i.dr-—?tdH 

当 工 一 0 时 ,一 0 当地 一 1 时 ,一 1. 


= 
Pä 


于 是 
fe ^ dz=2 [ te'd:. 
再 用 分 部 积分 法 计算 上 式 右 端的 积分 . 设 ut dv edt, W 
du —dt ee 于 是 
f ted: = [e l— f ed =e— Teil 
=e—(e—1)=1. 


因此 fe “Fdr=2. 
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例 3 证 明定 积分 公式 ( 见 附录 至 积分 表 (147)): 


L = MS zdz| 一 IN cos'zdz | 
° 0 


2 一 .23 并 。 
In n- 2 
2 


六 为 大 于 1 的 正 奇数 . 
证 TS usn" 'z.dv—sm ==, HU 
du—n—1iJsn" "cos Xdr u= —cos z. 


于 是 ,由 分 部 积分 公式 ,得 
L= [—cos rsin" AM + (1-1) P sin" “xcos xd. 


右 端 第 一 项 等 于 零 ; 和 将 第 二 项 里 的 costr 写成 1 一 sinzsz, 并 把 积分 
分 成 两 个 ,得 


Lo— 1) F gin" *rdr— (n—1) N sin" xd 
n D 
= fn Din (n—1)1,. 


由 此 得 1,= 
BABA T, 关于 下 标的 弟 推 公式 . 
WRH n R x 一 2, 则 得 
n— 3 
2—2 
间 样 地 依次 进行 下 去 ,直到 五 的 下 标 递 减 到 0 或 1 为 止 . 于 是 ， 
2m 1 2m>3 2m—5. ， 5. 3 . i; 
2m 2m—2 2m--4 6 A 2 ° 


I 2m__2m—2 2m—4, 6,4. 2, 
mt Bm tl 2m—1 2m—3 7 5 30 


Pa = Eha 


Lm = 


而 n= [ace no | sin zde=l, 
o H 


因此 
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3 2m—] 2mz 一 3 5 3 1m 

D ML f m 了 一 ` m.... " -——— s. , 

mot J, m 2m ` ` Zen — 3 6 427 

$i 2m  2m—2 6 4 2 

HE IN mt dro ¡m2 an 8,4,2 

vn j si Lader SI "Zen 7 5'3 
Gn 1.2.2. 


至 于 定 积 分 [co zaz 与 [sin ada 相等 ,由 上 节 例 6(137 即 可 
知道 ,证 毕 . 


3 RR 5 一 5 
计算 下 列 定 积分 
1. [ea 2. fam ada 
E] 1 
Ë $ = 
3. | min widr(w HEBO A |: az 
1 inz 1 
5. f e 5. fzarctan zdr; 
7. [eos ado; 8. [m 
1 
9. f Crsin add; 10. fan On x2dr: 
* 1 -* 
11. f ln ælde; 12. f (1—2a50? dx Gn A ARAO; 


13. J. = EE 为 自然 数 ). 


HAD ” 定 积 分 的 近似 计算 


到 目前 为 止 ,我 们 计算 定 积分 时 ,总 是 先 求 出 被 积 隐 数 的 原 隔 
数 , 然 后 应 用 和 牛 到 一 莱 布 尼 芯 公式 算得 结果 .但 在 实用 上 也 有 一 些 
定 积 分 不 宜 或 者 不 能 用 上 述 方 法 来 计算 .例如 ,有 些 被 积 函 数 难 二 
几 公 式 表示 ;而 是 用 图 形 或 表格 给 出 的 ;有 些 被 积 隔 数 盟 然 能 用 公 
式 表 示 ;但 要 计算 出 它 移 原 函 数 却 很 因 难 ,或 者 它 的 不 函数 不 能 用 
初等 函数 表示 . 所 以 ,我们 就 需要 考 虚 定 积分 的 近似 计算 问题 . 

我 们 知道 , 定 积分 

- 306 * 


A 
f feas Cf Czr)2200 


不 论 实 际 问题 中 的 意义 如 何 , 在 数值 上 都 等 于 曲线 y GO ,直线 
r-a zb 与 工 轴 所 围 感 的 曲 边 梯形 的 面积 . IB Ik, AREAS 
侍 人 委 形式 给 出 的 , 具 要 近似 地 算出 相应 的 蛙 边 梯形 的 面积 ,就 得 到 
ERES BU E TLS. 这 就 是 下 面 所 说 的 定 积 分 近似 计算 法 的 基 
本 思想 . 

下 面 介 绍 三 种 常用 而 简便 的 定 积分 的 近 九 计算 方法 ,所 导出 
的 全 部 公式 对 于 f(r) 在 [u,b 上 不 是 非 久 的 情形 局 样 适用 . 


一 、 矩形 法 


IIe A ARES RAT O FAA RE AA 
TE HEAR BE, A MAR RE PLAT AE mg. B. TE om 
F: 

用 分 点 a= zs zi r mi HR AE d E n 4 F BE RR S 59 
小 区 和 闻 ， 每 个 小 区 间 的 长 为 


35 PS $ 3 一 rr 对 应 于 各 分 点 的 BRA Mos Yi UU Va 1 s Me: 
da E] 5 — 7 Hz WRR D A E A S AAA OE TE 2 E AE B 
EA bd + 7E SB JE 89 Hi ER AE WI, y Ar. AE AA AT. 所 以 
有 
f f(z)d+ ys do y Arde Ryu ur 
E EE ya a» 
WR ^P DC Te] + 39 Z< B B $ IB E ASESINA UA 
f FG dx y drt y Az-F te yar 


yy. (2) 
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dU (1) 31 C 2) SR PH RUE HE SX. 
二 、 梯形 法 


与 和 矩 形 法 相 类 似 , 如 图 5 一 8 所 示 , 在 每 个 小 区 河上 ,以 窑 梯 形 
的 面积 近似 代替 鹤 曲 边 樟 形 的 面积 ,就 得 到 定 积分 移 近 筷 公 式 ， 


F feaz trar ty ar 
++ oita) 


<A Ot tantat | (3) 
4-35 C3) D ACERTE MA H k T x BF 45 E DLE 
就 是 公式 (1)、 27 所 得 近似 值 的 平均 值 . 
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Parma 


@ 积分 | az 的 被 积 函数 的 原 稍 数 不 是 初等 前 数 , 所 以 
无 法 用 牛顿 一 厂 布 尼 欧 公式 来 计算 这 个 积分 - 现在 要 求 用 矩形 法 
及 梯形 法 计算 它 的 近似 值 ( 取 一 10, 即 将 区 间 [0,1] 十 等 分 ). 

解 把 区 间 [0,1] 十 等 分 , 设 分 点 为 


D= x, $E gt sags Togs tpl. 


AE pu E] BR $£ [8 D 

Vos Mr a ins 
EP ye G—0,1,2.77,10). 
列表 表示 和 如下; 


5 


EJ . D 0.5 

> E 1. 00000 0.77880 
== 

i 6 19 

EE 0.6 Dr 1 

> 0. 69758 G., 51263 Q. 52729 0. 44466 | 0. 36788 


HSC), 


1 2 —0 
f e" date GF yb ee, 
n 


Ep 
上 
| e "dz == (1 +0. 99005 4- 0. 86078-1- 0. 91393 
F 
+0. 85214+0. 77880+0. 6976870. 61263 
+0. 52729 -- 0. 44486) 5X 0. 1 


=7. 77817 X0. 1=0. 77782. 
利用 矩形 法 公式 (2) ,得 


Q RE yw 一 e- 丰 可 以 从 指数 西数 家 中 查 得 . 
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[ e "dzee a tyt + yia) X 9 
"E 19 
En 
1 š 
f e`“ dr =(0. 9900540, 96079+ 0.913930. 85212 


十 0.77880 十 0. 69768-- 0. 61263 十 0. 52729 
+0. 44486-- 0. 36788) <0. 1 
一 7.14605X0.1 一 0. 71461. 
利用 梯形 法 公式 (3) ,实际 上 是 求 前 两 值 的 平均 值 ,得 


L z 
| “de SECH 71782--0. 71461) 


=+ X 1. 49243— 0. 74621. 


=, 抛物 线 法 


矩形 法 是 将 曲线 分 为 许多 小 段 , 通 过 用 许多 水 平 直线 自分 别 
近似 代 蔡 原来 各 曲线 段 , 即 把 堆积 函 数 逐 段 用 常数 值 代 蔡 . 梯形 法 
是 通过 用 许多 直线 段 分 别 近 似 代替 原来 各 曲线 段 , 即 把 被 积 函数 
逐 段 用 线性 函数 代替 .为 了 提高 精确 度 ,可 以 考虑 在 小 范围 上 用 二 
次 函数 y= px* 十 gz 十 + 来 近似 代 营 被 积 酉 数 , 即 用 对 称 办 平行 于 
y 轴 的 抽 物 线 上 的 一 段 弧 来 近似 代替 原来 的 曲线 弧 ,从 而 算出 定 
积分 的 近似 值 . 这 种 方法 叫做 抛物 线 法 ,具体 做 法 如 下 : 

同 前 面 两 种 近似 法 - 样 , 仍 用 分 点 arot szt ,x 一 ,把 
区 间 [a.5] 分 万 nC 偶数 ) 个 长 究 相 等 的 小 区 间 ,各 分 点 对 应 的 函数 
Í J yaya yes ya: 曲线 > 一 fz) 也 相应 地 被 分 成 个 小 绒 段 ， 
设 曲线 上 的 分 点 为 Mos Mis Mas M, (5—9). 

我 们 知道 ,过 三 点 可 以 确定 一 条 拍 物 线 y— pal qr r. EN 
两 个 相 邻 的 小 区 间 上 经 过 上 曲线 上 三 个 相应 的 分 点 作 一 条 括 物 线 ， 
这 样 可 得 一 个 砷 边 梯形 . 把 这 些 曲 边 梯 形 的 面积 加 起 来 就 可 作为 
所 求 定 积分 的 “个 近似 值 .由 于 两 个 相 邻 区 则 决定 一 条 抛物 线 ,所 
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以 用 这 种 方法 时 ,必须 将 区 间 [a.bj 等 分 成 个 数 个 小 区 间 . 


下 面 我 们 先 来 计算 在 [一 此 ,上 以 过 这 样 三 点 AMC hoyo 
M' Co yD Af; (h. y: RIDER y= pa qa tor 为 曲 边 的 曲 边 樟 
形 的 面积 ， 
首先 ,抛物 线 方 程 中 的 peger 可 巾 下列 方程 组 确定 : 
y = ph — ghtr, 
yi 一 Ps 
y, ph Lob, 
由 此 得 Zph! = ys Zut ye 
于 是 所 求 面积 为 
A= l ; (prtart dr 
A 
3 - 


— EDITI =É ph +-2rh 
A 


STEE LAG; 2y,-- ys 61) 


一 Shn Hy ty. 


这 上 曲 边 梯形 的 面积 只 与 M'SUM' M RME y y y RE BK 
在 的 区 间 长 度 2&k EX. 
H Eiei nl O. MM IM. A: E MoMa ML fr 
过 M. Maio M. = A RI LS EX EN x] RV BJ RAE B Tr F+ IK 
* 3li e 


次 为 


A = TA dy, 十 ye)， 


A= phi Ay, vi), 


445 442422m ada RA ARR RR EP amy 


A =h, aH Aya Ww. 


Rp OIC BUE ,就 得 到 定 积分 
Prod 的 近似 值 ， 
. 5—a- , , 
f Finder ^v ET Py, 26g e v y) 
Hd lo yet Ryu aui (4^ 
BROMA LR, to E E Simpson 公式， 
用 以 上 三 种 方法 求 定 积分 近似 值 时 ,一 般 说 来 ,n 取得 越 大 . 
近似 程度 就 越 好 . 
例 2 利用 扩 物 线 法 计算 


f eT dr OR a= 102). 


f 
[acd n Fyd H-2 Gy + y boys y 
a 3x10 Ké Mie Ké MN Yo éi 
十 4 十 3 十 站 十 加 十 各) 
Ü. 


H X (1. 367884- 2x 3. 03790 --4 X 3. 74027) 


= ES x 22. 40476 — 0, 74683. 


例 3 对 图 5 一 10 所 示 的 图 形 测量 所 得 的 数据 如 下 表 所 示 . 用 
DL Vs ££ DE TE SE ECHTE B5 BUL A 
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站 号 7 8 9 10 11 12 13 

-. -i _ o 
E - à ! 

10.2200 | 10.200 : 10.200 | 10.200 | 10.200 | 10,200 | 10.200 
(m) NEN M ——. 上 -一 一 
站 号 í 144 15 | 16 17 18 18 26 

H I 

By | B i | 

10.040 | 9.418 ! 8.03 6.083 ! 3.909 | L84 | 9 


图 3 10 


这 里 ,0 站 到 20 站 之 间 的 距离 为 147. 18m . 48 SË ga 2 uj B$ EE 
ORBE) 9147. 18+20=7. 359m). 而 一 1 站 到 0 站 之 闻 的 距离 为 
5m. 

解 ” 从 一 1 站 到 0 站 这 一 段 的 面积 用 A A E a EA FE BH Al 
坐标 轴 的 交点 的 连 线 与 坐标 铀 构成 的 二 角形 的 面积 来 近似 表示 ， 
Ep 


AX 5X2. 305—5. 763(m%). 


从 0 站 到 20 站 间 的 面积 用 A MER Ar 表示 . 则 


147.18 
7 20 


Ar 一 7. 359. 


EA EA A C) 8 
- 313" 


A,== [ (ya TP yao) tH A a + ya 十 ys 十 "十 157 
EIERE 


—P(.3054-00--4(4. 8652-8. 5684-10. 011 
+10. 200-- 10. 2004+13. 2003-10. 200 —9. 416 
+6. 0834-1. 8142 -- 2€6. 9744-9. 559 -F- 10. 183 
+10. 2004- 10. 200-- 19. 200 4- 10. 040 


- 
+8. 015--3. 909) x 295 


= (2. 3052- 4X 81. 557 --2 X 79. 280) X 2. 453 
—487. 093 X2. 433 
—1194. 839 (m^). 
因此 ,所 求 图 形 的 面积 为 
A= AT 495. 7634-1194. 839— 1200. 602 (m7). 


zJ 8 5—6 


1. X dL HR BER A 5 — 10 Boos. oe T YF 5 k X HE t dE RENE 
的 断面 积 . SIR d Fr os h5 d Et e s COR FON m) 用 梯形 法 计算 其 断面 积 . 


8 12 16 0 4 25 32 — 


图 5 一 11 
2， 用 三 种 积分 近似 计算 法 计算 5 一 和/ 1 二 sinzdi。 Ok a= 6 
积 函数 值 到 四 位 小 数 . ) 
s 用 三 种 积分 近似 计算 法 计算 | SZ R n 2 的 近似 值 ( 取 = 一 10, 补 积 
i X BOR P z Ju. 》 
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在 :- 些 实际 问题 中 ,我们 常 遇 到 积分 区 间 为 无 穷 区 间 ,或 者 被 
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积 函 数 为 无 恰 函 数 的 积分 ,它们 已 经 不 属于 前 而 所 说 的 定 积分 了， 
因此 ,我 们 对 定 积 分 作 如 下 两 种 推广 ,从 而 形成 广义 积分 的 概念， 


一 、 无穷 限 的 广 久 积分 


EXI iA CEET, Lois, BN 如 果 概 
ER 


EE MALARIA GOR X SERI o + oo) ERI XU 
分 , 记 作 | food M 

| Sar lim | fdr. a) 
这 时 也 称 广义 积分 | odr 收 策 , 如 果 上 述 极限 不 存在 ,函数 
/zy 在 无 穷 区 间 [a, 十 co) 上 的 广义 积分 | rupar 就 没有 意 


义 ,习惯 上 称 为 广 尺 积分 | f(z)dz 发 散 , 这 时 记号 | f(r)dx 


不 再 表示 数值 了 . 
类 似 地 , 设 函 数 fz) 在 区 闻 ( 一 co :51 上 连续 , 取 ao. 如 果 极 
限 


lim [ FGoda 
FE-MBELBRA EA [ORAR Co oo PEEL X 8 
分 . 记 作 | foods B 


h b 
f firdr= lim J Frydr. (2) 


这 时 也 称 广义 积分 | foods 收敛 ,如果 上 述 极 限 不 存在 ,就 称 
广义 积分 | rou ER 
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HAM DARE] C o. 00) E iE E URETA 
[rex 和 [^ food 
aka, MIP EE BS r` AAA 
(ten LEE AE EE ua Me B 
[foods "ider rods 
= lim tee? lim | far — c» 


这 时 也 称 广义 积分 | ”7Cz)dz 收 黎 : 否 则 就 称 广义 积分 


t tte sor 


| ode Sp. 


6h 计算 广义 积分 | Q 


解 ” 由 (3) 式 得 


[ = dr | d< | r de 
"m Dem Jo la 

* dr 
= lim | fem m | Eum 


= lim [arctan x Dt lim Larctan zJ 
a— — os re 


=-— lim arctan a+ lim arctan 6 
"E b 


* Alpe 


RENE. x 
ll 
A8 ARRERA X BE a — 65. b + ooH[ AR F5 
图 5 一 12 中 阴影 部 分 向 左 、 HERE, 但 其 面积 却 有 极限 值 «. 简 
单 地 说 , 它 是 位 于 曲线 V LH PI. 轴 上 方 的 图 形 面积 . 


az 计算 广义 积分 | re äer BER, Bann, 


l, . 1 1 
一 


注意 , 式 中 的 极限 lim, PERERA n H A iA E n E . 


例 3 Ew xn |" $2 (67-0) 1 ST ET 
Au 


(7 de [^ Co Al 一 十 ceo， 
M p 关 1 时 ， 


Siet =. 
因此 , 当 p> ar X yK EE. 其 值 为 5 一 DA pH, 
这 广义 积分 发 散 . 


O TP 了 方便 ,把 ,ln LFCGO sie FG ]27. 
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=. 无 界 函 数 的 广义 积分 


现在 我 们 把 定 积 分 推广 到 被 积 函 数 为 无 界 暗 数 的 情形 . 
定义 2 PEA f(x) 在 {a,j 上 连续 ,而 在 点 o BO SERE ih 
无 界 . Hy es>>0. 如 果 极 限 


tim | fade 
FE UR ROS EA CO dE Ca ALEA MIRA 
ois m 


f f(z)dz— im [^ /rdr. (4) 
HERA fraz meas. 如 果 上 述 极限 不 存在 ,就 称 广 


XT I (dx 发 散 . 
EUR A SO ALO LR, MAA Eo ps 
5A. 取 e>0 HR AR 


pol ` Fedde 
存在 , 则 定义 
[roodo im | fer, 5) 
否则 ,就 称 广义 积分 Sar RN. 


REAA DEl] ER AR c (a< e 55 EE B TIE XE pa c Dë 
域内 无 界 . 如 果 两 个 广 当 积分 


f aide 5 [foods 
都 收效 , 则 定 党 


Do a ARA 1365848 DA a 为 左 ( 或 右 ? 端 点 的 企 一 开 区 疝 . 
”3 


[ronda = | GodzT [fonds 


GET? à 
一 lim | FACS ELS lim | Fedde; (6) 


ge i, 


否则 ,就 称 广义 积分 | rcoac BR. 
例 4 计算 广义 积分 


=+, 


lim 
mao Vi q? 
J ARA BEN a DARA MARA. 于 是 , 按 (5)? 式 有 
dz 


a dr . "P 
f ——= lim 
0 q agt— erzu o Pa x 


. .Tt . . dE 
= lim | aresin 一 = lim | aresin —0 
E~ +n d ge en: CG 


. m 
= arc sin] == ` 


"x 


这 个 广义 积分 值 的 几何 意义 是 : 
位 于 曲线 y= -一 -一 之 下 , z 轴 之 
va — a 


上 ,直线 >= 05 z—a 2 BY 8 EI É Bi 
IECH 

例 5 讨论 广义 积分 Sm 
ga. 

解 ”被 积 函 数 F(z) 一 点 在 积分 
区 间 [ 一 1,1] 上 除 zx 一 0 外 连续 , 且 


1 . 
lim “3 = oo, 
Ti 


H F 
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即 广义 积分 armar op 
ER RAT ERRORS RAR 


以 下 的 错误 结 
dr_ rl 


GEET 
HC 
证 %g=1H7, 
` dz (^ de -im da 
s Cray aX—H ejas —u 
= lim LInCr- a) É. = In(z—a)Y]Ë o = +=, 


MAI. 


bad * n 
: E T- “Ii ql, 
A Gr— a) l—q | Tos, nr 
ILE 34 y LEE GR GUB a O, ad 
BF. Y Rr C E. 
3 题 5 一 7 
LH TALE E USE. E AAA: 
a) [^ ET e 
(3) E "dro (420): | ech cdi (EDS 


TD 有 时 为 让 者 恒 . 把 lim [FLOG PELE 
DEER 
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e [7 e^"sin wtdt (p>0,00>0); e ET 
Za -2 
2 dx 
mp AE uu GU 


2 
eil == zdr 


2. XC ¿ 为何 值 时 ,广义 积分 | i cds qaos £ 为 何 值 时 ,这 广义 积 
2 xn.) qu 
RW XO p RAR ARA 
3. 利用 递 推 公式 计算 广义 积分 L= NES "dz. 


"JA PARAMS 「 一 函数 


广义 积分 的 收 钱 性 ,可 以 通过 求 被 积 汕 数 的 原 函 数 , 然 后 按 定 
文 取 极 限 ,根据 极限 的 在 在 与 否 来 确定 . 本 节 中 我 们 来 建立 不 通过 
被 积 函 数 的 原 旺 数 判 定 广义 积分 收敛 性 的 判定 法 . 


—. EFREM AREJEE 

定理 ! de IERT, + 0) 上 连续 , 且 o. + 
函数 

Fla)= [ HOT 

ela, 十 =) 上 有 上 界 , 则 广义 积分 aide Wii 

FLE ARA ORO FAME LA ho) E AA NEG 
Ela, —oo) tA F 5, ër Fer) Ela. + o0) E B 83 W A 52 BS eR 8k. 
510 FE^ AR er EE ER FO A AMA DERE" [as +00) E 89 38 81 
AFA FGO QE IRR lim FG" BS fE D , pK BT 3138 58 ER. 


Jim. Proa 


存在 , 即 广义 积分 WZ ick. 


根据 定理 1, 对 于 非 负 函数 的 无 穷 限 的 广义 积分 ,我 们 有 以 下 
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的 比较 审 笋 原理 ， 
定理 2 (H E R SRP E) MAR O) Co 3E P ig 
La, >a) EXA. MEROS f (z)= lin lar < + co). 并 县 


[edr its m [^ Sd dicit Roe CO a 


1 
a 


Se 十 ce) 并且 | ~ gGn)da CH E sa img. 


E Bache Jee, MOLINOS A [eda GEI 

得 
[unas | godes W. 
这 表明 作为 积分 上 限 5 的 请 数 
PECORE [ fGodx 

filas 9) EE ER BE EBR IBD X BU | ”f(z)dz 收 化 

MARISELA Tei aide Rl (^ far e 
i RE DOS MR | aide 收 敏 ,由 定理 的 第 一 部 分 即 知 
[ gtx)dz tlc it ax 53 B 9482 EN. 


Paro 
E 


南 上 池 例 3 知道 ,广义 积分 | > po» UR p 


去 1 时 发 散 . 因此 , 取 gr 一 分 (4>>0), 立 即 可 得 下 面 的 广义 积分 


ÉJ ke Sr ärt, 
定理 3 {比较 审 敏 法 1) EAA VEEN a, 09027 
0) 上 连续 H. FI. 如 果 存 在 常数 M —0R pl. AER OR 


Maso) RII XR A robar ka o Re N 
70.848 /Goz Urto) BI SUR AE MESE ER. 
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dx 


Vei 


511 | "T 2-23 


E 由 于 


十 
1 


l. 1 _ 1 
0 = 
TA H eH AL AAN UBL ER. 

以 比较 审 化 法 1 为 基础 ,我 们 可 以 得 到 在 应 用 上 较为 方便 的 极 
Bu mE. 

定理 4 (极限 审 钱 法 1) Gem jz) 在 区 间 [a, 十 =c) 
(a>>0) 上 连续 , 且 / G0 250. 如 果 存 在 常数 oi ,使 得 bm 2/60 


BEM LRA | Adr iati lim sro 470i 
lim zf(z) 一 十 0) , 则 广义 积分 | ”7(z)dz # WR. 
证 设 lim sf GO m eG 0D. 根 据 极限 的 定义 , 当 x 充分 大 


Aaa AR 
|=” f(x) —e1<1 y 
由 此 得 OScr^fOir)«14-e. 


ALEM T RE LIBE z <r< o R AER Oc FG < M 
成立 . 由 比较 审 魏 法 1 知 | ooa mg, Bim | fode # 
在 . 另 一 方面 ,根据 积分 的 性 质 有 

f fade P fG)dzd- f Fider. 


+. 
E 


4 dn poo RES lim | f(x)dx 存在 , 即 广义 积分 
[^ VICO ES 


Wc ex 
如 果 lim f — 47 0(GR E 09) A r RARA Gen Z= 
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a) , 必 有 
DEE? 

由 此 得 > 
CS lim z f Go) = oo TREBERN d $. = ND0. T 
是 在 区 间 HO AURA SR SRA. DEE A 
el "ode R. Sut 

[fons [od [^ reds 
看 出 ,im | f(z)dr 不 可 能 存在 (否则 ,lm | foods 也 要 存在 ， 
这 与 | freides RICE RO Rr ooa | foods 发 散 . 证 明 
完毕 . 


例 2 判别 广义 积分 | — E Stk s. 


a x +r 
BR AF 
lim za — = lim —1 =], 
mra m (TE ef 
A/ 三 十 1 
根据 极限 审 歼 法 1, 所 给 广 文 积分 收 敏 . 
十 
as 判别 广义 积分 | ar 的 收 化 性 . 
R 由 于 
lim x 一 一 一 a lim E | oo, 


io ld-x 2 re ld af 
BAB GR KA ARIER. 
Sla 判别 广义 积分 | 5974. eben, 


NC BT 
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. arctan = . x 
lim z ————-— lim arctan t= F, 
x— ce =.= + = 2 


HEAR BOAL) AN TIA 

RS X BUY H Wk PR pfe BSO DX fe] E REA t AT 
DIS ATRAS ARA BS k 38 PE ,我 们 有 如 王 的 结论 . 

TES RAR DARA [a +o LEER. MARTA RS 


+ 
IR 
"T8 IE EU 
[^ Jf(z)d=x 
"TT 3 
证 4 oG) = Sat | £ G) D. FE eG) 220, B 
ADS ICO mm | (FO de W L, di tz š RS BI A 
[Tacna uicit. tB tel 2960 — LG |, 因此 


| feodo | and [| (fiar, 
从 而 有 
[^ Jf(z=)dzr=2 [^ [ — [^ | FG laz. 


可 见 广义 积分 | Food 是 两 个 收敛 的 广义 积分 的 差 ,因此 它 是 
BCS. iE. 
通常 称 满足 定理 5 条 件 的 广义 积分 | foods BRA 


.于 是 ,定理 5 可 简单 地 表达 为 ;绝对 收复 的 广义 积分 | rods de 
Spa, 
Hs AM x35 [Casio 6xdx (a.b 都 是 常数 , 且 a> 


0) 的 收 化 性 . 
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BE 因为 :esin ar| se 一 ,而 " eda WS. Hide er 


SUEI, UE IN |e “sin bz | da i Si. 由 定理 5 可 知 所 给 广义 
BLA kc 


二 . 无 界 函数 的 广义 积分 的 审 误 法 


对 于 无 界 函 数 的 广义 积分 ,乌有 类 似 的 审 敏 法 . 
由 上 节 例 6 知道 ,广义 积分 


j dz 
2 Cr—a)* 
IR, g 宇 1 时 发 散 .于 是 ,与 定理 3, 定 理 4 类 似 可 得 如 
EW GET 

定理 6( 比 较 审 效法 2) 设 函 数 六 zy 在 区 间 (cp] 上 连续 , 且 
SUIZO, lim f Gr) — +o. 如 果 存 在 常数 MI OR c1 ,使 得 


T-—Ra- 


. M 
H GR Y (accru b). 
E 


则 广义 积分 | f(x)dx Mri DR EET EE NOR 921 Es 


or (aca. 


则 广义 积分 | /Cr)dz ER 
Sieg Dën f(x) 在 区 间 (4,5] 上 连续 . 且 
FOSO, lim f(x) 二 十 co. 如果 存在 常数 0<g<1. 使 得 
lim (ray 


rub 


存在 , 则 广义 积分 MEE 收 但 ,如 果 存 在 常数 LRA 
lim (xz 一 aMf(x)-d0 GE lm ra f(— +00), 
则 广义 积分 ME ep. 
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Be gar LRA | Dau. 


in .x 


E xx MET PS ETE xr — SIUS S BR q Ait. 由 洛 必 达 法 由 


知 
lim (xz 一 1 一 EE 
Ti DT rl al 
` EW Sat. MAT V RI N. 
GEELEN 
1 de 
- : ED 
l AIS a — Ex) 
HI ux exe. 


E 这 里 被 积 函 数 在 点 x==1 的 左 邻 域内 无 界 . 由 于 
1 

/O—r00-—£Z 7) 
1 1 
lim . 
dis oUF 42078) 
根据 极限 审 敏 法 2, 所 给 广义 积分 收 仇 ， 

对 于 无 界 函 数 的 广义 积分 , 当 被 积 抑 数 在 所 讨论 的 区 间 上 可 
取 正 倡 也 可 了 到 负 值 时 ,有 与 定理 5 相 类 似 的 结论 ,在 此 不 百 详 述 . 


, 1 
sin 一 


= dr 的 收敛 性 . 


lim (1—2)* 
I-+] -0 


例 8 MEE 


WË 


<t apt ka, HESE 
E 


解 RA 


1 
sin 一 


理 ,广义 积 DÉEN Aar ans 2 acd 


VE z 


=z, r- Ga 
现在 我 们 研究 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 意义 的 [一 也 数 . 

这 函数 的 定义 是 
ro 一 [ez vda (790). a 


首先 我 们 讨论 (1) 式 右 端 积分 的 收 仇 性 问题 .这 个 积分 的 积分 
区 间 为 无 穷 , 又 当 * 一 1<0 时 被 积 函 数 在 点 一 0 的 右 邻 域内 无 界 . 
为 此 ,我 1 和 分别 讨论 下 列 两 个 积分 


1 — == 
HE f er dr, n-| ex" ds 
a 1 


EAR TE. 
先 讨 论 D. 34 SRIEPOIEOnE va, 330<—s<18FJ , AA 
——— 
X € T 
Wilz), RU SE RRES Y RA Ted 
再 讨论 Ln. DS 
. p 
lim arret Dm im root, 
HB EU SB SEHE. Id ES. 
rede BB; x 8 5 NES 
| Tetide P > OT 
Xt) ELE n E 5— E ` 
其 次 我 们 来 讨论 荆 一 函数 的 几 个 i 
重要 性 质 . o ti” s 
1， 递 推 公式 rGH =S sT is) 
Cs 0). 图 5 一 14 
证 因为 
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To b 
re+D= f etrdr= lim lim | c ^ rdr, 
` D 上 十 ce 一 十 上 
应 用 分 部 积分 法 ， 
. ` 
| AEN ex dx, 
而 lim lim [e “一 9, 所 以 
PG 122 lim lim s p ermdr=s| "e tr ldr=sP ts}. 
E nd JE n 
显然 ,T(1) = MEET 
E 
反复 运用 递 推 公式 , 便 有 
M2=1'T(0)=1, 
TO32—2:T(2) —21, 
TX40—3:TGD —31. 
— BE Hb «xp EE fi] IF $e $ ww, 有 
Tint) =n! 
所 以 ,我 们 可 以 把 一 函数 看 成 是 阶乘 的 推广 . 
2. Hb :一 十 0 时 DED oo. 
证 因为 


roys EEL 


, MD =l, 
所 以 当 :一 一 0 时 ,T Hoo, 
3. TOLU) =a OLS). 
这 个 公式 称 为 余 元 公式 ,在 此 我 们 不 作证 明 . 
当 ;二 十 时 ,由 余 元 公式 可 得 


r|+|= Z=. 


m 一 少数 在 "0 时 连续 ， 
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4. (Eg G2 NE t da pfe A 


rc) =—2 | 8 e wir da. (2) 
IH 


再 令 2s EE A 

ME adu lr (UU > 1), 
上 式 左 端 是 应 用 上 常见 的 积分 , 它 的 值 可 以 通过 上 式 用 本 一 鲜 数 
计算 出 来 . 


odas 


q 


从 而 


[e fe 
e "du . 
o 2 


上 式 左 端的 积分 是 在 概率 论 中 常用 的 积分 - 
"3 Hi 5-8 


1. Mo kak s 


mic -dz (2) M — , 
J. apa 11 ! + YFL 
DE 十 om dr 
GO] sin dr: uo | TEz ¡sin z]' 


t xaretan + 


dr 
GA Dé — zi uL 


p 
dri 


(8 

Jn A lia A. T. 3r 3142 

Y ， 1 a ' f (z) ` 
rs [Pose tg eer zezl I dw gan 


ix. 
3. 用 TI 一 函数 表示 下 列 积分 ,并 指出 这 此 积分 的 收 敏 范围 ， 
ol, “de (Q0); a» CESES 


(7) 
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(3) T "e “de (10). 


o (LE) LE Aan ang 
5. MEA P S K COMO ELO. 
— A8 H D ären g — = TC) D 
D 24-6720 P PGH- D Q2 135e 1 TPE! 
(D V z rr) Z" poor [s ++]. 
(šh LB Legend fir EE a 
总 习题 五 
1. 填空 
D BASAL LARA S ELl] ERA R óy 
条 忻 , 而 人 xz) 在 [a,58] 上 连续 是 Uo Ead] E HI SUB) ff s 


(2) 对 [z, 一 ce) 上 非 负 、 连 续 的 函数 f(z), 它 的 变 上 限 积分 | food: 在 
Ea, 二 oo) 上 有 界 是 广义 积分 NMESUITT FT 


(3) 绝对 收 敏 的 广义 积分 | ronds 一 定 ; 
O ER AGE EE OE 3 B |Y GO tela 5] E REBEL k B$ E 2y 


A 
[zea FE. 
2. 计算 下 列 极限 : 
. 1 xa i 1^-3-2'4- Ln 
D lim 之 tit (2) lim p00) 
(3) limin 42, (4) lim —— roa e fri E; 
TE n soe > d Ja 
f (arctan 2Y*dr 
(s) lim *$— —————. 
3. FAHA dé F dñ. BC USE] EHI. 
1 
dÉ 
x 1] x 
of E . Jat arctan L] = 2! 
: = 


' 3231. 


mr 


"rr pd 
(2) 因为 | DG In p ett 
v ; dr ` 
所 以 I Foi 


le . A 
e» [^ fads din [^, Stern 
4. W pL-0.uE BH 
EI de 
PTI Ja 142? 
5， 设 fFGO.gOGOMEI A lab] LARES ER, 
[trans [Pedda facade crm 8 RR 
x. 


1 1 o id 
(2) (Í [/G) Fg Go Yd] * < g Pida] + [| odda) 
( 阅 可 去 斯 基 不 等 式 ). 
6， 设 fGOTEE [La bj E3E SE. B f(zy2>0. GF BB 


A 
Tode, f FEO ay. 


Kaf 


7. 计算 下 列 积分 ， 
of d ET 
— dz 0| $ —— 
IER (4) 1-— sin 2xdx 
f =+ yaa" f; 3 
de 
5) Ë 1 + cosš a 


8. 设 f(z) 为 连续 函数 ,证 明 

Int age Ë (| fooas] as. 
9. i FGOd4EIX [B [a6] E 3k Sk H. rop, 

FG)- f fà f Lor zE [2.5]. 
证 明 : 
(D F' (z) 2; 


(2) 方程 Ftx) 一 0 在 区 间 ta.8) 肉 有 且 悦 有 -个 根 . 
10， 设 
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求 |e Das. 
11. # for) K alla LEER DAR a 3 t E SE Ho It 
ESFE REE La od f F su ar 
f [rada f(Ë) ES Ata "P E SE BE). 


n—1 


s es 
WEI um. | red 5 f ate dr > DARE: 


me 
I aires Lr (nl GEN). 


ú 


“ 13， 判别 下 列 广 六 积分 的 收 得 性 : 


7? sl ro dr 
ef Am Tr a | —— 

° ya j 2 cx df äert? 

a . es 
a E des wf I dz . 

: n © ¿air 12 —2) 
"64. HAFI X8. 

FA Ha de 

ñ — —- =0. 

e Insin «dx; 2 ODE) (a=0) 
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第 六 章 ” 定 积分 的 应 用 


本 章 中 我 们 将 应 用 前 面 学 过 的 定 积分 理论 来 分 析 和 和 解决 一 些 
几何 .物理 中 的 问题 . 通过 这 些 例 了 ,不 仅 在 于 建立 计算 这 些 儿 何 、 
物理 量 的 公式 ,而 且 重 重要 的 还 在 于 介绍 运用 元 素 法 将 -个 量 表 
达成 为 定 积 分 的 分 析 方 法 . 


第 一 节 ” 定 积分 的 元 案 法 


在 定 积分 的 应 用 中 ,经 常 采用 所 谓 元 素 法 . 为 了 说 明 这 种 方 
法 ;我们 先 回 顾 一 下 第 五 章 中 讨论 过 的 申 边 梯形 的 面积 问题 . 

设 FOER (BL [a5] E & && H f(zx) 宇 0, 求 以 曲线 y 0) 
35 dB aH ou La. 859 di X FECE RS TEL A 把 这 个 面积 4 表示 为 证 
积分 

A= f Adz 
B 2 AE: 

{1) 用 和 任意 一 组 分 点 把 区 间 [a,5j 分 成 长 度 为 Axi(i 一 1,2， 
DA PARA ,相应 地 把 浊 边 梯形 分 成 半 个 窗 曲 边 梯形 ,第 
个 罕 曲 迪 樟 形 的 面积 设 为 AMA PARA 

A= $ AA. 
(2) 计算 AA, 的 近似 值 
AA; TË, Cr SECUS 
{3) 求 和 ,得 4 的 近世 值 
EE ELOT 


O 求 极 限 , 得 
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A-lim >) EAn | Ses. 

在 上 述 问题 中 我 们 注意 到 ,所 求 其 ( 凤 面积 4) 与 区 间 ,La;&6] 有 
AX. 如 果 把 区 间 [a,5j 分 成 许多 部 分 区 间 , 则 所 求 量 相 应 地 分 成 尝 
多 部 分 量 ( 即 A4:), 面 所 求 量 等 于 所 有 部 分 量 之 各 ( 励 A 
一 27 A4), 这 一 性 质 称 为 所 求 量 对 于 区 间 [a, 扫 具有 可 加 性 . R 
们 还 要 指出 ,以 FOL A A ID IER BE BE AA. 时 ,它们 只 相差 一 
个 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 ,因此 和 式 D) FG Az 的 极限 是 A 的 精 
HE. 4 可 以 表示 为 定 积分 : 

A= f fr dz. 

在 引出 A 的 积分 表达 式 的 四 个 步骤 中 ,主要 的 是 第 二 步 , 这 

一 步 是 要 确定 AA, RNE FORD A, r4. 
á=lim >) re)aAn= | fd. 
在 实用 上 ,为 了 简便 起 见 ,省 略 下 标 Fi AA 表示 任 -小 区 间 [x ,xz 
tdr] ERE dii p BOE B RUP LX Pe , 
A= D, AA. 
Allroad ARA EA FR ARAS fx) 为 高 、dz 
AEREA AE Codo 为 AA 的 近似 信 { 如 图 6-1 阴影 部 分 
BUR), BI 
Ales Ti aha. 
LEAR EES CES wA dA= fedr. 于 是 
A= D, fíndo, 

则 A=lim > Jf (z)dz=—= f FGodz. 


一 般 地 ,如果 某 一 实际 问题 中 的 所 求 量 U 符合 下 列 条 件 ， 
(DU 是 与 一 个 变量 x 的 变化 区 间 [a,5] 有 关 的 量 ; 
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图 6-1 

(2) U AFERA La ] R8 vpn EE hn Ri x iS] ab? 
分 成 许 凶 部 分 区 间 , 则 上 相应 地 分 成 许多 部 分 量 , 而 LU 等 十 所 有 
部 分 量 之 和 ; 

(3) 部 分 量 AU, Hit RHE A RA PDA 
那 末 就 可 考虑 用 定 积 分 来 表达 这 个 量 U. 通常 写 出 这 个 量 世 RA 
分 表达 式 的 步 交 是: ` 

12 根据 问题 的 具体 情况 ,选取 - -个 变量 例如 x 为 积分 变量 . 
并 确定 它 的 室 化 区 间 La,65j]; 7 

25 设想 把 区 间 [a,#8] 分 成 个 小 区 间 , 取 其 中 和 任 一 小 区 出 并 
记 作 [x,xx 十 dxj, 求 出 相应 于 这 个 小 区 间 的 部 分 量 AU 的 近似 值 . 
BUE AU EMV RARA Las 6d E89 — T XE SE ER ECTE < 处 的 值 
FOS dx 的 乘积 了 ,就 把 fGodx FAR U 的 元 素 且 记 作 dU , En 

dU =f imda; 

3) ARREU 的 元 素 odr 为 被 积 表达 式 : 在 区 间 [Le,z 

LEERTE 


U= f Fionde. 
AAEE U SS). 


D REAU V far fH3S— T H dz AAA A. 
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这 个 方法 通常 叫做 元 素 法 . 下 面 各 节 中 我 们 将 应 用 这 个 方法 
来 讨论 几何 .物理 中 的 一 些 问 题 . 


二 节 平面 图 形 的 面积 


—. B f s bs Ii E 


在 第 五 章 中 我 们 已 经 知道 ,由 曲线 y= AGO CÉGO ZO RB 
线 z 一 az 一 pa<eb) 与 工 办 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 怒 是 定 积分 


4 一 f FoDdz, 


其 中 被 积 表达 式 ÁFOGodr BERE EDfBAS bn F IE BLUE SE Soe 
为 fGO EOM dx 的 一 个 年 形 面积 . 
应 用 定 积 分 ,不 但 可 以 计算 曲 边 梯形 面积 ,还 可 以 计算 一 些 比 
较 复 茶 的 平面 图 形 的 面积 . 
例 1 计算 由 两 条 抛物 线 : 六 = 一、 yma BTE H RS PR GE 85 i 
Bi. 


图 5 一 2 
E ”这 两 条 抛物 线 所 围 成 的 图 形 如 图 4 一 2 Bros. 为 了 有 具体 定 


出 图 形 的 所 在 范围 , 先 求 出 这 两 条 抛物 线 的 交点 . 为 此 , 解 方程 组 
eR 
yz 


: 337 + 


得 到 两 个 解 ， 

—0,y—0 上 及 r—l.y-—l. 
即 这 两 抛物 线 的 交点 为 (C0,0) 太 《1,1), 从 而 知道 这 图 形 在 直线 
r—0À + 二 1 Hh. 

HX BESSER c 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,1jJ. 相应 十 
Lo,1 了 的 在 一 小 区 间 fz,z 十 dz] 的 窑 条 的 面积 近似 于 高 为 Je 
— TER dr 的 罕 和 矩形 的 面积 ,从 而 得 到 面积 元 素 

dA=( zr -—x dr. 
以 CY z—a de 为 蕉 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [0,1] 上 作 定 积分 , 便 得 
所 求 面积 为 


SA 
= — — 3⁄2 z" | I 
a=| CV x —a^)dr ES sl 


例 2 计算 抛物 线 一 2x 与 直线 y= 二 x+ 一 4 所 围 成 的 图 形 的 
mA. 
解 这 个 图 形 如 图 6 一 3 所 示 . 为 了 定 出 这 图 形 所 在 范围 , 先 
求 出 所 给 抛物 线 和 直线 的 交点 , 解 方 程 组 
(E, 
WEE _ 
fg 35 AR C2, — 20) C8 ,4)， 从 而 知道 这 图 形 在 直线 y= —2 K y=4 
= l]. 
LEGE SPEI y 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [一 2,4]( 读 
者 可 以 思考 一 下 , 取 横 坐标 工 为 积分 变量 ,有 什么 不 方便 的 地 
A). 相应 于 .一 2， Waw Uns HUIUS BET 


高 为 dy. I kaota) Ly BJ 4: SE JÉ $59 HI 8 , MA fr 48 | T LOG XXE 
dA= yy lay. 


以 | > 十 4 一 IY ' dy 为 被 积 表 达 式 ， A 2AE ERS. 


便 得 所 求 的 面积 为 
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m" 
KE | a | 3 十 4 一 可 ER 
Ta EN 
= [5 +4 6 | 
—]8. 
Hifi 2 EMULE ELI AE BE A e eT (ETE EUR GE. 


Y 1-4 


例 3 ELLA IO BE. 
E E E CI ELL 
的 图 形 的 面积 为 


A=4A.., 
其 中 A 为 该 精 圆 在 第 一 象限 部 分 与 两 坐标 轴 所 马 图 形 的 面积 . 因 
此 

EES TEEN [ ydr. 
利用 椭 贺 的 参数 方程 

rus i. 

y-bsin f. 
METER BIE r—acos t, B| 


y= sin r dx= — asm fdr. 
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当 H oR a Pf, KSE O, BLA 


n ü 
A=4 | bsin t(--asin td 一 一 sab | " sin! tdt 


= dab D sin? td: = Aa * ; H 7 = mab. 
当 a= b BJ, ERA RARA BU TELLS] 4 5X, A— =a. 
— Re E W yo PO GORE [a 1 D H 


参数 方程 


(rg). 

boat 
给 出 时 ,如 果 r— 9G ig aX BD =b OK Aa d GR. 
a p EACH ESR Sy — GO EE HJ Hi HR J F JE Bo i PAZ ARE 
积分 的 换 元 公式 瑟 知 , 曲 边 梯形 的 面积 为 


h r 
4= | f£Goda- | POS (Ode. 


二 、 棚 坐标 情形 


某 些 平面 图 形 , 有 再 极 坐 标 素 计 算 它 们 的 面积 比较 方便 ， 

设 由 曲线 > 一 加 及 及 射线 0—a,0— B FE iR, TE ( W EE ET 
扇形 ), 现 在 要 计算 它 的 面积 (图 6 一 5). IX B PO Le B] E £ 
5 . H 905250. 


图 6—5 
Hi 8 在 La,B] 上 变动 时 , 概 径 > 一 红 站 也 和 随 之 变动 ,因此 所 


* 340* 


求 图 形 药 面积 不 能 直接 利用 图 扇形 面积 的 公式 A- LR 来 计 


算 . 

Wu fü 6 ARAE, CR E E RA La B]. 相应 于 企 一 小 
IX faq 0,6-31- dO 165% di 522 Bš JÉ B BT UA FH 3F 468. r= 0D PD 
fü y de EJ BL JE T BUR IE EUR F AAA 曲 边 扇形 面积 
的 近似 值 , 即 曲 边 扇形 的 面积 元 素 


d4= + [gc ye. 


Y FLACO) TAO 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 间 [e,p] 上 作 定 积分 , 便 得 所 
R P LA i 
A= f Lec» Fas. 


pia 计算 阿 基 米 德 螺 线 
r--a8 (a>0) 
上 相应 于 从 0 变 到 zx Ewei 
DÉI IS EI. 


ra l+tos p ) 


PE 6—6$ BH 6—7 


解 ” 在 指定 的 这 段 坚强 上 ,8 的 变化 区 因为 [0,2x]. 相应 于 
[0,2x] E ££— ^ IX [8] L0, 8-1 dO ] 407 ÉH 322 5 JÉ B 8 PUE UFF 
38 a8, th Us fü dò ERE 从 而 得 到 面积 元 素 


da=} (00140, 
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于 是 所 求 面积 为 
A= r GENEE 


2L3Jn 3 

DS 计算 心 形 线 
r=all+cos H (a>0) 

所 转 成 的 图 形 的 面积 . 


解 ” 心 形 线 所 图 成 的 图 形 如 图 6 一 7 所 示 . 这 个 图 形 对 称 于 极 

轴 , 因 此 所 求 图 形 的 面积 4 是 极 轴 以 上 部 分 图 形 面积 A, 的 两 倍 . 
i 对 于 极 轴 以 上 部 分 的 图 形 ,9 的 变化 区 间 为 [0,x]. 相应 于 
[Or] E ££ — /h ix f] [ 0,0 4-d8 10 78 Bi Ur B TEE 89 TER EE ttt RA 
aC +cos 80) ,中心 角 为 48 的 酌 扇 形 的 面积 -从 而 得 到 面积 元 素 


dä la^ Q1 --cos 0)40, 
于 是 
1 2 a 2 
A = | Jo em 6) a= S D (1+2c08 8-L-cos! 0)d8 
aZ 2 ls 


dw 二 
=> IN > 十 2cos 8-r- 2 cos 28) 40 


= e | 20+2sin 6 十 十 si 20 | qna, 
因而 所 求 面 积 为 


A= 24, = Hua. 


3 M 6 一 2 


1. 求 图 6 一 8 PARAR INIA. 
2. jË d F P$ BH PR EC RK ELE NEA.: E 
0) ye 54 RAPERO 


(D 3 一 工 与 直线 y 一 上 及 zx 一 2 
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(35 


BH 6-8 

(3) y—e*,y—e “与 直线 a=15 

(4) y—ln x, y Bi 5 AR y—ln a y—ln ó WSA 

3. oR Hf LEE EE det 及 其 在 点 (0: 一 3 和 (3,0) 处 的 切线 所 围 
neg Wi xn m. 

4. RBA unn 及 其 在 点 | E sp) ATE R PR EEE TB 

5. 求 由 下 列 各 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 

(1) r= 2acos 6; 

(2) xz —acos! t, y —asin? 2; 

(3) r=2a(2+cos 8). 

6. $ H EAR >—aG sin t), y— a(1— cos 0B — BEC s es 2:0 与 模 轴 所 
围 成 的 图 形 的 面积 . 
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7. ROME e — ae! (C AKTE ER 0—= 所 国 成 的 图 形 的 面积 ， 

8. 求 下 刑 各 曲线 所 围 成 图 形 的 公共 部 分 的 画 积 ， 

(11 r—3cos 4 K r—i-Fcos 85 

(2) r= Y 2 sin 0 X rt = cos 28. 

9. 求 位 于 曲线 y—e*" 下方, 该 曲线 过 原点 的 切线 的 左 方 以 及 工 轴 上 方 
之 何 的 图 形 的 本 积 . 

10. R Hi n ER. y = ar 与 过 焦点 的 弦 所 转 成 的 图 形 稍 积 的 最 小 值 ， 
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Aet p sk Ri — + P ud B JÉ ZORC D pi Ser Wm 
成 的 立体 , 这 直线 叫做 旋转 轴 . MA ARA BEES Pk A 2 E. 
REMERA TO — A A OE Bë I A. CR BOE RE 
n A f AMATER FREI RBS sr UE TUE 
旋转 体 . 


Æ 6—9 
上 述 旋转 体 都 可 以 看 作 是 由 连续 曲线 y Tei, HA x 一 a 
=b É x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯 形 绕 z 轴 旋转 一 周 而 成 的 立体 . 现在 
我 们 考虑 用 定 积 分 来 计算 这 种 旋转 体 的 体积 . 
Eg EXP 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,814. AFL b] 
上 上 的 和 任 一 小 区 向 Lz,z 十 dz] 的 罕 曲 边 樟 形 绕 工 轴 旋 转 而 成 的 薄片 


* Zéi: 


的 体积 近似 于 以 jz) 为 底 半径 、dz 为 高 的 高 圆柱 体 的 体积 (图 e 
-PH ARLE 

dV =x f (=) Fdz. 
以 nlf dz 为 被 积 表 达 式 ,在 闭 区 间 [a,5] 上 作 定 积分 ,使 得 所 
求 旋转 体 体积 为 


V= r fi Par. 


H1 连接 坐标 原点 口 及 点 PCtk,r) 的 直线 、 直 线 工 = 有 及 工 
轴 围 成 一 个 直角 三 角形 (图 6 一 10). REA MERA 
de r AA h BIBLE Kk. 计算 这 圆锥 体 的 体积 . 


图 6—10 
E ”过 原点 口 及 点 P04,r) 的 直线 方程 轰 


y- La. 
LE T3 $5122 Z B) E EZ ACOA]. L3: 3:2. 
BET [0,A] E4£ — RE Ria, z+ dz 69 BE H BU tk SR iz BET LA E 
LESEN BJ dz 的 记 贺 柱 体 的 体积 , 即 体 积 元 素 
dV =a| 52] dz 
于 是 所 求 图 维 体 的 体积 为 | 


e 345 e 


例 2 计算 由 椭圆 
GE 
Bir EB] p, BJ Pd JÉ SS > REDE SP Uü n B3 E e DR Cnr] Ar hye 22 BER D B9 Bk 


E. 
A ”这 个 旋转 椭 球 体 也 可 以 看 作 是 由 半 个 椭圆 


y= fau 


a 
及 工 轴 围 成 的 图 形 绕 < 辅 旋转 而 成 的 立体 . 
取 z 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [一 ava]. Ne fk Wi PR HE PUB 
uh 4avaj 上 任 一 小 区 间 [x,x 十 dx- 的 薄片 的 体积 ,近似 于 底 半 
— vat 一世. 高 为 az 的 息 圆 柱 体 的 体积 (图 6 一 11)》, 即 体积 元 
E 


z 
dy — 77 G^ — dz. 


图 6 一 11 图 6 一 12 
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当 4 一 已 时 ,旋转 机 球体 就 成 为 半径 为 4 的 球 垃 , 它 的 体积 为 


inue. 
用 与 上 面 类 似 的 方法 可 以 推出 :由 曲线 a (y). 直线 yc. y 
—d(c«d)5 y 8h Pit PS ROG BH 3 EE y 轴 旋 转 一 周 耐 成 的 旋 


# pk (Eq 6— 122 E ER 3; 
v=rf [Ay jd y. 
Ha HAR z=a(G sin t), y=a(1—cos 1) 的 一 拱 , 直 
线 y=0 所 围 成 的 图 形 分 别 绕 了 轴 . 轩 旋转 而 成 的 旋转 体 的 址 


BL. 
解 ” 按 旋转 体 的 体积 公式 ,所 述 图形 绕 工 轴 旋转 而 成 的 旋转 


体 的 体积 为 
v. = o nda |" a’ (1—cos t)? + a(1—cos £)de 
D D 


Ze 
=a" | {1— 3cos £+ 3cos? t—cos tdt baie, 
D 


图 6-13 
所 述 图 形 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 栖 积 可 看 成 平面 图 形 OABC 
与 OBC( 图 6 一 13) 分 别 绕 y MEF TIRADA AZ E. D 
此 所 求 的 体积 为 
v, 一 xe Cy)dy— N rz? lydy 


=x Í a! G— sin t)? * asin tdft— f a (t—sin £Y + asin tdt 
Ze ` D 
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一 — na N (t — sin z°sin tdt— 61/2. 
二 、 平 行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 


Bat $E te M ERES SERE B E| AS Hin v HOP OE 
转 体 ,但 却 知道 该 立体 上 垂直 于 一 定 轴 的 各 个 截面 的 面积 , 那 末 ， 
这 个 立 恒 的 体积 也 可 以 用 定 积分 来 计算 . 

如 图 6 一 14 所 示 , 取 上 述 定 轴 为 x 轴 , 并 设 该 立体 在 过 点 
rza a=b HEEF x 轴 的 两 个 平面 之 间 . 以 A(z) 表 示 过 点 x 有 


图 6 一 14 
垂直 于 = 轴 的 截面 面积 . BE AGO K = BJ E, IUD XE E ER C. ix 
BE .HR x ARAFE, 2 03 A La 6 1: Sz P PARIET Eas] 
上 伍 一 小 区 间 [zt,z 十 dzj 前 一 薄片 的 体积 ,近似 于 底面 积 为 ACx)，、 
高 为 dz el Ae EI EE 

dV —ACodr. 

以 Ad: HERRER, EAER La b] EHEER: ERR 
立体 的 体积 


y= f A dz. 


DA 一 平面 经 过 半径 为 R 的 圆柱 栖 的 底 圆 中 心 ,并 与 底面 
交 成 角 ae 图 6 一 15). 计算 这 平面 截 圆 柱 体 所 得 立体 的 体积 . 
解 ” 了 到 这 平面 与 隔 柱 体 的 底面 的 交 线 为 + 轴 , 底 面 上 过 加 中 
b. BEEF = 轴 的 直线 为 sd. Ok, ERan JUS ty — R. 
立体 中 过 点 z HET z 轴 的 截面 是 一 个 直角 三 角形 , 它 的 两 条 
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Y 
x+ y= RI 


图 6 一 15 
E LEE SX y van a, El VR — AA v R: ar tan a. 因而 
截面 积 为 A(z)= UE ten 4, 于 是 所 求 立体 体积 为 


* 1 2 2 ; 1 2 1 3] 
V = —(R* —z?)tan adr—= —tana| R^r— — 
—R 2 2 3 —K 


= Ritan a. 

pis RUER RII X E.ISEIDES AA B +ë 89 Br 
为 项 .高 为 有 的 正 壁 锥 体 的 体积 . 

EO PEMF ERF rOy 平面 ,圆心 为 原点 ,并 使 + 
轴 与 正 劈 锥 的 顶 平行 (图 6 一 16). 底 贺 的 方程 为 ct y! = R°. EE z 
HERA CRES ET xc] rp FE, RIESEIE B X 
E — fü TE. 这 截面 的 面积 为 

ACO Sh + y=h YRT, 


| IN » 
E pP E- 


于 是 所 求 正 辟 锥 体 的 体积 为 
+ 349" 


v-[. ACz)dz=h| VR da 
Ren | cos 90 "ÈE, 
ET AE REA A E 8 T I E AA AES H. 
3 E 6-3 


1. ER y a 及 直线 RO ERR EI TE E. 
HEBE 0 DEOS PERI. 

2. 由 3》 一 zz 一 2.3? 一 0 所 围 成 的 图 形 ,分 别 绕 了 轴 及 y 轴 旋转 ,计算 所 
f m-T- dete pog RR. 

8. 把 星 形 线 x30 = “所 图 成 的 图 形 绕 z ERE CP 6 一 17) ,计算 
所 得 旋转 体 的 体积 . 


图 6—17 
4. 用 积分 方法 证 明 图 6 一 18 中 妹 缺 的 体积 为 ， 


vex a D. 
5. 求 下 列 已 知 曲线 所 国 成 的 图 形 , 按 指定 竟 轴 旋转 所 产生 的 旋转 体 的 
ER: 
(1) y=z', 35 y Ms 
(2) y=ach — I r=0,r=a,y=0,58 x His 
(3) =+ (y— f= 16.88 z Sh; 
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(4) EE 2=alisia ZY. ya) cos PI HE, us D. £8 B eë y =a. 

6. RAA z" sat B 2 obani) AEE Er Ee S6 Pk 09 E, , 

7. WR — KEE. A LTE 
PESO PEE cb b E 
2A.2B OR xk BK c K hi DR. 

8. YF B BS E PE 46 29 Dom. mz 
直 于 底面 圭一 条 固定 直径 的 所 有 截 而 都 
是 等 过 三 角形 的 立体 体积 5 图 台 一 ox 

9. 证 明 : 由 平面 图 形 oasrmb.0 ` 


积 为 


出 ñ 
Vom f z Gaz. "M 


D EMESTTTIT. P 


PARRAK RICE 


BATE AAGA , B| 05 JN 1 BI DURO FE IE) A) s DE £ 116 JA € 
当 边 数 无 限 增 多 时 的 极限 来 确定 . 现在 用 类 似 的 方法 来 建立 平面 
DEI TI IJI E px E Te 

HABRA A 


点 (图 6 — 20). XESLAB E £f W Sy 
点 Ar ÄM Mis, Mir Mi Mir 

“Mi M, = B, 3 Tk K yE BH 
48 B5 4 kx 43$ A t pr št (HH 6 一 
200. 当 分 点 的 数目 无 限 增 加 且 每 


EA, A. 88 38 | ni, D 


e 351 ° 


果 此 折线 的 长 D, jMi-iad,| 的 极 恨 存在 , 则 称 此 和 配 限 为 曲线 弧 4B 


(IAS, EBE Db LAB RE STR Kf. 

对 光滑 的 曲线 弧 ( 参 看 第 209 页 上 的 脚注 ) ,我 们 有 如 下 结论 

定理 ”光滑 曲线 弘 是 可 求 长 的 . 

这 个 定理 我 们 不 加 证 明 . FES T Bi t 3 A RA KAH 
算 公式 . H T X03989 h et 3 E p| R A ES 
¿BALTA PUSE B12 TOR k EE i s DL AA fi EH 
参数 方程 . 极 坐 标 方程 三 种 情形 来 加 以 讨论 . 


— B sb 


TE BH £x 9 HR ÉD fi Abs RI H Í 
y=] l) (asczr=b) 
给 出 ,其 中 (xz) 在 La,5] 上 具有 一 阶 连 续 导 数 , 现在 来 计算 这 曲线 
gd 5 一 21) 的 长 度 ， 


图 6 一 21 图 6 一 22 " 
. 取 横 坐标 x 为 积分 变量 ,; 它 的 变化 区 间 为 [a,581. 曲线 
y=f(= Ef Rz T last] E. ££ — ^ E Bl [ x. r+ dx 160 — Et Se dE 
RE, n] DX Fix iil £d o ACD REBU A E 38 Sz — oh EE B £ HE 
It 而 切 钱 上 这 相应 的 小 段 的 长 度 为 | 


AS us, 
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从 而 得 弧 长 元 素 ( 即 弧 微分 ) 

ds v L-L y de. ` 
以 VIE y dr AARE ER EME La E E 
求 的 弧 长 为 


H a 
s= | v Ty dz. 


例 1 RRR y= r LATA a Bl b Bb BEN 6 
— 22) I I FE. 
解 y=" AMIA 
ds 一 wi (ri y dr= /TExdz. 
因此 ,所 求 弧 长 为 
s= f VTFidx= E 
=2 114014471), 
$42 Pëtten, H T T 4 RSR, F SE pk. Et 
线形 . RAMA AA . 适当 选取 坐标 系 后 , 悬 链 线 的 方程 为 
y=cch " 
其 中 上 为 常数 . HABRA LT <= —b E z==b Z BJ —BXOH 
6 一 23) 的 长 度 . 
NM H TOI. XH AERTSLE 
HHT = JA oR e hy EE c 
RI. 


y'—sh Z, A i 38 TER 


ds=,/1+sh* 二 dz 一 ch Zda. 


因此 ,所 求 弧 长 为 


. NE" 
s=2 | ch Ze cl sh = ] 一 2csh 5 
Q c C 


三 、 参 数 方程 情形 


设 曲线 弧 由 参数 方程 
xxt). 
M 
给 出 ,其 中 gkt).y(D) 在 [a,8] 上 具有 连续 导数 . 现在 来 计算 这 曲线 
miu km. 
取 参 数 * 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 具 [a,p]. 相应 于 [e,B] 上 
任 一 小 区 间 [t,t 二 dt] 的 小 弧 眉 的 长 度 的 近似 值 ( 弧 微 扮 ) 即 疡 长 元 、 
素 为 | 


Cast) 


ds = V Ga F (dot — /g*(D (d 3- JG» (de: 
= dëi +t Qd. . 
TÉ P oR JEU X i 
Ë 
= f CHO y Da. | 
pis 计算 摆 线 (图 6-24) 
Ni O, 
y=a(i —cos 0) N 
ff) Hee 20 I] EE HE 


r= —sin 9) 
y=atl—cos 8 > 


WE KERA 


. 35d 5 


ds = V/a!(1— cos (Y +F asin? Gig 
=a Y 2(1—cos H dé 2asin Zu 
A Rd RE 


2x . g Ze 
s= f 2asin 3 10=2a| 一 2cos 2| —B8a 
o 2 2 Js 


Dm. Gär 


PA ET Z“ 
r—r( (en, 

AHP OA La EE E AA AA 
KE. 

由 直角 坐标 与 极 坐 标的 关系 可 得 

r-r(0»cos 日 
f 人 8, (ese B. 
53 3 37L fb EET. I DELE IE NES td P 
ds yr O Hy ()d8-- 71 (8) tr (8, 

M. ilii BOR 3C A 


s= 上 vr! (8) 3-7 ? (0) de. 


LEMEJETIITLRLPIC a 
>>0)? 相 应 于 2 A 0 到 2r 一 段 ( 图 6 一 ` 
DAE. 

N AKESA 2 r=08 

ds— /a€-r-ald8—a VIFE de, 
于 是 所 求 弧 长 为 


. 2k 
sca f vite dg 一 号 [zx 13r 41 in 《2x 十 IF) ]. 
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3 题 6 一 4 
1. 计算 曲线 y 一 ln x 上 相应 于 Y 3 <z=< / 8 I — REIS K E. 


2， 计 算 由 钱 7 一 一 (3 一 2 上 相应 于 1&.rs3 B) — BEXLCHI 6 一 26) 的 
长 度 . 


6— 236 
Et EE EEN v T RERO RECS 
Km. 
4. HEM y —2 0c 从 顶点 到 这 曲线 上 的 一 点 Mie Ek. 
5. TER TÉ £c acos* t, y=asin! 以 图 58 一 27}) 的 全 长 . 


| 


x —acost 
gF—usin?! 


W 6-27 
6. 将 绕 在 辆 (半径 为 a) 圭 的 网 线 放 开 控 直 , 使 网 线 与 圈 周 始终 相 切 (图 
REOR ILLELPLLELLUCDLLI LEE 
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,x—a(cos t+isin t) «y — alsin £— teos t). 


T uix EET c AO ER) AAA, 


r-—dai(cos 上 中 上 SIn f 
y=acsin t—fcos t) 


X 
图 6 一 28 ` 
T. ARE x—a(t—sin Dr yet ceus £) E RAE £8 ?B RL: 3 gë 
点 的 坐标 ， 
8. 求 对 数 螺 线 x 一 e*" 相 应 于 自 8 一 0 Al 09—9 I PE N E... 
9. RH TINO TRA RP BK 
10. ROBER r—a(1-- cos OMAR. 


第 五 节 I) 水 压力 和 引力 


……、 变 力 沿 直线 所 作 的 功 


从 物理 学 知道 ,如 洲 物 体 在 作 直 线 运 动 的 过 程 中 有 一 个 不 变 
的 为 瑟 作 用 在 这 物体 上 ,和 且 这 力 的 方向 与 物体 运动 的 方向 一 致 ， 
那 末 ,在 物体 移动 了 距离 ;时 , 力 F 对 物体 所 作 的 功 为 

W=F ^s. 

如 果 物 体 在 运动 过 程 中 所 受到 的 力 是 变化 的 ,这 就 会 过 到 变 
HAD EA G5 I9 RA. 下 面 通过 具体 例子 说 明 如 何 计算 变 力 所 作 
的 功 . 

DI 把 一 个 带 十 g 电量 的 点 电荷 放 在 + RR L OA O H, 
它 产生 一 个 电场 . 这 个 电场 对 周围 的 电荷 有 作用 力 . 由 物理 学 知 
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道 , 如 果 有 一 个 单位 正 电荷 放 在 这 个 电场 中 距 商 原点 O 为 RR 
方 , 那 末 电 场 对 它 的 作用 力 的 大 小 为 


WE (是 常数 )， 


如 图 6 一 29, 当 这 个 单位 正 电 荷 在 电 
场 中 从 ra Ar RNA ¿ba 
< 的 处 时 ,计算 电场 力 王 对 它 所 作 的 
Ij. 

解 ” 在 上 述 移 动 过 程 中 ,电场 对 这 单位 正 电荷 的 作用 力 是 变 
8). 取 r 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 La;5j. 设 [rr,r 十 dr )29 [a5] 
上 的 任 一 小 区 间 . 当 单 位 正 电 荷 从 7 E rd 时 ,电场 力 对 它 


所 作 的 功 近似 于 禾 dr, 即 功 元 素 为 


ui +1 


图 6-29 


aw = Yer. 
于 是 所 求 的 功 为 
Dë Aalt A 


在 计算 静电 场 中 某 点 的 电位 时 ,要 考虑 将 单位 正 电 荷 从 该 点 

处 (r =a) Š 3L 36 283 36 &E ERE tB, 55 7] Pr TE B) D 三 .此 时 ,电场 力 对 音 
f E rfr Bede Dr ax E P BUS: 

Däi 


— q 


a 


例 2 在 底面 积 为 3 的 圆柱 形容 器 中 盛 有 一 定量 的 气体 . 在 
等 温 条 件 下 ,由 于 气体 的 及 胀 ,把 容器 中 的 一 个 活塞 5 面积 为 SA 
点 2 处 推移 到 点 点 处 (图 6 一 30), 计算 在 移动 过 程 中 , 气 翌 还 力 所 
ER. 
W NER SHE 6 一 30 所 示 , 活塞 的 位 置 可 以 用 坐标 工 来 
表示 . 让 物理 学 知道 ,一 定量 的 气体 在 等 温 条 件 下 ,压强 > SS k f: 
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IUE XE T E; MU 
web gn 
AA V = x.S , HUA 


PS" 
于 是 ,作用 在 活塞 上 的 力 
Fan, ër si. 


PE “(IRE bi A h ER V ëm. Dm, 也 是 变 的 ,所 以 作 
用 在 活塞 上 的 力也 是 变 的 . 

取 z 为 积分 变 攻 , 它 的 变化 区 间 为 [a, 妇 , 设 [x,zx 十 dz] 为 [a， 
LME. 当 活 蹇 从 x 移动 到 x 十 dx 时 , 变 力 玉 所 作 的 功 
近似 于 二 dz, 即 功 元 素 为 0 
dw — ax. 

= 
于 是 所 求 的 功 为 
w= | Ldr=klIn an 2. 


TEE — 4-17 EAS — TED Bi PERS 25 , (8 
也 用 积分 来 计算 . 
9 3 一 回 柱 形 的 贮 水 桶 高 为 5m, 底 图 半径 为 3m HPA 
了 水 ,试问 要 把 桶 内 的 水 全 部 吸出 需 作 多 少 功 ? 
和 解 ” 作 z 轴 如 图 6 一 31 Bron. 取 深 度 工 为 积分 变量 . 它 的 变化 
E [BI A [0.5]. 8 Rr P [0,5 ] E ££ — XII Cc z + d> 168 — SE PE yk 
» 359 ° 


的 高 度 为 dr. 水 的 比重 为 9, SkN /mi, 因 此 如 之 的 单位 为 m, 这 薄 
屋 水 的 重力 为 9. Sm + 3dr. 这 薄 层 水 吸出 桶 外 需 作 之 功 近 似 地 为 
dW 一 88. One z "dz, O 


此 即 功 元 素 .于 是 所 求 的 功 为 | Lu 
W = f 88. 2rxzdz S 
Fb 
= 85. zs |. 
—88. 2n * 25 23462 0k. z 
=. 水 压力 m 6 
从 物理 学 知道 ,在 水 深 为 上 处 


的 压强 为 p=75, 这 里 了 是 水 的 比重 . 如 果 有 一 面积 为 4 的 平板 水 
平地 放 兽 在 水 深 为 产 处 , 那 末 , 平 板 一 侧 所 受 的 水 压力 为 
P=p-: A. 

ORTA ECCE E S FAA A EAEI p 
不 相等 ,平板 一 侧 所 受 的 水 下 力 就 不 能 用 上 述 方法 计算 ,下面 我 们 
举例 说 明 它 的 计算 方法 . 

例 4 一 个 哎 放 着 的 圆柱 形 水 福 , 桶 内 盛 有 半 桶 水 (图 6 一 32 
aN. 设 桶 的 底 半 径 为 R, 水 的 比重 为 7, 计 算 乡 的 一 个 端面 上 所 受 


HEN- | 
Zn 


E e 


Ca) 


图 6 一 32 
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解 ” 桶 的 一 个 端面 是 图片, 所 以 现在 要 计算 的 是 当 水 平面 通 
过 圆心 时 , 铅 直 放 置 的 一 个 半圆 片 的 一 侧 所 受到 的 水 压力 . 

如 图 6 一 32(b) ,在 这 个 图 片上 取 过 而 心 且 铝 直 向 下 的 直线 为 
= 轴 , 过 圆心 的 水 平 线 为 y 轴 . 对 这 个 坐标 系 来 讲 , 所 讨论 的 半 图 
0] 7r FRU a! y ROC RO. 取 工 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 
Ze [0R] lo a+ da ALO RJ 上 的 任 一 小 区 间 . 半圆 片 上 相应 
于 [xsz 十 dz] 的 窄 条 上 种 点 处 的 压强 近似 于 XYx; 这 罕 条 的 面积 过 
似 于 2 wR 一 zidx. 因此 ,这 窄 条 一 侧 所 受 水 压力 的 近似 值 , 即 压 
力 元 素 为 


dP=2Yx Y Ri—ada. 
于 是 所 求 讨 力 为 
R — K 
P= f 2Yx A (PRL "d (RT — 6?) 
D D 


== 2 20 44X8/2 Es 
gara] e 
三 , 引力 


从 物理 学 知道 ,质量 分 别 为 mi .me 相距 为 > 的 两 质点 间 的 引 
力 的 大 小 为 


其 中 加 为 引力 系数 ,引力 的 方向 沿 着 两 质点 的 连 线 方 向 . 

如 要 计算 一 根 细 棒 对 一 个 质点 的 引力 , 那 末 ,由 于 细 棒 上 各 点 
与 该 质点 的 距离 是 变化 的 , 且 各 点 对 该 质点 的 引力 的 方向 也 是 变 
化 的 ,就 不 能 用 上 述 公式 来 计算 . 下 面 我 们 举例 说 明 它 的 计算 方 
法 . 

例 5 设 有 一 长 度 为 直线 密度 为 p 的 均匀 细 直 棒 , 在 其 中 季 
线 上 距 棒 a 单位 处 有 一 质量 为 m 的 质点 M. 试 计 算 该 棒 对 质点 M 
的 引力 ， 

解 ” 取 坐标 系 如 图 6 一 33 HR BEBE Tu F y LL E XM bz 
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WIDE AGER O 取 > ARARE EREM 
m 3 tired dl hs] Et nici maie 1 


相应 于 [y， — 9 其 质量 为 ed y, 55 Wa 
EE r= a+. 因此 可 以 按照 两 质点 癌 的 引力 计算 公式 求 出 这 
Zn E MEER A M 的 引力 AF 的 大 小 为 


从 而 求 出 AF 在 水 平方 向 分 力 AF yidi 

的 近似 值 , 即 细 直 棱 对 质点 MM 的 引 + 

力 在 水 平方 向 分 力 F, 的 元 素 为 
dF,= — G meh». 


Carty 
于 是 得 引力 在 水 平方 向 分 力 为 
D 
_ |, Game _ 
F, = ETETE 图 6 一 33 
— 2Gmpl . 1 
a Wr FE 


H SE 8] 21388 E F,=0. 
当 细 直 棒 的 长 度 很 大 时 ,可 规 ! 趋 于 无 穷 . 此 时 ,引力 的 大 


ANE, pas ER M Em 


习 Ë 6 一 5 


1， 由 实验 知道 , 弹 和 抠 在 拉 伸 过 程 中 ,需要 的 力 F( 单 位:N) 与 促 长 量 st 单 

e em) RIE E BR 
F=ks 《二 是 比 岗 常数 ?7. 

如 果 把 弹 短 由 原 长 拉 伸 Son, tF CE fE 89 zh. 

2. 直径 为 20cm .高 为 80cm f IË tt HEP 398 FR S 10N /em* B9 EP. B 
BERETE EMANAN LII LIE 

3. (1) 证 戎 :把 质量 为 mw 的 物体 从 地 球 表面 升 高 到 天 处 所 作 的 功 是 
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mMh 
RG TA) 


EP CADA IM RIA UR IEEE I ES 

(2) 一 个 人 造 地 妹 卫 星 的 质量 为 173kg, 在 商 于 地 面 630km AEREA 
道 . 间 把 这 个 卫星 从 地 面 送 到 630km 的 高 空 处 ,克服 地 球 引 力 要 作风 少 功 ? 
B 3i J 9 3€ G— 6.67 X 107 m?/ Gs! < kg), Hh SE MEE M — 5. 98 X 10? kg , Hb 
球 半径 R=6370km. 

4. 一 物体 按 规律 x 二 ct? 作 直 线 运 动 .媒质 的 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 - 
计算 物体 由 工 =0 BE a 时 ,克服 洗 质 阻力 所 帮 的 功 . 

5. 用 铁 犯 将 一 铁 钉 击 人 本 板 , 设 木板 对 铁 条 的 但 力 与 铁 箱 击 人 本 板 的 
SEW, AN. RSA rg lem. ORE UR SE WK TJ d; RET BF 
RETA MERR AH RETA ADO 

6. SEKR, ER 15m, DS 20m. EUA SUMMA 8 EL. f] 
X ES b xt 

7T. AH E 835 ttOO S ED B 6 一 34 Brom K IR 8 Dh Zo ER 
门 上 所 受 的 水 压力 . 


W =G 


Wa e e 
TZ — 
GUB 


"TROIS 


pas 


E NS 5 MEI E Dc HI 6 — 35 BUR. W k 
穆 装 满 水 时 ,计算 水 箱 的 一 个 端面 所 受 的 压力 . 
9。 有 一 等 腰 梯 形 伍 门 , 它 的 两 条 底 边 各 长 10m 和 6m ,高 为 20m. 较 长 的 
底 边 与 水 面相 齐 . HNW CELO T RT E 0 X IE 1. 
10. — EX gem、 离 为 cm 的 等 腰 三 角形 并 ,办 直 地 沉没 在 水 中 , 顶 在 
E, E T B 5k E t-r MIRAR 3cm, 试 求 它 每 面 所 受 的 压力 ， 
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- Ta 


ll. (Ee REA LATA p OHA P FR ,在 与 棒 的 一 端 垂直 距离 
为 “单位 外 有 -质量 为 可 的 质点 M. ARABIA M 的 引力 . 

12. 设 有 一 半径 为 R.:h f y e EON 36 JÉ AS LEE Ap 在 
画 心 处 有 一 质量 为 六 的 质点 M. RS AM 的 引力 . 


第 六 节 GE 均 值 


一 、 范 数 的 平均 值 


在 实际 问题 中 ,常常 用 一 组 数据 的 算术 平均 值 来 描述 这 组 数 
Som 例如 用 一 个 篮球 队 里 各 个 队员 的 身高 的 算术 平均 值 来 
描述 这 篮球 队 的 身高 的 概 摇 , 又 如 对 某 一 零件 的 长 度 进行 n 次 测 
M NL IE LOS yiye oy XX BERE A H] yo yr ,Yr 的 算术 平 
均值 

- yi rh: + y, 
— eg 
作为 这 一 零件 的 长 度 的 近似 值 . 

然而 ,除了 需要 计算 有 了 腿 个 数值 的 算术 平均 慎 外 ,有 时 还 需要 
考虑 一 个 连续 函数 Az) 在 区 间 La;b8] 上 所 取得 一 切 值 的 平均 值 ， 
例如 求 气 混 存 一 些 夜 间 的 平均 温度 .下 图 就 来 讨论 媒 何 规定 及 计 
算 连 续 函 数 FO AA La d] LAA. 

EIERE E E ECKE 

re RA 


入 个 小 区 间 的 长 度 为 az— 2. 设 在 这 些 分 点 处 f(z) 的 函数 值 


fk 次 次 Nosti s zt" Yw 可 以 用 yos Yo Yos t** Yn_1 的 平均 值 
Ya T+ yi+ + yai 


来 近似 表达 函数 FAz) 在 [at 上 所 取得 一 切 值 的 平均 值 . m SR 

取得 比较 大 , 即 每 个 小 区 间 的 长 度 Az 相应 地 取得 比较 小 时 ,上 述 

平均 值 就 能 比较 确切 地 表达 函数 fz) 在 [a,8] 上 所 取得 一 切 值 的 
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平均 值 ,因此 ,我 们 就 称 极 限 
KZ wb e Hy: 


d 
为 函数 Er 5] E OP A (8. 现在 
y- — lim norat im 一 3 = lim Fot yi He Yai .5—a 


y=lim 


me" anan b—a 5n 
dere e Side 
Balim > re Ax, 
ap >= | reoaz. 


这 就 是 说 ,连续 函数 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 的 平均 值 3, 等 于 函数 
FEDE K Ela, b] E ERARA R A Labi KE ba 定 积分 
中 值 定理 中 的 ORE SOERA 2] LATI. 
Gi 计算 从 0 秒 到 荆 秒 这 段 时 间 内 自由 落体 的 平均 速度 . 

解 自由 落体 的 速度 为 v 一 如 ,所 以 要 计算 的 平均 速度 5 图 6 一 
36525 : 
=p [= EY 

_ zT 

- 

例 2 计算 纯 电 阻 电路 中 正弦 交 
流 电 i 一 Twsin ot 在 一 个 周期 上 的 功 
率 的 平均 值 (简称 平均 功率 ). 

解 ” 设 电阻 为 R, 那 末 这 电路 中 
f HH I 图 6 一 36 

u=; ;R= L. RsIn wt, 


[EE 


pud F. Rsin2 ex. 
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因此 功率 在 长 度 为 一 个 周期 的 区 间 [0, 择 ] 上 的 平均 什 


£X E £x 
p =s; [Lue wdi = ZË f sin? ¿td Ceot) 
ü : ¿mn Je 


2r 


Ze 
D 


- 1 (1—cos 2wt) d or) 


ERT sin 23 
= —— | wt — —— 

2 h 
BRO ËR IUa 
4r adeleg = 27 (CASI A 


LN ES LS 
ERRAZ. 
通常 交流 电器 上 标明 的 功率 就 是 平均 功率 . 


二 , Sri 


非 恒定 电流 (如 正 兹 交流 电 } 是 随时 间 的 变化 而 变化 的 , 那 末 
为 什么 一 般 使 用 的 非 恒定 电流 的 电器 上 却 标 明 着 确定 的 电流 值 
呢 ? 原 来 这 些 电 器 上 标明 的 电流 值 都 是 一 种 特定 的 平均 值 ,习惯 上 
称 为 有 效 值 

周期 性 非 恒定 电流 六 如 正 改 交流 电 ) 航 有 效 值 是 她 下 规定 的 : 
当 i(#) 在 它 的 一 个 周期 工 内 在 负载 电阻 R 上 消耗 的 平均 功率 ,等 
于 取 固 定 值 7 的 恒定 电流 在 RR 上 消耗 的 功率 时 , 称 这 个 了 值 为 i(z} 
的 有 效 稍 ,下面 来 计算 i(z) 的 有 效 值 . 

固定 值 为 了 的 电流 在 电阻 RR 上 消耗 的 功率 为 TR, 电流 iD) 在 
丸 上 消耗 的 功率 为 00 SPOR EELO TIE M TEA 


1 Ü 
T f: (Rdr. 因此 


PR=L f FO Rd f iMt, 
T 0 T Ü 


从 而 r=} Ferca, 
D 
”366。 


BI I=] Zl zc. 


HFEA 00 = L sin 内, 有效 值 


—— 
1 Zei Pa z . 
一 — 一 一 一 o LT 
I 去 | Iisin wtdi NES , 9m td Cot) 


Ki 


Ip 「 sin Bart L 
= wt = a 
im L 2 o v 2 


就 是 说 ,正弦 交流 电 的 有 效 值 等 于 它 的 峰值 的 一 二-. 
| Ke 


ne | LL. [codem eg opt bl E 0938348. B 


以 周期 性 电流 itt) 的 有 效 值 就 是 它 在 一 个 周期 上 的 均 方 根 ， 
3 M 6-6 


1. 一 物 迟 以 速度 v= 二 38 十 2ttm/s) 作 直线 运动 ,算出 它 在 :一 0 到 :一 3 黎 
一 段 时 间 上 的 平均 速度 
2. 计算 函数 y 22e A [0.2] E CE ag, 
3. 某 可 控 硅 控制 线路 中 , 流 过 贷 载 尺 的 电流 CGO Dn EB 6 — 37 Brom , Bü 
Ü, Oth 
o^ 


5sin wt, n T 


HA p o]. Rio 0260 CRI wn 2 100%), 
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(1) 当 触发 时 间 to =0. 0025 CSI ROLES 本 内 电流 的 平均 值 ; 
(2) 当 触发 时 间 为 2 8 RCO T i ERAS s 


(3538 4 iva E CAYBI CA) , LIB F 8 fa 3: at P| BUR E? 
4. 算出 正弦 交流 电流 ;二 1,sin col LE OA JA A L4 


n a, erte 
¡= 


x Ze 
0， "m << 


的 有 效 值 - 
5. 算出 周期 为 工 的 矩形 脉冲 电流 
e RA 
" 0, cT 
pd d B. 
总 习题 六 
1 
1. — JR ik c 3m Si rm Ab B5 SR BEA ptz) 一 (kg/m). 


[J = ERI [0 2]—E TEE CEES 

2. 求 由 曲线 > 一 asin Br 一 ateoa 8 十 sin 0) (a> 0) Bi RRE Z: 3588 2p P9 rn 
A. 
3. HMHH ?一 az 十 bz 十 < 通过 点 (0,0), 且 当 r€[0.1]BÍ.y2z0. 试 确 
E a,b,c É) fE. RAMA >= ar brc 与 直线 z 一 1,y 一 0 所 围 图 形 的 耐 


BUS , B I 5835 H > 轴 旋 转 而 成 的 旋转 笨 的 体积 最 小 、 


4. ROMA y 一 与 直线 z 一 4,= SH E BI JE DE ， 轴 旋转 而 成 的 旋转 
EREB. 

5. sË Bl (= — 225 + y^ «C18 y DIE PETI LO M Ft ECK EC 

6. RRA y LG +y SRT IURE AES RC. 

7, ERY r HOPE DC A. K rF RS AGA A R tt kA. 
现 将 球 从 水 中 取出 , 需 作 多 少 功 ? 

8， 边 长 为 a 和 5 的 答 形 薄板 ,与 液 曾 成 « 角 锋 沉 于 液体 内 ,长 边 平行 于 
METE TERR A A YE ab. UE BS LE LOS EROR BELLE TEL DERE I E h. 
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9. BEER z=acos t,y 一 asins 上 上 每 一 点 处 的 线 密度 的 大 小 等 于 该 点 
到 原点 距离 的 立方 ,在 原点 OA AE MA RETA ARA DEE 
对 这 质点 的 引力 . 
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第 七 章 空间 解析 几何 与 向 量 代 数 


在 平面 解 忻 上 几何 中 ,通过 坐标 法 把 平面 上 的 点 与 ~- 对 有 次 序 
的 数 对 应 起 来 ,把 平面 上 的 图 形 和 方程 对 应 起 来 ,从 而 可 以 用 代数 
方法 来 研究 几何 问题 .空间 解析 几何 也 是 按照 类 似 的 方法 建立 起 
来 的 . 

正 像 平面 解析 几何 的 知识 对 学 习 一 元 函数 微 积分 是 不 可 缺少 
的 一 样 , 空 间 解 析 几 何 的 知识 对 学 习 凶 元 函数 微 积分 也 是 必要 的 . 

本 章 首先 建立 空间 直角 坐标 系 , 引 进 在 工程 技术 上 有 着 广泛 
应 用 的 向 量 ,介绍 向 量 的 一 些 运 算 ,然后 介绍 空间 曲面 和 空间 曲线 
的 部 分 内 容 、 并 以 向 量 为 工具 来 讨论 空间 的 平面 和 直线 ,最 后 介绍 
Zik dirmi. . 


第 一 节 ”空间 直角 坐标 系 


一 、 空 间 点 的 直角 坐标 


为 了 海通 空间 图 形 与 数 的 研究 ,我们 需要 建立 空间 的 点 与 有 
序数 组 之 间 的 联系 . 这 种 联系 通常 是 用 类 似 于 平面 解析 几何 的 方 
法 通过 引进 空间 直角 坐标 系 来 实现 的 . 具体 讨论 于 下 : 

过 空间 一 个 定点 0, 作 三 条 互相 垂直 的 数 轴 , 它 们 都 以 O 为 原 
点 且 一 般 具 有 相同 的 长 度 单位 . 这 三 条 轴 分 别 呀 做 z S ORO y 
轴 ( 缴 轴 ).z 轴 ( 竖 轴 ) ;统称 坐标 轴 . 通常 把 工 轴 和 yy 轴 配 置 在 水 
平面 上 ,而 z 轴 则 是 钳 垂 线 ! 它 们 的 正 向 通常 符合 右手 规则 , 即 以 
+ TE tE z 轴 , 当 右手 的 四 个 手指 从 正 向 < 轴 以 万 角度 转向 正 向 
> 轴 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 = 轴 的 正 向 ,如 图 7 一 1, 图 中 箭头 的 指 
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向 表示 轴 、y 轴 = 轴 的 正 向 . 这 样 的 三 条 坐标 轴 就 组 成 了 一 个 
空间 直角 坐标 系 . O 叫做 坐标 原点 (或 原点 )， 


z 


图 ?一 1 
三 条 坐标 轴 中 的 任意 两 条 可 以 确定 一 个 平面 ,这 样 定 出 的 三 
个 平面 统称 为 坐标 面 .x Sh Pk. y 轴 所 确定 的 坐标 面 叫 敌 xOy TE 
两 个 由 y 轴 及 = 轴 和 由 = 轴 及 xz 办 所 确定 的 坐标 面 A EA 


图 7-2 


面 及 zOz 面 . 三 个 坐标 商 把 空间 分 成 八 个 部 分 ,每 一 部 分 叫做 圭 

限 . 含有 z 轴 .y SH 55 MENA A RE 

第 二 、 第 三 .第 四 卦 限 ,在 rOy 面 的 上 方 , 按 逆 时 针 方 向 确定 - 第 五 
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至 第 八卦 根 ,在 xOy 面 的 下 方 , 由 第 一 卦 跟 之 下 的 第 五 卦 限 LE 
BEI bag, ATSRaabzSI. IN. WM, VI, MA 
表示 (图 7 一 2). 

dM 为 空间 一 已 知 点 .我 们 过 
AM 作 三 个 平面 分 别 垂 直 于 x 轴 、 
y HA ENS A #H 
的 次 点 依次 为 PQ.R( 图 7 一 3), 这 
三 点 在 工 轴 、y 轴 .= 轴 上 的 坐标 戎 
次 为 zu, 于 是 空间 的 一 点 时 就 ” 
唯一 地 确定 了 一 个 有 序数 组 ryz 
反 过 来 ,已 知 一 有 序数 组 xy 
们 可 以 在 工 轴 上 取 坐 标 为 工 的 点 图 7 一 3 
P: 在 y 轴 上 取 上 坐标 为 y AQE 
轴 上 取 上 坐标 为 = 的 点 RAR PO RAMA A y HA = 
轴 的 垂直 平面 . 这 三 个 垂直 平面 移交 点 村 便 是 由 有 序数 组 + y.2 
所 确定 的 唯一 的 点 . 这样 ,就 建立 了 空间 的 点 M 和 有 序数 组 ry 
z 之 闻 的 一 一 对 应 关系 . 这 组 数 ryz MAMA M 的 坐标 ,并 依 
次 称 y 和 = 为 点 M 的 模 坐 标 , 纵 坐标 和 竖 坐 标 , 坐标 为 yz 
的 点 M 通常 记 为 Mir yz). 

坐标 面 上 和 坐标 轴 上 的 点 ,其 坐标 各 有 一 定 的 特征 . 例如 :如 
` P M E yOz ME, N = A, E 20x 面 上 的 点 ,y 一 0i 在 
zOy 面 上 的 点 ,z=0. 如 果 点 型 在 z 轴 上 ,由 ?一 z 一 0; 同 样 ,在 3? 
轴 上 的 点 ,有 > 一 x 一 0 在 = 辐 上 的 点 ,有 z 一 ?一 0 如 点 M 为 原 
A, Wewer, 


二 、 空 间 两 点 间 的 距离 


Y Mx, EM dl 121) M, (z; ya 2 为 空间 两 点 - 为 了 用 两 点 的 坐 
bike de x RITE S d ,我 们 过 AM. AM. 各 作 三 个 分 别 垂直 于 三 
条 坐标 办 的 平面 .这 六 个 平面 围 成 一 个 以 M.M, PECES TOR p 

e 872 = 


uv 


体 ( 图 7 一 4). 


图 7 一 4 
由 于 MJNIM; B ËB fg. AM NM: 为 直角 三 角形 ,所 以 
d == |M M|? 


— |M N + |NM, |”. 
XAM,PN thi B ff mp, B|M,N|:= IMIPITEIPNISS BEID 
?— |M M: = |M P |:— | PN |:+ | NM, |*. 
由 于 [M P] = |P Pil = Lal, 
IPN| = IQR] = [y7 y | E 
INM;|-— IR; R;| = Iz |, 


BR VÀ 
d—|M,M,I— V (=, i) | Cy: x° FG my. 


特殊 地 ,点 大 (rz,y12) 与 坐标 原点 OCO 0,00 GL B AA 
d— |OM |= £z E yz. 
BEI 求证 区 M,CCG 3D M2 (071,20 .M.(5, 2, DAAA 
点 前 三 角形 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 
P H” 
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|M M, |—(7. AY-F(1—3Y 3-(2— =A, 
IMM, I? —G-— 7Y-FQG—1Y -G- 2) —6. 
IM M |o= (Ic 5 4 C3 2)?! c (1 IG, 
所 以 | = IM,M. LL BI AM.M.M, dy E AE. 
例 2 着 = 办 上 求 与 两 点 4( 一 4;1,7) 和 BG,5. —2058 ie S 


SW DOE BRE M 在 * 轩 上 ,所 以 设 该 点 为 M (0,0,z) IK 
题 意 有 


IA Alz IM BI, 
即 v (04) + (0— 1X + (z— 7Y? 
—-V(3—0)405—0Y-4r(t—2—z)». 
两 边 去 根 号 , 解 得 
—l4 
z D 5 
所 以 ,所 求 的 点 为 M[o.o, 2. 
zJ Ei 7 一 1 


1. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,指出 下 列 各 点 在 哪个 卦 限 ? 
ACI,—2:32,BCQ.3.. -A):C(2,—3, - 4931DC—- 2, —3,1). 

2. fr 3 SON E ll # X537 BwSE- COE: X E UNS RF dF? AFA 

fm. 
AC3,4,00; BCO 4, 0) 4CC3, 0,0) DO, — 1,00. 

3. 求 点 (aac) 关 于 人 1) 各 坐标 面 ;:(2) 各 坐标 轴 :(3) 坐 标 原 点 的 对 称 点 
的 坐标 . 

4， 自 点 Potasio RABIA AMA, RAE 

5， 过 点 P. Oros ye mo) a BM fE EI z MERAH T rOy 面 的 平 
i8 , faj EE = ET E i B s 89 SER # 48 fl 2 AT 

6. 一 边 长 为 a BÉ sr jr k A =O y 面 上 ,其 底面 的 中 心 在 坐标 原点 , 底 
TB BS DAR YE < Bg y d F, K E A TR ya BJ e FR. 
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TORA MCA, 73,20 PEE IS Ec) TR RS 

8. ZA yOz dE ARE -点 AG3.1,23.B(1, —2, - DA CELO SO SEMEL X 
的 xx. 

9. WEH TE 44.1.9), Prin, LECE D AE 
SER Ec E. 


第 二 节 ”向 量 及 其 加 减法 ”向量 与 数 的 乘法 


一 、 向 量 概念 


在 研究 力学 .物理 学 以 及 其 他 应 用 科学 时 .常会 遇 到 这 样 一 类 
旦 ,它们 既 有 大 小 ,又 有 方向 . 例如 力 、 力 矩 ,位 移 , 速 度 、 加 速度 等 
S ik 2 i h hE. 

在 数学 上 ,往往 用 . -条 有 方向 的 线 PE 


段 , 即 有 问 线 段 来 表示 癌 坚 .有 向 线段 的 
长 度 表 示 疝 量 的 大 小 ,有 辐 线段 的 方 癌 


AI] rap y. 以 M, JERAM 为 H, 

ETT PEE Bt Er EI IUE e 

M.M. (UE 7— 5). 有 时 也 用 -个 粗 体 字 ET 

母 或 书写 体 用 … 个 上 面 加 箭头 的 字母 来 表示 向 量 . 例如 iov F 
EUA 

以 坐标 原点 O EA Mal ROU, ip 
做 点 M 对 于 点 O 的 向 径 , 常 形 粗 体 字 + 表示 ， 

在 实际 问题 中 ,有 些 向 基 与 其 起 点 有 关 , 有 些 向 量 与 其 起 点 无 
X. 由 于 一 切身 量 的 共性 是 它们 都 有 大 小 和 方向 ,所 以 在 数学 上 我 
们 只 研究 与 起 点 无 关 的 向 址 ,并 称 这 种 向 量 为 自由 向 量 ( 以 后 简称 
向 量 ), 即 只 考虑 向 量 的 大 小 和 方向 ,向 不 论 它 的 起 点 在 什么 地 方 . 
当 录 到 与 起 点 有 美的 向 量 时 (例如 , 谈 到 某 一 质点 的 运动 速记 时 、 
这 速度 就 是 与 所 考虑 的 那 一 质点 的 位 置 有 关 的 向 量 ). 可 在 一 般 原 
则 下 作 特别 处 理 . 
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由 于 我 们 只 讨论 自由 向 量 , 所 以 如 果 两 个 向 量 a 和 6 的 大 小 
相等 , 且 方 向 相同 ,我 们 就 说 向 量 a f b AAA A a=b. 这 就 
是 说 ,经 过 平行 移动 后 能 完全 重合 的 向 量 是 相等 的 . 

向 晤 的 大 小 叫做 向 量 的 模 . LEM LM. 、a.a 的 模 依次 记 作 
IMM? | ,al、|a|. 模 等 于 1 的 向 量 叫 向 单位 向 量 . LEE T 


量 叫 做 零 向 量 , 记 作 0 或 0. 零 向 量 的 起 点 和 终点 重合 , 它 的 方向 
可 以 看 作 是 任意 的 . 

两 个 非 零 向 量 如 果 它 们 的 方向 相同 或 者 相反 ,就 称 这 两 个 向 
量 平行 . 向 量 a 与 5 平行 , 记 作 a// b. 由 于 零 向 量 的 方向 可 以 看 作 
是 任意 的 ,因此 可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 平行 . 


二 、 向 量 的 加 减法 


向 量 的 加 法 运算 规定 如 下 : 

设 有 两 个 向 量 «与 5, 任 取 一 点 4, 作 4 让 一 a, 再 以 总 为 起 点 ， 
fEBC —b, ik S ACCHI 7-0, MAMBAC=c 称 为 向 量 a 与 5 的 
和 , 记 作 atb, BI 

c=a+ bh. 
E38 fE PA I] ZA 85 Jy šE A AC b n ft) = a sh BNI. 


力学 上 有 求 合力 的 平行 四 边 形 法 出 , 仿 此 ,我 们 也 有 向 量 相 加 的 平 
行 四 边 形 法 则 . 这 就 是 : 当 向 量 a 5 b CROP GRE ABa, AD= 
b. 以 AB. AD 为 边 帮 一 平行 四 边 形 ABCD. E SEXE REX, AC( 图 7 一 
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7) DÍA MACS FA a 与 二 的 和 a+b. 
向 基 的 加 法 符合 下 列 运 算 规 律 
(1) 交换 律 十 5 一 5 十 ai 
(2) 结合 律 (e 十 下 十 ec 一 4 十 hte). 
这 是 因为 , 按 向 量 加 法 的 规定 {三 角形 法 则 ,从 图 7 一 7 可见 : 
a--b— AB -- BC —- AC=e, 
b--a— AD--DC — AC —c, 
所 以 符合 交换 律 . 又 如 图 7 一 8 所 示 , 先 作 atb Rit c, 即 得 和 
C(a-- bo +e ME! a 5 bte TRU , 则 得 同一 结果 ,所 以 符合 结合 律 . 


图 ?一 8 图 7-9 
册 于 向 量 的 加 法 符合 交换 律 与 结合 律 , 故 半 个 癌 量 a asa, 
(nzz 3238 irr ap = A 
ai tat 74. 
EX IRE = AREA PT í x 4- Bl Et 38 Ji B5 zÉ DO 3 F: E ñi 
一 向 量 的 终点 作为 次 一 向 量 的 起 点 ,相继 必 向 量 aoo a, HE 
以 第 :向 量 的 起 点 为 起 点 ,最 后 一 向 晤 的 终点 为 终点 作 一 启 量 ,这 
个 向 量 即 为 所 求 的 和 . 如 图 7 一 9, 有 
s=a +a, +a. +a, tas. 
设 a A 18,3 aiH [B] j Jy P) B B: B) i Bt nt] i a 65 A 
HB i E ATA TEA E b a 的 差 
b—a=b+ (—a), 
BD E [5] E a Ji b red E p 8 5 ah bp—a(Bl7 —100a)). 
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特别 地 , 当 6 一 a 时 ,有 


a—a=a—¿( a) Ù. 


(a) ih? 
fS 7—10 
ER ERRADA ZO E 
AR=AO-—OB=0B-0Á, 
因此 EFUFE a Lj p BIR Sc MA a 的 终点 Ambo? 
HB EPSESIHEAD fe IB] ib b tš a h ba [E 2—100b5). 
DIE 2 8 K TE — 31 ËJ E PE ,有 
la+b|= a| ibi JA ^ la-—b|=la|+ |b]. 
其 中 等 号 在 a bs PZ [E] Bp og sr. 


=. 高 量 与 数 的 羔 法 


HE a 与 实数 4 的 材积 记 作 加 ,规定 加 是 一 个 向 量 , 它 的 模 
[àa =|Ajlal, 
它 的 方向 当 AO 时 与 a tA AO 时 与 a 相反 . 

34 A—0 Bd. | Aa 1 — 0. DI de ALE) ARENA ATA E 
意 的 . 

特别 地 . 当 A— 七] 时 ,有 

la—a.C—1)a— — a. 

向 芝 与 数 的 乘积 符合 下 列 运算 规律 : 

CO 结合 律 And 一 p00) 一 (Nas 

这 是 因为 由 向 虹 与 数 崔 乘 和 的 规定 可 知 , 癌 虹 A Gua Cm. 
Moe SAEC TT RU A Bi E (0) 85 38 [B] E, TTE TD B + iñi H. 
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|ACpa |= 1e CD | — | CGunDal — Alla]. 
所 以 
ACH) =u (da) = (Ada. 
(2) 分 配 律 (A+ Da — Aat pa; (1) 
¿(a+ b» — Aat Ab. (2) 

这 个 规律 同样 可 以 按 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 来 证 明 ,这 里 从 
EET. 

由 于 向 量 Ae 5 a Y fr. d TS FH 18) Et S COS 3€ BLoK DX BB 
两 个 向 其 的 平行 关系 . 即 有 

定理 1 设 向 量 eok JE p T +T a 的 充分 必要 条 件 
是 :存在 有 唯 一 的 实数 4, 使 p— a， 

证 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明和 杀 件 的 必要 性 . 


mie lal = Ë w pis ap iE A IEE, P 5 a E 


LI 


HIPT A X fit f, A b— Aa. 这 是 因为 此 时 加 与 如 同 向 , 且 . 


b . 
28] =1A| el - 1 lai— Ibl. 


FE BA ME tE. Ub b— ja, XIR b= pa PE Sk AH RS , 便 得 
(A— ja — 0. Bil A— el |a | — 0. 

BA la| +0, | A— | — 0. BID A— =. 

定理 证 毕 . 

前 面 已 经 讲 过 , 模 等 于 1 的 向 量 叫 做 单位 向 量 . 设 a° 3 8 15 dE 
零 向 量 a 同方 向 的 单位 向 量 , 那 末 按照 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 ,由 
T la|7»0. Br DA la [a^ 5j a° BJ r 4A Ej El 1a la^ Doping. X 
A lala ER 

lel la^| — a| * 1— lal. 
BB laja a 的 模 也 相同 ,因此 ， 
a= lala”, 


RATE inn, e 由 此 ,上 式 又 可 写成 
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E g. 
EI 


这 表示 一 个 非 零 向 量 除 以 它 的 模 的 结果 是 E nb Jr [BJ B) 
单位 向 时 . f 
例 1 在 平行 四 边 形 ABCD p iE AB =a, AD=b. PEB] a HL 
3URIEEMA.MB.MCRIMD, iX E M 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 交 
点 (图 7—115. 
WE ”由 于 平行 四 边 形 的 对 角 线 豆 相 平分 ,所 以 
a+b=AC=2 AM, 


即 
—(a+b)=2 MÁ, 
TE 
MÀ= — 1 (a+b). 
. 因为 型 二 = — MÄ, TVA 图 7 一 11 
MC- + (a+b). 


Xl —a+0=BD=2 MD, PLL MÉ + aa. 
BUPMB- MD. MB- L (ab). 


A 8 7 一 2 
l. B u=a—b+ 2e, — —ad4d-3b—c. GH a. b.e SE 2u—3 v. 
2. m EB rw fu £x Tu 3BF: 39 , PL Fn] UE E RECIPE 
四 过 形 . 
3. 把 六 ABC 的 BC 边 五 等 分 , 设 分 点 依次 为 DL .Di .Pa D. ,再 把 各 分 点 
与 点 4 连接 . 试 以 有 =e Dia ERARD ADA DAADA. 
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第 三 节 向量 的 坐标 


—. 向量 在 轴 上 的 投影 


首先 我 们 引进 轴 上 的 有 向 线段 的 值 的 概念 . 

设 有 一 轴 z,4 直 是 轴 ww 上 的 有 向 线段 (图 7— 120. 如 果 数 2 江 
E|A|= [AB], B 4 AB 5 uot ied pp A E, AB SS u RISO 
BEA EMRI ECKEN A midst e EUG E eR BEA ÄR fl or AB, BY A 
—AB. 


E 7—12 

E e Ft j = SH |P) e OR DAA Aa LA 
161 2% BE f. AB— A W i t AB ae Zo E B AB= Ae, M| AB 
=A. H iiu] AB CAB)e. 

设 4.B.C 是 # 轴 上 和 任意 三 点 ,不 论 这 三 点 的 相互 位 置 如 何 ， 
按 向 量 加 法 的 规定 及 上 县 说 明 , 上 总 有 

AC=AB+BC, 
En 
(AC)e= (AB e + (BC)e= (ABE BO e, 
从 而 有 AC= AB-- BC. 

DE 1 dE z Sh LE — X O TED EUR sa. z ALB AR uh LAE 
SIE Do. 4 的 两 个 点 ,e 是 与 二 轴 阿 方向 的 单位 向 量 ( 图 ?7 一 
12) , BF HR 

AB- Ca, ap Je. 

证 EAR A 0935482 uus BUE 土 有 向 线 县 加 有 的 值 OA 4 

SCH — ue; DR O= ue. 于 是 
AB=0É et = ue 41€ — (z — uie. 
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其 次 我 们 引进 两 向 晤 的 夹 角 的 概念 . 
BG PETS EE ad ERRA A OS EOÀ =a. OB — b. 
HERH z BJ Z AOBCOR e Z AOB.0szegn) PRAE ME a 55 b 


un P tete ts, 


f 3e fg Cs] 7 — 130 «i fe Cabo Rara bo — e. SI [S] RE a 
5 b i fi RAE. Sg (I8 def ufi 0 Lj ZAR 
(ii. 

类 做 地 .可 以 规定 向 量 与 一 轴 的 
ES IN 
”下 面 我 们 来 定义 空间 :点 与 > 
I E eR x KAHE. (Gase: 
ALARMA A EAS] 5 a A 
垂直 平面 AA EM e SMB «dX 
El A mk as A ERE 上 的 投影 (图 7 
一 14). 设 已 知 向 量 让 的 起 点 AME Bd a 上 的 投影 分 别 为 
E ABAT? -15), 那 末 轴 上 的 有 向 线段 A 如 的 值 A'B 叫 收 
DRE a k .ER E Z.iufE Pr, ABE CAB). BE Prj, AB = 
ACB' WA, | ic SE Sr. 


f 7—1i3 


图 7 14 WL 7—15 
HEART A TIME: 
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性 质 1( 授 影 定理 ) ”向 量 A 上 在 轴 w 上 的 投影 等 于 向 量 的 模 
乘 以 轴 与 向 量 的 来 角 * 的 余弦 ， 

Pri AB— AB [cos y. 

WE ufi 7-16 oi ABRA A SA Lf 2 Bl n 
TATUR RATE im, HERR x W h RABA 3 ER 
Rips Aa se f vo H E 

Prj, AB- Pri; AB. 


I 7-18 
Yi BEA CERE D.T 
Prj AB- AB" — | AB |cos q. 
所 以 Pri, AB= AB: cos Y 
H cos e DIR DU LD em eR BT noo ER n] SA 
Ait nC $E fg r. REGE m U QE SN PE PIRE TR] ECT DE E A P i. ET. f 
HÄ, dm YE. 
性 质 2 两 个 向 量 的 和 在 轴 上 的 投影 等 于 两 个 向 量 在 该 轴 上 
的 投影 的 和 和 , 即 
Prica +a.) =Prj a, —Prj a... 
证 da AIER IEDER ABC (EAR =a BC as. H l 
F fnis i) = f ELE WI RT MI, A b AC E Je AA 7-170. Ri 
ACABA BC-a, Pas. | 
ALBO 在 轴 # 上 的 投影 分 别 为 本 .B,C BE R 
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图 7-17 
PNAB=A'B', 
PnEC=E'C", 
Prj AÉC— A'C". 
HT A AB CE LAB Gë 
A B' BC = AC, 


所 以 Prj AB-- Prj BË — Prj AC, 
Ep Prje. + Prja; = Prita; +42). 
EA HEITE e GE , El 
Prila, +a: + ---+a,)=Prj a+ Pr) mt + +Prj a- 
性 质 3 向 量 与 数 的 乘积 在 轴 上 的 投影 等 于 向 量 在 轴 上 的 投 
影 与 数 的 乘积 . Bl 
Prj CA) = APT jati. 
E EG TEE E pda E u HUA p a ARO 
Hp =p Y A<<0 B] pny TRE 
25 4790 Rf, Prj, Aa) = lAa |cos q =4lal|cos g=APr;.a; 
当 App, Pri Ca) = |Allalcos = —AlalC—cos p= 
APrLG: 
341-0 Ht, Prj CA) —0— Pria. 


* 384 e 


二 、 向 重 在 坐标 轴 上 的 分 向 时 与 向 量 的 坐标 


通过 坐标 法 ,使 平面 上 喜 空 间 的 点 与 有 序数 组 之 间 建 立 了 一 
一 对 应 关系 ,从 而 为 沟通 数 与 形 的 研究 提供 了 条 件 . 类 似 地 ,为 了 
沟通 数 与 向 量 的 研究 ,需要 建立 向 量 与 有 序数 组 之 间 的 对 应 关系 ， 
这 可 人 民 动 于 向 量 在 坐标 轴 上 的 投影 来 实现 . 

Ë a= M.M. — i XE uS SE 点 M.M, ESI 上 的 
投影 分 别 为 点 P PaE 7—18), X Jt P. .P, TESI u 上 的 坐标 依次 
A uu EFI EM M EM 上 的 投影 Pri, HA, 就 是 有 向 
线段 的 逢 PP, ,而 


P IP, = OP, OP =u Hjo 


o 


图 7-18 
因此 77 us. 
iR e Ehh u iE T8] — Fk ñ E Dy ii BL , BB K H @ 1 可 知 
P;P,—ae— Cata — uj 2€. 
设 as M MÆ M Gr NUR Min yim ER X 
的 向 量 . 过 点 M... M, É fE s Ë T = 4 5 PF Sh BJ F AAA 
Fi —-T- ELE Et M M, 为 对 角 线 的 长 方 体 . 从 图 7 一 19 可 以 看 出 
M.P+M,Q= M.N, 
M N+M R=M,M,. 
从 面 得 到 M,M;—M,P--MÓ--MR. 
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图 7 一 19 


但 是 M P= P IP, MQO-QQ. MERK=RE,, 
所 以 M,M, =P P, +Q Q; + R.K. 
F. OS ROA RRA A a t M.M: fc z SB. y 
轴 .= 轴 上 的 分 向 量 . 

MEGA RRA ry 轴 正 向 的 单位 向 量 , 并 称 它 科 为 
这 一 坐标 系 的 基本 单位 向 量 , 那 末 


AA . . 
P P, =a,i—= (z, —m, MM, 


QQ; =a, j= y). 

RR, =ak= (z; — z )k. 
因此 a=a ta, j tak. 
或 M Mi= Gs x iH Cys— y) Ga — xk. 
LAMB 8 a 按 基 本 单位 癌 量 的 分 解 式 , 

从 上 上面 推 导 过 程 可 以 在 出 ,一 方面 ,从 向 量 @ 可 以 上 唯一 地 定 出 
CCS de bes EIA A a us A HTM anana LAME 
HERMES a - -对 应 .向 
量 a 在 := 条 坐标 轴 上 的 投影 ao 叫做 向 量 e 的 坐标 ,并 记 

a= ü, Ru dj. 
LASER a RR 
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于 是 ,起 点 为 Mui nome Malr. ys mi) DI E 
MaM, = la. AY mun. 
特别 ,点 M Ces y OUT RA O BS Ele 
OM -— (z.y,z), 

4 424 PEE NASA Ë AAA + BË E m E K EAR 5 E K 
终点 的 坐标 xx. 

这 里 要 注意 ,向 量 在 坐标 轴 上 的 分 向 量 忆 向量 在 坐标 轴 上 上 的 
投影 5( 即 向 量 的 坐标 ?有 本 质 的 区 别 .向 量 9 在 坐标 轴 上 的 投影 是 
三 个 数 a. aya M E ARALAR PAE aji, 


aj ak. 

ES ICAA T UE EEES 
的 运算 如 下 : 

设 g= (a, a, dr b= bo ub sb}, 
即 asada, tak, b —bE- b, jtik- 
利用 向 量 加 法 的 交换 律 与 结合 律 ,以 及 向 量 与 数 乘 法 的 结合 律 与 
分 配 律 , 有 


atb= (a, tb it Ca, +b.) te, 4-5, 
& —b— (a, —b,)it- Ca, — 5,0 j+ las bO Oka 
Aa = (Aa, i+ Cda) jH- (aD K , CA I HO 
gn abb= ia, Horsey 4-5, 0 3-5.) , 
a—b= ia,—b,,a,—b,,a, —5.), 
Ma= (Aa, aa 
Hi B$, BJ D, aler, 8& 52 15 398 AH 3 , R ZF 34 E E $F 
分 别 进 行 相 应 的 数量 运算 就 行 了 . 
EVER 1 措 出 , 当 向 量 a250 时 ,向 量 b // a 3 š T b— Aa, 1 
坐标 表示 式 即 为 


{ 15, +b, Ala, séi, pil, Jo 
ik qn EH o4 T IP] E 5 5j ax] W BS AA ERR ke f E 
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“一 一 一 一 ， (1) 


2, Ey d 
例 2 设 Am oy or H BO ys z) WE 910, ME AB 直 
线 上 的 点 M AY I ELBEAD OR B3 ACRI ER E AM AMB, BUE 11145 
值 名 的 比 等 于 基数 ACAZE— D Bp 
AM ` 
MB 
求 分 点 M 的 坐标 z.y ÉE z. 
E RYAMEMBAE— HR E 
CA ?一 20) ,所 以 依 题 意 有 
AM —AMÉ. 
而 AM-OM-O4, 
MB—OB—OM, 
因此 OM —OÀ— ACOB—OMD. 


- = l y 图 7—20 
从 而 OM=04+10B), 


Bl Grey n) m ph Cn om PRA Un em D 


À, 


1 r | | 
TIRANA FF Ars yi F Ay. 21 Az; hy. 
由 此 即 得 点 M AAA 
|= Az; Lxx ¿2344 
LES 7 1 A CIA 


点 MM 叫做 有 向 线段 3 站 的 定 比 分 点 . 当 一 1 时 ,点 M 是 有 向 


(D X a.a B — PAE HI a—0,2, 2250, 3 BE CIO E: MOR 


A, 
LECH 
ER a. ; 


W may A PET OSEE ,例如 a a, 0a 25 0. 3X EE Coo FERRE. A 
kt, 
Gë? 
O EEMTA— PRADA BEA. 
* 388-* 


R BEABRI d UR ERN 


三 、 向 量 的 模 与 方向 余弦 的 坐标 表示 式 


向量 可 以 用 它 的 模 和 方向 来 表示 ,也 可 以 用 它 的 坐标 来 表示 . 
为 了 应 用 上 的 方便 ,有 必要 找 出 这 两 种 表示 法 之 问 的 联系 ,就 是 说 
要 找 出 向 量 的 坐标 与 向 量 的 机 ,方向 之 间 的 联系 . 

对 于 非 零 向 量 =M, M: 3 O: E 5 = 3 sbs pr SB 00 38 fü: 
e, BY (Osca OBS OLI ERA EA (CEI 7 一 21)， 
ËR a. B. 为 非 零 向 量 a 的 方向 角 . 


图 7 一 21 
因为 向 量 的 坐标 就 是 向 量 在 坐标 轴 上 的 投影 ,所 以 由 性 质 1， 


就 得 


a,— |M, M, |cos B=la|cos B, v 
a,— | M, M, |cos Y= |alcos Y. 
公式 (2) 中 出 现 的 cos acos B.cos Y 叫做 向 量 a 的 方向 余弦 . 
通常 也 用 向 量 的 方向 余 落 来 表示 向量 的 方向 . 
由 图 7 一 21 可 以 看 出 ,向 基 a 的 模 为 


8 ¡M,M, [cos a= Ja|cos e; 
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la| — [MM I MPP |M, QI: IM;RIS, 
E M,P—a,, M,Q—a,, MiR—a,,&k 


lal— V tata! (3) 
FRA RA ARO) h, 4 Vaat Late 0 BE RIA 


d atait ai 

(37 和 (4)7 是 用 向 量 的 坐标 表示 向 量 的 模 和 方向 余弦 的 公式 . 
把 公式 44? 的 三 个 等 式 两 边 分 别 平 方 后 相 各 , 便 得 到 

ata ha 
atada 
E Ad ]1. 

据 公 式 ‘2), 与 非 零 向 量 a 局 方向 的 单位 向 量 为 


a 1 
giel" Ta] ntn) 


cos! a--cos? B+ cos Y= 1. C5) 


= (cos a,cos A,cos Y}, 
例 3 设 已 知 两 点 MOS, V 2 )fI MIC. 3.0) ib E mi 8 
MM. itj B HARRAN Af. 
解 MIM,—(1—2,3—2,0— / 2) 
—-(—110.— 423] 
Kader 
= v1 二 1 二 ?= v4 一 2 


i =L 2 Y 
cos e= — y ,COS B= g cos Y= 2 
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DEA 设 已 知 两 点 AC4,0,5) 和 BCTL1 2 GR Jr IRL AB — && 


的 单位 向 量 . 
解 因 AB—(7—4,1—0.3—5)— (3.1, - 2), 
于 是 |AB|— v 吾 十 1 二 (一 2 一 14. 
设 a^ XU RAD; IB -- Sk B AA f h E , Hi F 
. AB 
a ABI 
即 得 
3 1 2 


a — 


Al HE 7 一 3 


1. itp Eon AAR E SA Bde 8 E OR FE e E AA. 

2. 一 向 量 的 次 点 在 点 BHOZ.— 1,0. T # x S. v Sh n d L 65 3k E IK 
为 4，4 和 ?了 , 求 这 府 量 的 起 点 4 的 坐标 . 

3. ËL HIP SK EE Mz CL. — 1,00. TH SE Dr Roo EU E] E 
M.M: E — 2 MM; 

4， 设 已 知 两 点 MU, Y 2 ,1) 和 Mi(3,0,2). IFE PI erer EE 
LEX WEE 

5. dE mpi 659 MERA EE ER (1) cos a= 0:(2) cos B= 1: (3) cos a = 
cos 及 一 和, 向 和 这些 向 好 与 坐标 轴 或 坐标 而 的 关系 旭 何 ? 

6. 4 WE IBI Eb @--i 一 了 十 型 一 下 37 : 5k Ë c= —2i— j + 2k DR. 
HARAN Ea bk cS/mReb e 

7， 设 m=3i H5] t 8k.n— 2i Aj — Tk fü p—5id- j Ak oR e] E a Amt 
3n-- p 在 7 轴 上 的 概 影 及 在 vy 轴 上 的 分 向 最 . 

8， 求 平行 于 向 最 a 二 16,7, 一 6; 的 单位 向 量 . 
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一 、 两 向 量 的 数量 积 


设 一 物体 在 常 力 下 作用 下 沿 直线 从 点 于 ,移动 到 点 Mi 以， 
dC M M: 由 物理 学 知道 , 力 F 所作 的 功 为 

WS=|F||s|eos 8, 
其 中 8 为 下 与 s 的 夹 角 (图 7 一 22)， 


Ki 


图 7-22 H 7-23 

从 这 个 问题 看 出 ,我 们 有 寺 要 对 两 个 向 量 a 和 8 作 这 样 的 运 
算 , 运 算 的 结果 是 一 个 数 , 它 等 于 jel、18| 及 它们 的 夹 息 8 EE 
HRR. RAIE E m TE a 1j b 55 38 AS 7 — 
23, BI 

a * b= |allbicos 8. 

JR dB 3X T xx X. E XR [SEEK FARES W KJ F ENE s BU 

数量 积 , 妈 


由 于 |b |cos 0= |b|cos (a,b) og Et JE É B b TET E a 的 
方向 上 的 投影 ,用 Prjso 来 表示 这 个 投影 , 便 有 
a * b= |alPri.b, 
同 理 , 当 60 时 有 —— a-b—|b|Prja. 
T ”这 里 把 Pr ERA Frb t rE $Ë ú RE = 5 pe Hel bs. 
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这 就 是 说 ,两 向 量 的 数量 积 等 于 其 中 一 个 向 量 的 模 和 另 一 个 向 量 
在 这 向 量 的 方向 上 的 投影 的 磁 积 , 

由 数量 积 的 定义 可 以 推 得 : 

OD a+ a= |a]. 

这 是 因为 夹 角 0 一 0, 所 以 

a» a= |a| "cos 0— |a|’. 

(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 ab hi a + O MA a LAI EZ 
mE a | b. MA a + b—O. 

这 是 因为 如 果 a. =0, HT 1al750. | b| 40, BI cos 0— 0. 
AW 8—2.BH albi 2 infa | b BE 6— 2 cos 9 一 0, 于 是 
e: b= |a| ibicos 6=0. 

HT E J HERO Jy 181 8T EUR MOS 5 
任何 向 量 都 垂直 , 因此 ,上 述 结论 可 叙述 为 :向 量 «| 了 的 充分 必要 
dE a b—0. 


数量 积 符合 下 列 运算 规律 ， 
DIME ab—b-a. 
EI dE DUE 
a* b—la|ib|cos (a,b), b*a-—|b||alcos (b.e), 
Ti jallb|= b| al, E cos Ca, B) —cos (b.a), 
Br y a* kt H? 


(2) 分 配 律 atb) eeart et b i c. 
因为 当 e 一 妖 时 ,上 式 显 然 成 立 ; 当 上天 和 时 ,有 
(ath) + e= lel Pri (ei, 
由 投影 性 质 >, 可知 
Pri a- ID =Prja+Pr] 5, 


O mA a 5 bitch 6 一 可 ,就 称 问 题 虽 与 上 互相 垂直 , 记 作 ajb. 
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所 以 
a+ b) + c = |e | (Pri, a+ Pri, b) 
= je | Prj a te|Prj. b 
=a * Che e, 
(3) 数量 积 还 符合 如 下 的 结合 律 ; 
(Aa) * b= A(a * bi, A Dër, 
xx EAE b= 0 BF. Jaco, bu-0 H, tk 12 P TED 
3,1144 
(Aja) + b= |b|Prj Can) — |] APr a=4|biPrj a— Aca b). 
由 于 述 结 合 律 ,利用 交换 律 ,容易 推 得 
ge CA) —ACa * b) IZ (AG) * Cubo Aa * b). 
& * (Ab) — (Ab) * a Ab» a)= Aa * b); 
Ga) * Go —A[a - Gd ]=A ela > £2 ]—= Aga +» bi. 


Bi 1 LH ib HF AENA A 
EM, 

证 B EAASC th... BCA = B( Ed c b 
7: 24). | BC | 2a. iCA| —5,1 AB | =e, 
要 证 B e € 

¿= aF 2abcos 8. ESTO 
oC Ba, CÄ=b, AB =c, HIE 
c=a—bh, 

从 而 le 一 ee 一 (一 


= |a *-F |b|*— 2|al| |5|cos Xa. b). 


ili lal =a, lh, lei —e 及 (asp) 二 0, 即 得 
c! a! LE — Zabcos B. 
下 面 我 们 来 推导 数量 积 的 坐标 表示 式 . 
Hba—u,ica,Joa k.b—b,. i+ b, j b, k. METIA EE Su 
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律 可 得 
a * b =la, ita, Ja. k) * Go, ib, j 06. k) 
=a: i= (b, id-h, Hb O a, f * Co ib, j+ b. KD 
"a. k * (itb, j +b. k) 
Sab: i" itad i* jab. itk 
"Lob, Jita, j * J+-a,b. j "` k 
ca. k+ itab, k * fab. K * k. 
由 于 ij MEA DL ie j—j* k—k* i—0.j * i=k> j—i* 
k—0. X BT uk WEK I.S Er i= + j—k- k=l. 因而 
得 


a+ b—a.b. oa, bt a. b.. 
这 就 是 两 个 向 量 的 数量 积 的 坐标 表示 臣 . 
H F a+ b= |allblcos 8, Br EE a.b 都 不 是 零 向 量 时 ,有 


ab 
cos "= Jallbl' 


Vi Z Et TR BO t E RR AC A E. 
就 得 
cos 0— —— a,b tab, Hab . 
ef Lee bitite 
3k S de EN [8I BL 3 fo S dA Bj AGRA 
例 2 已 知 三 点 MO.1.13.AC2, 2, D) HI BC2,1, 22, cR 
LAMB. 
E (FREAMARME, [ZAMBREDEMAS MA ORT. 
XxE.MÁ=(1,1,0),MB=(1,0,1),5Am 
MA +» MB=1x1+1x0+0Xx1=1; 
IMA |= vT FIt =v; 
IMB|= / FOF v2. 
代入 两 向 量 夹 角 余 弦 的 表达 式 . 得 
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_ MÀ. MB 
COS Z AMB = IMALI MĒ ， 
= l _ NE: 
Ka Y 
由 此 得 LAMB==. 
例 3 Jr LY B S 上 面积 为 双 的 一 个 区 域 , 液 体 在 这 
EX Hk L Ë PA XE BI DL EIUS CE ADO Un AEAT S HG pr 
fi CE 7 一 25(a)) , TF ER Bi] [8] PAL £8 pJ pk PA BR PL IE] n Er B Gë 
液体 的 质量 己 ( 液 体 的 密度 为 o. 


(a) 


图 7-25 
RS ARRIBAN E LO VE CAL A AA A.S 
高 为 lw | 的 斜 柱 体 (图 7 一 25(b)). 3c P£ B ERE 15 Jc TT 89 sË RD 
KARE 55 n BOSE fg 8, 所 以 这 柱 体 的 高 为 |o [cos 9, 体 积 为 
Ale |cos 8= Ae =+ n. 
J.T. ë EE FL PR ER pt Pk P< BR Mk IST. n PTAS — Jy 09 W tk I 8 BL 28 
P=pAw sn 


二 、 两 向 量 的 向 量 积 


在 研究 物体 转动 问题 时 ,不 但 要 考虑 这 物 体 所 受 的 力 , 还 要 分 
析 这 些 力 所 产生 的 力矩 . 下 面 就 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 表 达 力 
AE RO rik. 
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BE 7-26 图 7 一 27 


设 口 为 一 根 杠杆 过 的 支点 .有 一 个 力 严 作 用 于 这 杠杆 上 臧 点 
Ab. F OP dc fh OU 7 —260. 由 力学 规定 , 力 下 对 支点 的 
力矩 是 一 向 量 M CR 

|M1—|OQI IF I OP] |F [sin 9, 
ii M 897r mE ELT OP 5 F 所 决定 的 平面 ,MM 的 指向 是 按 右手 规 
网 从 5 疡 以 不 超过 x 的 角 转向 下 来 确定 的 , 即 当 右手 的 四 个 手指 从 
OP 以 不 超过 的 角 转 向 严 担 拳 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 M 的 指向 
CR 7-27). 

这 种 由 两 个 已 生 向 量 按 上 面 的 规则 来 确定 另 一 个 向 量 的 情 
况 ,在 其 他 力学 和 牺 理 问题 中 也 会 遇 到 . 从 而 可 以 抽象 出 两 个 向 量 
的 向 量 积 概念 . 

设 向 量 e 是 外 两 个 向 量 a 与 # 按 下 列 方 式 定 出 : 

e 608% lel= lal |blsin 98, 其 中 8 为 a.5 间 的 夹 角 ; 

c 的 方向 垂直 于 a 与 志 所 决定 的 平面 ( 即 e PAR T e, 又 垂直 
Tob. 的 指向 按 右 手 规则 从 a 转向 8 来 确定 (图 7 一 28). 

BB K. DE cns gd a 5; b Bü tei BL BA. iC fE aoc b. BD 

c—ax b. 
因此 ,上 面 的 力矩 M 等 于 OP 与 下 的 向 量 积 , 即 
M-OPxF. 

由 向 看 积 的 定义 可 以 推 得 : 
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(1? a x<a= D. 

这 是 因 A 3e f 0=0, HU la x a — 
la |^sin 0— 0. 

CD wJ PPW T EE TAL ab dl a 2 
BOBA a// bibtz WR ab. SA N 
axb=0. 

这 是 因为 如 果 axb=0, H Flalz 
0, b|= 0, P sin 0—0. FE 0= 0 sk 
v, B[ a // EZ ad HAGO k 
FAR an 9=0, M fj laxb:-—0.Bl ax b—0. 
由 于 可以 认为 零 向 量 与 任何 向 址 都 平行 , 困 此 .上 述 结 论 可 损 
HA: AED AAA ERE ax b = 0. 

. 向 量 积 符合 下 列 运 算 规律 ， 

(D bxa=--aXb. 

We qub p ZEE UD NECEM AERE in ML 
BU M. a 转向 5 定 出 的 方向 相反 . CRA BEA E ANAL. 

(2) 分 配 律 tal b) X ea xc bxc. 

(3) imi Bur Trou rame. 

(m x b—ax CAD) — ACa X A HRO. 

ix Sg äs ut X HARE T. 

下 而 来 推导 向 其 积 的 坐标 表示 式 . 

Y a=a, ita, ¡Ha k. b=b Hb, jtik. MA E EA RA 
f£ ,得 

ax b = (ada, jad X Gub, EA 

=a X (Gb, ¡He Jo 
dba, X Cba HH EH A 
-Fa.k X Gui Tr b. M DK 

— a b, GX Dra b, G x Dr ab. GX k) 
ab. (Xi ab CE X D» ab. CP X KO 
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cae CX D) Had, CK X JO rab Ck x KO. 
BT opxi—pxj—kxk—(0dxXJ—k.jxk—ikXxi—fgxi—: k. 
kX jo —iixk-- j, D, 
a x b— Gab. — a b, TE Cab, — aub. je Ca b, aub. DK. 
为 了 帮助 记忆 ,利用 三 阶 行列 式 , 上 式 可 写成 


li j k 
axb- la, a, 
b. b, b 
514 a—i2:1,—1),5— (11.—1.21 iP axb. 
i J k 
解 axb—|2 1  —1|-i-5j—àk. 
1 —1 2 


Bis 已 知 三 角形 ABC 的 项 点 分 别 是 A(1,2,3),B(3,4.5) 
5d CCG.A,70 AR IE ABC 的 面积 . 

RO ”根据 向 量 积 的 定义 .可 知 三 角形 ABC mmi fa 

Sase= 14B1 AČ [sin ZA 


=> (ABXAC!. 
BT 4B—:2,2,21,4€-— {1,2,4}, BRL Jt. 
i j Kk 
ABxAC—|2 2 2|=4i—6j+2k. 
1 2 4 


十 是 
Sasam Ai—6J+2k|= y ECC GP = Vi. 


M6 设 刚 体 以 等 角速度 co £g ¿ MM ERE TEE LR EM 
fr) ex xk HE. 
S ”刚体 绕 7 轴 旋转 时 ,我 们 可 以 用 在 ! 畏 上 的 一 个 向 量 co 
表示 角 速 庆 . 它 的 大 小 等 于 着 速度 的 天 小 , 它 的 方向 由 右手 规则 定 
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出 : 即 以 右手 握 住 上 轴 ，, 当 右手 的 四 个 手指 的 转向 与 刚体 的 旋转 方 
向 一 致 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 co 的 方向 (图 7 一 29)， 

设 点 M 到 旋转 轴 /的 距离 为 g&, 再 在 ! 轴 上 人 尾 取 一 点 口 作 向 
E r—OM EI 0 XR co 与 r 的 夹 角 , 那 末 

a= |risin €. f 
设 线 速 度 为 mw , 那 末 由 物理 学 上 线 速 度 与 角速度 间 的 关系 可 知 ,v 
的 太 小 为 
lv |= wlia= |w} irisin 6; 

v 的 方向 垂直 于 通过 他 点 与 轴 的 平面 , 即 v 3E ECT o 5 n; Xv BJ 
TE F| RS or. o 合 于 右手 规则 . 因此 有 


v ONE, 
` =. 向量 的 混合 积 


设 已 知 三 个 向 量 a.5 和 c. 如果 先 作 
PS I E a d 5 B5 5] HEH ax&8, 把 所 得 到 
的 向 量 与 第 三 个 向 量 c PETERE E BL Ga X 
b) - c, x FF 481 BJ BJ ar] CL PJ BE ab. 
e 的 混合 积 , 记 作 [abej. 

下 面 我 们 来 推出 三 向 基 的 混合 积 的 


设 a = la, +, 18.) ' b 一 E 2-20 
Bab ds €= {crrtysts}, 
i j k 
因为 axb-|a. a, a, 
A b, b. 
a Kä d. a, a. a i 
= M i— j+ x k. 
b, b, E b. b. b, 


再 按 两 向 量 的 数量 积 的 坐标 表示 式 , 便 得 
[abc|i—(axiD "e 
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A ae zl 
a » » 
a, dd, “| 
labcl-—ib, b, b. 
Es €, Cz| 
P BE AS R Sr TELHA: 


m EE ES E Gr [a b el (ax) ,ec 是 这 样 一 个 数 , 它 的 绝对 值 
dem mE ab c 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 . 如 果 向 量 a.5.c 组 成 
AFPA c 的 指向 按 右 手 规则 从 a 转向 5 来 确定 ), 那 末 混 合 积 
和 的 符号 是 正 的 ;如 果 a.5.c 组 成 左手 系 5 即 c 的 指向 按 诺 手 规则 从 
9 转向 上 来 确定 ), 那 末 混 合 积 和 的 符号 基 负 的 ， 

FXE, HOA =a, OB e =e, RERNE, EL a 
Xb 一 了 是 一 个 向 量 , 它 的 檬 在 数值 上 等 于 以 向 量 a 和 5 为 边 所 作 
平行 四 边 形 O ADB 的 面积 , 它 的 方向 垂直 于 这 平行 四 边 形 的 平 
面 ; 上 且 当 gb.c 组 成 右手 系 时 ,向 量 与 向 量 ¢ 朝 着 这 平面 的 同 侧 
(A 7—30); 5 a,b,c 组 成 左手 系 时 ,向 量子 与 向 量 c 朝 着 这 平面 
ES Pr Dl. DUE 了 与 ¢ 的 夹 角 为 a, 那 末 当 a.b.e ARAFA 
时 ,a 为 锐角 ; 当 a b.c HA PAR a AAA. BUT 

Ta bel=taxb) :em—loXxbllelcos a, 
NU ab. o 组 成 右手 系 时 ,La b cj 
SIF; "i a,b,c 组 成 左手 系 时 ,[a be) 
An. 

HALAH au buc X BEBE TTA 
i Dk BJ JE OE 47 IUE OADB)RB m 
积 4 在 数值 上 等 于 iex5|, 它 的 高 三 
3 P bj B c 在 向 量 了 上 的 投影 的 物 m= 
xi t, EN 


h= |Prje]= lei |cos a], 
`" 40] e 


所 以 平行 六 面体 的 体积 
VAÀRh-—|axBblicl|cosa| — (e bel!. 
H7 BARE- FALAN R soc. BT ynd, 
CUn vin). Drp yo z2.oR DÉI DI K ABCD 的 体积 . 
解 ” 由 立体 几何 知道 ,四 面体 的 体积 Vz € T L BAB. AC 
和 A 户 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 . 因而 


v,-l|rAB AC ADJ. 


6 
由 于 
AB= (xx, ys 3 2 — m). 
AC [2—2 yi Yi 2n), 
AD- (x, Eisya Mi — Xd 
所 以 


an VaT Xi 3701 


> 1 
Vr= ++ an Mä 230 0 
Za Zi Ya NX Suën 


上 式 中 符号 的 选择 必须 和 行列 式 的 符号 一 致 . 
3] E 7 一 4 


l- Be: a A a R 

(De-bHaXb: (2) (—2a)* Bb k'ax2bi (3) a,b BE fü RJ dk. 

2. 设 a.b.c SARAR, AME atbte=0, a btb» coc a. 

3. CAM, 1,.,2).M,(3,3,1)3 M.(3.1,3). k 5 M MI. M.M 
时 垂直 的 单位 向 量 ， 

4， 设 质量 为 100kg 的 物体 从 点 M G LBE ARS A A M.(1.4,2) 
计算 重力 所 作 的 功 (长 度 单位 为 m, 重 力 方 向 为 > 轴 负 方向 ). 

5. 在 杠杆 上 支点 口 的 一 制 与 点 口 NEAN z, 的 点 P, AA OPE 
fh à, 的 力 Fi IERI dE O M 51. NOR PB EDI x 的 点 DP. 处 ,有 -- 与 
OP fa 0, 的 力 F, 作用 着 (图 7 一 31), [B] 0 Don ons F l |F; | SEHE 
EIRT REA ARE SE 
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Pi a P; 


图 7-31 
6. E mE a—i(4.- 3,4} 在 向 晤 58 一 12,2,1) 上 上 的 投影 . 
7. B a= (3.5, —2 b — (2.1.4 1. BA 5 uo 3 EE BJ R. BE [E18 da 
tab H z 38 EI 

8. 试用 向 基 证 明 直 径 所 对 的 圆周 角 是 直角 . 
9. 已 知 商量 ge 盖 下 一 37 十 直下 一 j+ 3k 和 c—i- 27.1 i 
(OD (a+ Be— ta» b; C22 Gr FD X BO (3) (a>) * e. 
10. ELIO —H-3k OB = j--3k ok AOAB 的 面积 . 
117. Ba lazio, Y b= Lob, b.) e= Ié ant A, 
OD 斌 利用 行列 式 的 性 质证 明 

(ax - e= (bX c) * a lexa) * b. 
(2) 试 利用 洪 合 积 的 几何 意义 证 明 三 向 量 as e KEDERE 3 py 


12. 试用 向 量 证 明 不 等 式 : 
Vat aipa AR bi PER Va by t abit asbs | 
HHP ar arta bands 为 尾 意 实数 . 并 指出 等 号 成 立 的 条 件 . 


FP 曲面 及 其 方程 


一 、 曲 面 方 程 的 概念 


在 日 常生 活 中 ,我 们 经 常会 过 到 各 种 曲面 ,例如 反光 镜 的 镜 
夯 、 管 道 的 外 表面 以 及 锥 面 等 等 . 
像 在 平面 解析 几何 中 把 平面 曲线 当 作 动 点 的 轨迹 一 样 ,在 空 
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[E] f£ ffr JL fuf P , FE dor Bh E A E E A 89 JU E x. 在 这 样 的 意义 下 ， 
EAS 与 三 元 方程 | 
I FüGzr,y.z)—0 (1) 


有 下 述 关 系 : 

CD 曲面 5 上 任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 (1); 

(2) AS fr ÉH Hñ. S 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (1)， 
那 末 ,方程 (1; 就 叫做 曲面 S 的 方程 ,而 曲面 S 就 叫做 方程 (1) 的 
图 形 ( 图 7 一 32). l 

现在 我 们 来 建立 几 个 常见 曲面 的 方程 


= D 


图 7 一 32 B 7--33 


例 1 建立 球 心 在 点 Mons yos SESS ROBO ER BE B9 Jy Ez. 
BR EME DEAR E IHE x CH 7— 335 BA 


| MM | = R. 
HF IM.M |= V (r-r) Gy + =z), 
所 以 V G— r) G— yH G— 2) =R, 
或 
Gr — Y - Cy yH G— z)? — R°. (2) 


US IJ E G SUE UE P4 E NE X NAUES 
标 都 不 满足 这 方程 . 所 以 方程 (2) 就 是 以 Mo(zosyorzc) SE SERE 
为 半径 的 球面 方程 . 
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如 果 球 心 在 原点 , 那 末 Ea = yo = zo = 0. AA T Pk RE 2 F OS 
xiqy +z = R°. 

Bia 设 有 点 AU1,2,3) 和 也 (2, 一 1,4), 求 线段 AB H EH YF 
分 面 的 方程 . 

E Hx B PROFES ACRI B 等 距离 的 点 的 几 
Je 设 ME DARA EA A 

|AM|=|BM|, 
所 以 Ua FO- + eY 
= V(x—2) + OFI DEET EN 
等 式 两 边 平方 ;然后 化 简便 得 
2z 一 6y 十 2z 一 7 一 0- 

这 就 是 所 求 平面 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 ,而 不 在 此 平面 上 的 
点 的 坐标 都 不 满足 这 个 方程 ,所 以 这 个 方程 就 是 所 求 平面 的 方程 . 

以 上 表明 作为 点 的 几何 轨迹 的 曲面 可 以 用 它 的 点 的 誉 标 间 的 
方程 来 表示 .反之 ,变量 z.y 和 zx 间 的 方程 通常 表示 一 个 曲面 . 因 
比 在 空间 解析 几何 中 关于 曲面 的 研究 ,有 下 列 丙 个 基本 问题 : 

OD 已 知 一 曲面 作为 点 移 几 何 软 迹 时 ,建立 这 曲面 的 方程 ; 

(2) EL AI AB SE r.y 和 = 间 的 一 个 方程 时 ,研究 这 方程 所 表示 
的 曲面 的 形状 ， 

上 述 例 1. 例 2 是 从 已 知 曲面 建立 其 方程 的 例子 .下 国 举 一 个 
由 已 知 方程 研究 它 所 表示 的 曲面 的 例子 . 

例 3 Jr RE E xz —2x4y—0 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 ” 通过 配方 ,不 方程 可 以 改写 成 

(r— 1X -FGO tH =5. 

与 (2) 式 比较 ,就 知道 原 方程 表示 球 心 在 点 Ma, 一 2,0)、 半 径 为 
R= Y 5 的 球面 . 

一 般 地 , 设 有 三 元 二 次 方程 

Ar +t Ay! HAr - Dr+ Ey A Fz=+CG=0, 
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这 个 方程 的 特点 是 缺 zy,yz, zx 各 项 ,而 县 平方 项 系数 相同 ,只 训 
将 方程 经 过 配方 可 以 化 成 方程 (2) 的 形式 , 那 未 它 的 图 形 就 是 一 个 
球面 . 

下 面 , 作 为 基本 疝 题 1? 的 例子 ,我 们 讨论 旋转 轩 面 ;作为 基本 
问题 (2) 的 例子 ,我 们 讨论 柱 面 .第 九 节 中 对 二 次 曲面 的 讨论 ,也 可 
看 作 莽 本 问题 (2) 的 例子 ， 


Z. Hh TN 


以 一 条 平面 曲线 绕 其 平面 上 的 一 条 直线 旋转 一 周 所 成 的 曲面 
叫 散 旋转 册 面 ,这 条 定 直线 叫做 旋转 曲面 的 轴 . 
设 在 yOz 坐标 面 上 有 一 已 知 曲 线 C 它 的 方程 为 
feyz) =0, 
把 这 上 曲线 绕 = 轴 旋 转 一 周 ,就 得 到 一 个 以 z 轴 为 轴 的 旋转 曲面 (图 
7—34). 它 的 方程 可 以 求 得 如 下 : 


id. y 1) 


WII 


H 7-34 图 7 一 35 


设 MOr mg C ENE A MBA 
fy zi) = 0. (3) 
zhe C DS = Hh ye a M 也 绕 z 轴 转 到 汶 一 点 MG y. 
这 时 z—2. MEAT? R M 到 z 轴 的 距离 
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d= wz5 十 中 一 Isid. 
H z =>, = + YT 十 六 代入 (3) 式 ,就 有 
f+ Vx ry 2-0, (4) 
这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 ， 
E E BJ 3, E Bi 28 C 的 方程 f (y, xz) 一 0 中 将 y 改 成 
+ Vz 十 六 , 便 得 曲线 C 绕 z 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 . 
EIS., HR C 绕 y 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲 看 的 方程 为 
Zoos Lais, (5) 
DA 直线 工 绕 另 一 条 与 工 相交 的 直线 旋转 一 周 , 所 得 旋转 
曲面 叫做 医 惟 面 .两 直线 的 交点 叫做 较 锥 面 的 项 点 ,两 直线 的 夹 朋 


a 0o<a< 于 | 叫做 四 难 面 的 半 项 角 . 试 建立 顶点 在 坐标 原点 O, JE 


转轴 为 = 轴 , 半 项 角 为 * 的 圆 难 面 5 图 7 一 35) 的 方程 .. 
解 ” 在 yOz 坐标 面 上 ,直线 工 的 方程 为 
z= yeot d, (6) 
因为 旋转 轴 为 x 轴 ,所 以 只 要 将 方程 66) 中 的 y PUR E I Ty, 
便 得 到 这 殴 锥 面 的 方程 
z= + Ya y cot a 
或 
z* —a* (z+), {7) 
其 中 a-cot a. | 
显然 ,圆锥 商 上 任 一 点 M 的 坐标 一 定 满足 方程 (7). 如果 点 
M FERE. IRER OM 与 z 轴 的 夹 角 就 不 等 于 ,于 是 点 
M 的 坐标 就 不 满足 方程 (7). 
例 5 将 zOz 坐标 面 上 的 双 曲 线 
zf = 


=-8=1, 
oi ch 


4r 826 z bn = 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 面 曲 的 方程 ， 
解 ” 绕 z 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
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a c 
SS = HER EF gon pe PE ÉH EE Jy ROS 
zUEY Su 
a [^ 


ix PA Pr BH Iñi o | c E 
. EES 


我 们 先 分 析 一 个 具体 的 例子 . 

@ 6 方程 y = R° 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 JE z: YR: 在 zOy BLERA CERRO FRK 
R 的 圆 , 在 空间 直角 坐标 系 中 ,这 方程 不 含 竖 举 标 *, 邵 不 论 空 疝 
点 的 竖 坐 标 z 怎样 ,只 要 它 的 横 坐 标 工 和 级 坐标 能 满足 这 方程 ， 
那 末 这 些 点 就 在 这 曲面 上 上 , 这 就 是 说 ,凡是 通过 xOy 面 内 图 >° + 
Y=R 上 一 点 M(z,y,0), 且 平行 于 zz 轴 的 直线 /都 在 这 上面 上 ， 
因此 ,这 曲面 可 以 着 作 是 由 平行 于 = 轴 的 直线 ! 沿 zy LEA 
a*-- y! — R* 移动 而 形成 的 . 这 曲面 叫做 加 柱 面 ( 图 7 一 36) ,xOy 面 
上 的 图 Hy = R° np CE BUE SR , k F d; T oz ES EI CE 
的 母线 . 

一 般 地 ,平行 于 定 直 线 并 滑 定 曲线 C 移动 的 直线 L JE IS 
迹 叫 做 柱 面 , 定 曲线 CC 叫做 柱 面 的 准 线 , 动 直 线 工 叫 做 柱 面 的 母 
线 . 


— 


ul 


LARIKA, tz WAE r ty RE 在 空间 直角 坐标 系 
中 表示 圆柱 面 , 它 的 母线 平行 于 = 轴 , 它 的 准 线 基 xOy m Lm) 
xd y = Rš. 

类 似 地 ,方程 y =r 表示 母线 平行 于 = 轴 的 福 面 , 它 的 准 线 
E xOy 面 上 的 抛物 线 y 2 Vx tmi m] pcd in du CBS 7 737). 

又 如 ,方程 x 一 y 一 0 表示 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 
zOy 面 上 的 直线 x 一 y 二 0; 所 以 它 是 过 z 轴 的 平面 (图 7 — 38). 
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7— 38 图 7—39 


HA Dë Wish z ËJ ER FO. y 0 TET [8] Ñ f 5 P. 
系 中 表示 母线 平行 于 * 轴 的 柱 面 . 其 准 线 是 zOy 面 上 的 曲线 C. 
Fix) =0(H 7-39). 
JS HEAD. RUN ze MA y AR Glas — MRA y ff 
ik ox BATE AGO DURA RECAE y AA + A ETA. 
例 旭 ,方程 一 * 一 0 表示 母线 平行 于 y ME ARA 
* 409* 


207 面 上 的 直线 r—=z=0. 所 以 它 是 过 轴 的 平面 (图 7 一 40). 


E 


图 7—40 
3 HE 7—5 


. ARS SE (2,5, 1080 (4,560988 REC Lot x sb er ERR. 
EX LAO —2)39 SR FCPBRSE Ec-E 3 HTC IK? 
. JR 22 La iy 2z== 0 BEATA HERE 7 
. 求 与 学 标 原点 口 及 点 (2,3,4) 的 距离 之 比 为 1: 2 Bo É9 DEPT tB R 
的 曲面 的 方程 , 它 表示 怎样 的 曲面 ? 

5. 1.0 2-1 3 But L.I RaLESE + Sh 1 mS ERAS. 2340) €. 
m meg d. 

6. 将 ERT ET PO Q >; j+ zt == 9 E = Sh LEA ILI 
LÉCK 

7. "EH CEET ET EE E c Sh F y MEE — 
LEESAES AP DI Dog m 

8. W& H F >| # J 3856 3 O Bh BQ; 


e w Do 一 


a)? fa) AR LY. 
Dl (js Dos 
o rt (D y!—2-0; 


(5) z=2— r". 
9. BROTAR at CEET E JE Tn rh Sy S SEA 
RS, 
(1) x—2; (2) y=13+1; 
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(3) 区 十 天 一 二 (4) zf y== 1. 
10. 说 明 于 列 和 旋转 曲面 是 怎样 形成 的 : 

z y! orto LN jg]. 
Q tyty E (2) =° 4777 
(35 z5— Sec (4) G—ai=+ y. 


第 六 节 ”空间 曲线 及 其 方程 


一 、 空间 曲线 的 一 般 方 程 


空间 曲线 可 以 看 和 必 两 个 曲面 的 交 线 . 设 
F(x.y.z)—0 和 GCG(r,y,z)=0 
是 两 个 曲面 的 方程 ,它们 的 交 线 为 Ct 图 7 一 41). 因为 曲线 C 上 的 
任何 点 的 坐标 应 同时 满 尼 这 两 个 曲面 和 的 方程 ,所 以 应 满足 方程 组 
LG 
Giz, y ,z)—0. 
皮 过 来 ;如 果 点 M 不 在 曲线 C E , E Z A n] BB [SLE ENS + 
曲面 上 ,所 以 它 的 坐标 不 满 是 方程 组 (1), 因此 ,曲线 C 可 以 用 方 
程 组 (1) 来 表示 .方程 组 (1) 叫 做空 间 曲 线 C 的 一 般 方 程 . 
z| 


(1) 


' 4il» 


aty=1, 
2rd-3z-6 
表示 怎样 的 曲线 ? 

SW “方程 组 中 第 一 个 方程 表示 母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 而 ,其 
ERE xOy 面 上 的 图 ,圆心 在 原点 口 ,半径 为 1. 方程 组 中 第 一 个 
方程 表示 一 个 母线 平行 于 y 输 的 柱 商 , 由 于 它 的 准 线 是 Or EE 
的 直线 ,因此 它 是 一 个 诗 面 . 方 疏 组 就 表示 上 述 平 面 与 圆柱 面 的 交 
线 , 如 图 7 一 42 Bron. 

pio 方程 组 


表示 怎样 的 基线 ? 

解 ”方程 组 中 第 一 个 方程 表示 
球 心 在 坐标 不 点 口 ,半径 为 和 的 上 半 
球面 . 第 二 个 方程 表示 母线 平行 于 = 
轴 的 圆柱 面 , 它 的 准 线 是 +O y Nu 


fj xx BJ 05 BL O ZE 8 FO) ,半径 为 图 .7 一 43 


$. Jr E H SE 326 LAR ROS MAMAR, ung 7—43 Bron. 


二 、 空 间 曲线 的 参数 方程 


空间 曲线 C 的 方程 除了 一 磐 方程 之 外 ,也 可 以 用 参数 形式 表 
示 , 只 要 将 CC 上 动 点 的 坐标 z.y.z= 表示 为 参数 :的 函数 : 
xa). 
pers (2) 
zz SEI, 
MA ig cr: Bl. Skin | C LO PAG rd E AE 
可 得 曲线 CC 上 的 全 部 点 . 方程 组 (2) 叫 做 空间 曲线 的 参数 方程 
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例 3 如 果 空 间 一 点 MM TED RETI ¿+44 上 以 角速度 
D = MER T DA SR EHE o BOE I T z 轴 的 正方 向 上 升 ( 其 中 
.vw 都 是 常数 ), 那 末 点 M DEE WOR DH SR 
ARE. 

解 ” 取 时 间 上 为 参数 . 设 当 上 0 时 , 动 点 位 于 zz 轴 上 的 一 点 4 
42y00) 处 .经 过 时 间 , 动 点 由 有 4 运动 到 Mx y z2 CHR 7 — 44). 
ii M # xOy BEKARE A M M BR DU x y.0. 由 于 动 点 在 
[Bl EE ETE DL fB SE HE o 2% = SEE. BE DL ER DEIN [8] +, Z AOM' = ot. 
从 而 

== 'OM'|cos ZAOM' =acos e«t, 

y= [OM' |sin Z AOM' =asin æt. 
由 于 动 点 同时 以 线 速 度 v 沿 平行 于 z HE IE A BLA 

z—M'M —wvt. 

因此 螺旋 线 的 参数 方程 为 

T= ACOS ot, 

pm tuf , 

St, 

也 可 以 用 其 它 变量 作 参 数 ;例如 令 8 

一 se, 则 螺旋 线 的 参数 方程 可 写 为 
z=agcos B, 
pe 8, 
zb, 

EHE = MBA O. 

螺旋 线 是 实践 中 常用 的 曲线 . 例如 ， 
平头 螺 毕 钉 的 外 乡 曲 线 就 是 螺旋 线 . 当 图 7 一 44 
我 们 拧紧 平头 螺丝 钉 时 , 它 的 外 缘 曲 线 
上 的 任 一 点 M ,一 方面 绕 昌 至 钉 的 轴 旋 转 , 另 一 方面 又 铬 平行 于 
$3822 J 7; Fd Bj xt. x M 就 走出 一 段 螺旋 线 . 
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螺旋 线 有 一 个 重要 性 质 ; 当 8 从 名 变 到 吕 十 & 时 ,z 由 9, E 
到 og, 1 be, XX VELEH >H OM" Se Efl a BH, A LIE MR Re zk EET É PE 
ba, DI E JF AS ES ES OM' 转 过 的 角度 成 正比 ,特别 是 当 OM' 转 这 
一 周 , 即 a--2x 时 ,MM 点 就 上 升 固定 的 高 度 六 = 二 27w. i mE h —= 
2nb dE T B SCR. p nU MERGE. 


三 、 空 间 曲 线 在 坐标 面 上 的 投影 


zs [ñ] dh #ü C B; — J 27; REN 
F(z,y,zy=0, 
GGr,y,z)—0. 
现在 我 们 来 研究 由 方程 组 (3) 消 去 变量 > 后 所 得 的 方程 
LI(z,y)=0. (4) 

由 于 方程 (4) 是 由 方程 组 (3) 消 去 z 后 所 得 的 结果 ,因此 当 之， 
y 和 2 福 足 方程 组 (3) 时 ,前 两 个 数 zx、y 必定 满足 方程 (4), 这 说 明 
曲线 C 上 的 所 有 点 都 在 由 方 帮 (4)? 所 表示 的 昌 面 上 . 

由 上 节 知 道 , 方 程 (4) 表 示 一 个 母线 平行 于 x 轴 的 柱 面 .由 圭 
面 的 讨论 可 知 ,这 桂 面 必定 包 售 曲线 C. USCH. RS 
HT z Sh MEAT 10y 面 ) 的 柱 面 叫做 曲线 C 关于 Oy 面 的 投 
影 柱 面 ,投影 柱 面 与 >Oy T Bj SE ER a AM == fn] d £X C Ye xOy 面 上 
的 投影 曲线 ,或 俏 称 投影. 因此 ,方程 (4) 所 表示 的 柱 面 必定 包含 投 
影 柱 面 ,而 方程 


(32 


H (z,y)=0, 
leo 
所 表示 的 砷 钱 必定 包含 空间 上 曲线 C fE xOy 面 上 的 投影 ， 
司 理 ,消去 方程 组 (3) 中 的 变量 x+ 或 变量 y, 再 分 别 和 z=0 或 
y=0 联 空 ,我 们 就 可 得 到 和 包含 曲线 忆 在 yOz 面 或 rOz 面 上 的 投 


E BH ERE: 
R(y,z)=0, AS 
r-—O0, y=0. 
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例 4 已 知 两 球面 的 方程 为 
tyt Si, (5) 
和 和 
z+ (y DS (z—1)°=1, (6) 
EIS CE Oy B F 655 E E. 
E oR e) S 2 $k C 而 母线 平行 于 * 轴 的 柱 面 方程 . HE 
H Jj E CO COO HE £ <, 为 此 可 上 先 从 (57 式 隆 去 66) 式 并 化 简 , 得 到 
y+e=1. 
$ z=1— y 代 人 方程 45) 或 (6) 即 得 所 求 的 柱 面 方程 为 
fäi 2y=0. 
FAB ARETE CTF 0y Bi Ë 2k E Bg; EST RE 
面 的 交 线 在 zy 面 上 的 投影 方程 是 
z'4-2y'—2y-0, 
z=0. 
在 重 积 分 和 曲面 积分 的 计算 中 ,往往 需要 确定 一 个 立 性 或 曲 
面 在 上 坐标 面 上 的 投影 ,这 时 要 利用 投影 柱 面 和 投影 申 线 . 
AS 设 一 个 立体 由 上 半球 面 z= v4 一 x: 一 让 和 办 面 = 一 


v3tr 4-7? FR BQ R CHE] 7 一 45), 求 它 在 zOy 面 上 的 投影 . 


NIA 
< 


图 7-45 


解 ” 半 球面 和 锥 面 的 交 线 为 
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c - w 4—a5—y*, (7) 
dz SC y5. (8) 
由 方程 (7)、(8) 消 去 z, Aj ^y^ = 1. SR. - Rš P fr F = Si 
BDE RE pL AAA Lax dA p E: AIR CAT 0y 面 的 投影 柱 面 ,内 
此 交 线 已 在 .xrOy 面 上 的 投影 曲线 为 

zty =], 

s 
这 是 rOy Wi EA — T BJ, TERRAE 2Ov 面 上 的 投影 ,就 是 
该 圆 在 rOy 面 上 所 围 的 部 分 Hyl. 


习 题 7 一 6 
1. 画 出 下 列 曲线 在 第 一 卦 限 肉 的 图 形 : 
a) (> (2) 全 (aa 
y=2; Goa; 
24 ima, 
(3) » t 
arme, 


2 指出 下 列 方程 组 在 平面 解析 几何 中 与 在 空间 解析 几何 中 分 别 表 示 什 
么 图 形 ， 


=51+1, = Y li, 
(1) M (2) | 4$ 

y-—Zr—3: y=3. 

. 2x5 Li == 15, 
3. ASORAAEGT MA y MM E | a 的 柱 
xri —y--0 

面 方程 . 

4. 求 球面 zx 十 六 十 二 9 与 平面 x 十 xz 二] 的 交 钱 在 rOy 面 上 的 投影 的 
ECH 
5. 将 下 列 曲 线 的 一 般 方 程 化 为 参数 方程 ， 


z+ tg, (r= +y lr DSA, 
(1) | ; (2) 
yor z=0, 
z=acos P, 
6. reent 8. 
z= 589 
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在 三 个 坐标 醉 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 . 
7. REER OL deii y^ s WE H£ P xh ey sax Cao 038) A CBE 
分 在 Oy ES zOz 面 上 的 投影 . 
B. 3 BE TE dÁE Mr z 二 x 十 y (0 所 z 志 4) 在 三 坐标 面 上 的 投影 . 


第 七 节 平面 及 其 方程 


在 本 节 和 王 一 节 里 ,我 们 将 以 向 量 为 工具 ,在 空间 直角 坐标 系 
中 讨论 最 简单 的 由 面 和 曲线 .一 一 平面 和 直线 . 


—. 平 曾 的 点 法 式 方程 


如 果 一 非 零 向 量 垂直 于 一 平面 ,这 向 量 就 叫做 该 平面 的 法 线 
向 量 . 容易 知道 ,平面 上 的 任 一 向 量 均 与 该 平面 的 法 线 向 量 垂直 . 

因为 过 空间 一 点 可 以 作 而 且 只 
能 作 一 平面 垂直 于 一 已 知 直线 ,所 以 
wE 五 上 一 点 Moa Max ME 
ñ — T HE ER 1615 n= CALB,C) D, 
知 时 ,平面 互 的 位 置 就 完全 确定 了 . 
下 面 我 们 来 建立 平面 开 的 方程. 

BM DRA F D ENE 
一 点 (图 7—46). BA fe] # M; M Dp tš 
FHI (pe £E n EA, IIB 图 746 
数量 积 等 于 零 ， 


n+ MM =0. 
由 于 n=(4,8,C0),M.M= la—z y eneen, REEL E 
Alr — t) HEB ya) -rC(z—zce)— 00. (1) 
这 就 是 平面 卫 上 任 一 点 M 的 坐标 xz,y,z 所 满足 的 方程 . 

反 过 来 ,如 果 Mtz,y,z) 不 在 平面 H L RA MM MAR 
RHR nr TEH MM n’ MM SEO, BATEA H E XM. 的 坐 
标 ,ys 不 满足 方程 (1 
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由 此 可 知 , 平 面 卫 上 的 任 一 点 的 坐标 y 都 满足 方程 (1); 
不 在 平面 上 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (1), 这 样 ,方程 (1) 就 是 
平面 H 的 方程 ,而 平面 H 就 是 方程 (1) 的 图 形 . 由 于 方程 局 ?是 由 
平面 了 上 的 一 点 Mo (zo, az) 县 它 的 一 个 靶 线 向 量 “一 
(A. B,C 确定 的 ,所 以 方程 (4 叫做 平面 的 点 法 式 方 程 . 

$1 求 过 点 (2, 一 3,0? 且 以 m 一 {1, 一 2,3} 为 法 线 向 量 的 平 
商 的 方程 . 

AME ”根据 平面 的 点 法 式 方 程 (1), 得 所 求 平面 的 方程 为 

(r—2)—2Cy 3) 4-32—0, 
CH z—2y+3z—8=0. 

例 2 求 过 三 点 M.(2,—1,4).M.,(—1,3,—2)3 M,(0,2,3) 
的 平面 的 方程 ， 

解 ” 先 找 出 这 平面 的 法 线 向 量 n. 由 于 向 量 MMM. 
(ere BEA, MMM, = (—3.4,—6) Ce Ce (2,3, 1) BF 
以 可 取 它 们 的 向 量 积 为 #: 

i j k 
一 3 4 一 6 
一 2 8 —1 


Li =M, M: XM, M= 


—14T9j—k,. 
根据 平面 的 点 法 式 方 程 (1) ,得 所 求 平面 的 方程 为 
147—254 990-1) — (z— 45 —0, 
即 14x4-9y—2z—15-0. 


二 、 平面 的 一 般 方 程 


由 于 平面 的 点 法 式 方 程 (1) 是 zyr 的 一 次 方程 ,而 任 一 平 
面 都 可 以 用 它 上 面 的 一 点 及 它 的 法 线 向 量 来 确定 ,所 以 在 一 平面 
都 可 以 用 三 元 一 次 方程 来 表示 . 
反 过 来 , 设 有 三 元 一 次 方程 
f Azr+By+Cz#+ D— 0. (2) 
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我 们 任 取 满 足 该 方程 的 一 组 数 zo, yas Zo > PP 


Axi + By. Cz + D= WÉI (35 
把 上 述 两 等 式 相 减 , 得 
A(lr—xo) t+ B(y— x )-+(C(z— za) — 0. (4) 


把 它 和 平面 的 点 法 式 方 程 (1) 作 比较 ,可 以 知道 方程 人 64? 是 通过 点 
Ms Cto yoz) EU n= {A,B,C} A322 I] HE OP mi 25 2. 但 方程 
(2) 5 Jr RECO 1 f£ BRA H C2 82: (3 BL CD , X d CD E. 
(3) 就 得 (2). 由 此 可 知 , 任 一 三 元 一 次 方程 (2) 的 图 形 总 是 一 个 平 
面 .方程 (2) 称 为 平面 的 一 般 方 程 ,其 中 sy 的 系数 就 是 该 平面 
的 一 个 法 线 疝 量 = 的 坐标 , 即 n= A,B,C}. 

例如 ,方程 

3r 一 43 十 z 一 9 一 0. 

表示 一 个 平面 ,m 一 (13, 一 4,1} 是 这 平面 的 一 个 法 线 向 是， 

对 于 一 些 特殊 的 三 元 一 次 方程 ,应该 熟悉 它们 的 图 形 的 特点 . 

4 万 一 0 时 ,方程 (2) 成 为 Az 十 By 十 Cz 二 0, 它 表示 一 个 通过 
原点 的 平面 . 

X 4A 二 0 时 ,方程 (2) 成 为 By 十 Cz 十 DD 一 0, 法 线 向 量 n 一 
{0,;B,C} 垂 直 于 zz 轴 ,方程 表示 一 个 平行 于 c 轴 的 平面 . 

同样 ,方程 4z 十 Cs 十 五 =0 和 Azr 十 By 十 也 =0, 分 别 表 示 一 
个 平行 于 yy 轴 和 z 轴 的 平面 . 

当 A= B—0 BEER CORUS Ce E D- 0 R e— E MARII 
E n—(0.0,C AREH z AA y RAR OE 13 Oy 
面 的 平面 . 

同样 ,方程 Az 十 D=0 和 By+ D= 0 分 别 表 示 一 个 平行 于 
yOz 面 和 Oz 面 的 平面 . 

A3 求 通 过 工 轴 和 和 点 (4; 一 3, 一 1) 的 平面 的 方程 . 

S ”由 于 平面 通过 > 轴 , 从 而 它 的 法 线 向 量 垂直 于 = MH. TF 
是 法 线 向 量 在 工 轴 上 的 投影 为 零 , 即 4 一 0: 又 由 平面 通过 工 轴 , 它 

WIER 


必 通 过 原点 ,于 是 DO. 因此 可 设 这 平面 的 方程 为 


By+Cz=0. 
叉 因 这 平面 通过 点 (4, 一 3, 一 1), 所 以 有 
—3B--C=0, 
或 C=— 3B. 
以 此 代入 所 设 方程 并 除 以 BEZO, Eon EASRA 
y iz=0. 


Bia 设 一 平面 与 xz.y.= 轴 的 交点 依次 为 P(a,0,0).Q(0,b, 
0) 有 (0,0,c) 三 点 《图 7 一 47)， 求 这 平面 的 方程 (其 中 22505250, c 
3*0). 
解 ” 设 所 求 平面 的 方程 为 
Azt By+Cz-- D==0. (2) 
H PG.0,0),QC0,5,0) , RCO Dech 
点 都 在 这 平面 上 ,所 以 点 PLQLR 89 
上 坐标 都 满足 方程 <2); 即 有 
QA 十 DD==0， 
ptozo 
cC 十 五 一 0， 


D D D 图 7-47 
得 A= a |, B= b ‚C= ` 


以 此 和 代 人 (C2) 并 除 以 DCD 关 0), 便 得 所 求 的 平面 方程 为 
Z, Eu (5) 
a Ó e 


方程 (5) 叫 做 平面 的 裁 距 式 方程 ,而 abe 237 22.1 ryz 
MENRE. 


=, 两 平面 的 夹 角 


Bi F: q B kk #Ë [n] Tk ESTE REA VIE Rd ES 
GEI, Td H, 的 法 线 向 量 依 次 为 m= (AB C A m = 
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145 B C.I.L 那 末 平面 It, Til IT; 的 夹 
A 8{ 图 7 一 48) 应 是 Gin 和 
(mom) = x— (n, n) BÍ E tP f Bš 


前 ,因此 ,eos 9— [cos Gr. rs |. Rm 
GE V EEG: OE SUE US PE Fl H, 
和 平面 IL, 85536 f8 0 n[ BH 

cos 9 LA B Br ECCL 


Ai, VAHB 


E] 7—48 


(6) 
来 确定 . ， 
从 两 向 量 垂直 、 平 行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 得 下 列 结论 ; 


IH, H 互相 垂直 相当 于 AJA FB B 3-C1C? —0; 


B, C, 
IU, 互相 平行 或 重合 相当 于 全 一 录 一 已. 


Hs 求 两 平面 LZ BD HI 2r 十 ?十 zx 一 5 一 0 的 夹 


fa. 
解 ” 由 公式 (6) 有 
_ [1X24- C712 X142 X1| 1 
cos B =>, 
"rr? » LEFI 2 
因此 ,所 求 夹 角 = £ 


Gil e 平面 通过 两 点 M， (1,1, DM MALO, L—DH3EÉH- 
平面 * 十 ?十 = 一 0, 求 它 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 平面 的 一 个 法 线 向 量 为 


=(4,B,C). 
HM,M.= { 一 1 SD, 一 2} 在 所 求 平面 上 ; 它 必 与 n + ,所 以 有 
— A— 2C — 0. (7) 


又 因 所 求 的 平面 垂直 于 己 知 平面 zx 十 ?十 = 一 和, 所 以 又 有 
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A+ B+C=0. (8) 
由 (7)、(8) 得 到 
A-——2C, 
B=C. 
URS E E IED J 8 J 
AC(c—124- BCGG,— D H-CXG— 1) —0. 
将 A——2C E B=C 民 人 上 式 , 并 约 去 COC 了 0), 便 得 
—2Mr— DH y DD + (2 1)=0. 
或 2x—y—z-0. 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 . 
B7 设 Pose rm RANA Ar By AC D= 0 外 一 点 ， 
R P 到 这 平面 的 距离 (图 7 一 49)， 
E EFELER- A P. (zi s> 
xz ,并 作 一 法 线 向 量 m, 由 图 ?一 49, 并 考 
RE SIP,P, n id sc fa tb BJ 8Ë 32: bt fa , 8 
Bir SR ERI EE B 


d— |Prj, P ol- 


SS n A ET TEE "EM 
那 末 有 


Pri, P = P 4 aa 


. A B C 
n =l JEFE O AFRO AFB]? 
PP xi Yo dt sn 7 £1 HI 


所 以 
. PEF, Alr r) Blyo— an) Cn z) 
PAPA ees JAFE A FO 
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_AxotByo +Czo— (Ar, + By + Cz) 
v AT BSEC! 
BT Az d By T Cz 2- D—0, 
D Ar + By Cz, + D 
E Pih PiP ==. 
de io VAF EE 
由 此 得 点 Por, yo zu | E HI 4r 十 如 ?十 Cz 十 五 =0 WEN 
AX: 


= | Az; + By 24| 
例如 , 求 点 (2,1,1)? 到 平面 = 十 y 一 十 1 一 0 的 距离 ,可 利用 公 
式 (9), 便 得 
g a l1X2+1X1—-1X1+11__3 7, 
VPF DO? s3 


A M 7 一 7 


1. 求 过 点 C3,0, 一 1) 且 与 平面 3r 一 7y 十 5z 一 12 二 0 平行 的 平面 方程 . 

2.。 求 过 点 上 大 ,(2,9, 一 们 且 与 连接 坐标 原点 及 点 M 的 线段 OM. HO 
平面 方程 . 

8. RAOL 13.72, 2.20208 0, — 1,2? A ELE KEE 

4. HA TAS PENSA. AMADA: 

(1) x—04 (2) 3y—120; 

(3)2z—3y—6—0, (4) z— Y 3 y=0) 

(5) y+z=1; (6) 工 一 20; 

CD 6x 5y—z-—0. 

5. 求 平面 2z 一 27 十 * 十 5 一 0 53 p 5 Pr IL GE 0 20e sk. 

6. 一 平面 过 点 (1;0, 一 1) 且 平行 于 向 量 a 二 (2,1,1} 和 Bb 一 11; 一 1,0}， 
试 求 这 平面 方程 . 

7. 求 三 平面 上 十 3y 十 z 一 1 .2 一 % 一 z 一 0 一 了 十 2y 十 2z 一 3 的 交点 . 

8. 分 别 按 下 列 条 忻 求 平面 方程 : 

{1) 平行 于 0r 面 且 经 过 点 (2, 一 5,3); 

(2) 通过 = 轴 和 点 (一 3,1, 一 2)1 


d (9) 
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(30 平行 于 > 轴 且 经 过 两 点 (4,0: - 2288 05.1, 72. 
9， 求 点 (1,2,1}) 到 平面 x 十 2y 十 2x 一 10 一 0 的 距离 . 


第 八 节 ”空间 直线 及 其 方程 


一 、 空间 直线 的 一 般 方 程 


空间 直线 艺 可 以 看 作 是 两 个 平面 和 H, 的 交 线 (图 7— 

300. 如 时 两 个 相交 的 平面 和 IT; 的 方程 分 中 为 Ajo By elt 

十 sp 和 Act B,y Cie D.—O0.8EGK ERE OL Lët (A^ 

标 应 同时 满足 这 两 个 平面 的 方程 , 即 应 满足 方程 组 
人 


a 
Aach B,y+C,z+ D,— 0. 


zZ 


图 7—50 
反 过 来 ,如 果 点 M 不 在 直线 工 上 , 那 末 它 不 可 能 同时 在 平面 
I; # HI, E PLE 8 A s A ALIE Jr REL B CIO. 因此 ,直线 工 可 以 用 
方程 组 (1) 来 表示 . 7r E tB C nU gi Es [8] Ë E 80 75; Fe. 
通过 空间 -~ 直线 Z B E TEL X 8 A RUE EXE OGER & TU 
面 中 任意 选取 两 个 ,把 它们 的 方程 联 立 起 来 ,所 得 的 方程 组 就 表示 
空间 直线 L. 


二 、 空间 直线 的 对 称 式 方程 与 参数 方程 


如 果 一 个 非 零 向 量 平行 于 一 条 已 知 直线 ,这 个 向 基 就 叫做 这 
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条 直线 的 方向 向 量 . 容易 知道 ,家 线 上 任 一 向 量 都 平行 于 该 直线 的 
方向 向 量 . | 

由 于 过 空间 一 点 可 和 必 而 且 只 能 作 一 条 直线 平行 于 一 已 知 直 
线 , 所 以 当 直 线 工 上 一 点 Mo Gros yos zo) AE IE — Jr I8 j RE s — 
mins pl 为 已 知 时 ,直线 上 的 位 置 就 完全 确定 了 . 下面 我 们 来 建 
立 这 直线 的 方程 . 

设 点 人 M(z;y,z) 是 直线 上 上 的 任 一 点 , 那 末 启 量 肝 ;及 与 上 的 
Jj Vp eg d s OE dT CB 7 — 510. 所 以 两 向 量 的 对 应 坐标 成 比例 ,由 于 
M.M = Ltr Los Y yor eo NIE (emeng, p) :从 而 有 


X X M Yo Za q 


v (2) 


图 7 一 51 
反 过 来 ,如 果 点 M AB L E. BE 3 H T M.M 55 s AY 


行 ,这 两 向 量 的 对 应 坐标 就 不 成 比例 . 因此 方程 组 (2) 就 是 直线 L 
的 方程 ,叫做 直线 的 对 称 式 方程 或 点 向 式 方程 
直线 的 任 一 方向 向 量 * 89 ER mons p U| OX AR 80 — i JE 


T Yma p "PUB — T ZEE N m= 0. TE fain, 3 EB D 3 WJ > 
I— 10» 
da 
n A , 
H map PRA TE, BO m=nr=0, M pA PF , SETTE! 
[fm 
y— yo 7-0. 
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向 数 ,而 向 量 s 的 方向 余 况 时 骸 该 直线 的 方向 余弦. 
由 直线 的 对 称 式 方程 容易 导出 直线 的 参数 方程 . 如 设 


n n P 
r= zm, 
那 末 €— (3) 
z=% + Pr. 
方程 组 (3) 就 是 直线 的 参数 方程 . 
例 1 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 
工 十 ?十 = 十 1 一 0， 
MAMMA 
解 ” 先 找 出 这 直线 上 的 一 点 Croryo;20). 秽 如 ,可 以 取 rol, 
代 太 方程 组 (4) ,得 


(4) 


?十 z 一 一 2， 

1y 一 3z 一 6. 
解 这 个 二 元 一 次 方程 组 ,得 

Yo=0, m= —2, 
即 中 ,0, 一 2) 是 这 直线 上 的 一 点 . 

下 面 再 找 出 这 直线 的 方向 向 量 *. 由 于 两 平面 的 交 线 与 这 两 

Ó d BER] ME a= (121,1) — 12. — 1,3 HEB RE Ë , Pç PI BT W 
i j k 
1 1 1 
2 —1 3 
因此 ,所 给 直线 的 对 称 式 方程 为 


s—mxm-— —4i— j— 3k. 


A SL y ET 
4 
得 所 给 直线 的 参数 方程 为 
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=. HERA 


E ESE E PLUIE ERES TES 
EE L, HL. 的 方向 向 量 依次 为 51 = imm. prm Ss = 


IL TL £f) BEAR L, 和 L: (03 ff y WR (s, ss.) TH C— 8 i s.) 二 一 


(si) 两 者 中 的 锐角 ,因此 cos p= [cos (5,252) |. 按 两 向 量 的 夹 角 
HARRAN HR L, 和 直线 L, DICA p ST iH 
[mi im; T nin, + Bib; 


COS p= 
N mio nib eN mid ni + HM 
来 确定 . 


从 两 向 晶 答 站 .平行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 得 下 列 结 论 ; 
两 直线 LL. L; ENTERA mum, Lane F fip = 0; 


两 直线 L L 互相 平行 或 重合 根 当 于 琶 =Z, 
H d bz 
1 


zl y st? x y+2_ x 
582 RER LS = a = H 


* fü. 

E ESL 的 方向 向 量 为 一 411, 一 4,1} ;直线 上; 的 方向 向 
EA 5—12,—2,—11. HER LLORAR AS ARMA 
(54 


(5) 


i1<X2+(—4)xX (—2)+1>x(—1)| 


cos p= 
Y FFD FE 。 DECK 
1 2x2 
v2 2 
所 以 s=- 
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B. BST ER) 


当 直 线 与 平面 不 垂直 时 ,直线 和 它 在 平面 上 的 投影 直线 的 夹 
fü PCO<9< 方 ) 称 为 直线 与 平面 的 夹 角 ( 图 7 一 52), 当 直线 与 平面 


垂直 时 ,规定 直线 与 平面 的 夹 角 为 了 . 


LG 


E ?一 52 
EHA EHAA s= {mn p), E E a ECH n= 


(ABC ,直线 与 平面 的 夹 角 为 ER p= | — Ga LE 


sin p= |cos (s.n) |. FI la] B AREA kn OR SCR 
|. Am Bn+ Cp | 
IAFBRO wt EP PE 
因为 直线 与 平面 垂直 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 问 
基 平 行 ,所 以 ,直线 与 平面 垂直 相当 于 
A B C 
AA F 
因为 直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 直线 的 方向 向 最 
与 平面 的 靶 线 向 量 垂直 ,所 以 ,直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相 
当 于 


sin g= 


(8) 


(7) 


As Lt Bn-- Cp-—0. (8) 
例 3 求 过 点 (1 ,一 2,4)? 且 与 平面 2 一 3y 十 一 4 一 0 垂直 的 
直线 的 方程 . 
E ”因为 所 求 直 线 垂 直 于 已 知 平面 ,所 以 可 以 取 已 知 平 面 的 
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UE X pd 12. — 3,1 HE Br R H 28 069 Jr iB [6] Bi. 由 此 可 得 所 求 直 
线 的 方程 为 

x—1 y-c2 z—4 

2 一 3 1 


E, AM 


Ma SEI AH 和 2z=—y—5z=1 的 交 线 平行 且 
过 点 [一 3,2,5) 的 直线 的 方程 . 

和 解 ” 因 为 所 求 直 线 与 两 平面 的 交 线 平行 ,也 就 是 直线 的 方向 
向 量 s 一 定 同 时 与 两 平面 的 法 线 向 量 n. n; 垂直 ,所 以 可 以 取 
i j kk 
1 0 —4 
2 —1 一 5 


Lt: H X pn. = =— (443 GH k), 


因此 所 求 直线 的 方程 为 
z+3_y—z_z—5 


4 3 1 ` 

Bs RART RER Zeile 60 的 
交点 . 

E ”所 给 直线 的 参数 方程 为 

=2 41, y=3 +r, z=4 + 2t, 
代 人 平面 方程 中 ,得 
HHH (34) (4+ 22) —6—0. 

解 上 列 方 程 ,得 :== 一 1. 把 求 得 的 上 值 代 人 直 钱 的 参数 方程 中 , 即 
得 所 求 交 点 的 坐标 为 


二 1],，Y 一 2， z=2, 


86 XXRCIOODESEATT UI. tems 


的 直线 的 方程 ， 
NÉ ” 先 作 一 平面 过 点 (2,1,3) 且 重 直 于 已 知 直线 , 那 末 这 平面 
的 方程 应 为 
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3(z—2)+2(y—1)—(z—3)=0. (9) 
再 求 已 知 直 线 与 这 平面 的 交点 ,已 知 直 线 的 参数 方程 为 
r——1-43t, y=1+2, z— —t. . (10) 


把 (10) 代 人 (9) 中 , 求 得 ARA 2 13 3, +). 


以 点 (2,1,3) 为 起 点 ， DEI 2 13 -paranna 


2 513. -i- EET 
— " > (2,—1,4) 


REO AA ARAS JES 
r—2 y—1 z—3 
2  —1 4^" 
有 时 用 平面 东 的 方程 解 题 比 较 方 便 , 现 在 我 们 来 介绍 它 前 方 


B. 
设 直 线 工 由 方程 组 . 
FM (11? 
Aj HB y HO tD: =00 (12) 


所 确定 ,其 中 系数 ALLBLLC, 与 Ar Ba Co 不 成 比例 . 我 们 建立 三 元 
一 次 方程 ; 

A cB y CE D, EAS + Bt Ca DO 0, (13) 
其 中 1 为 任 者 常 数 . 因为 A P.C 5 A,.B,.C, 不 成 比例 ,所 以 对 
于 任何 一 个 14 值 ,方程 (13) 的 系数 :4 十 14:、B + AB, C. +C, 不 
全 为 霍 ,从 而 方程 (13) 表 示 一 个 平面 , 若 一 点 在 直线 工 上 , 则 点 的 
坐标 必 同 时 满足 方程 (11) 和 (12), 因而 也 满足 方程 (13), 故 方程 
(13) 表 示 通 过 直线 上 的 平面 , 且 对 应 于 不 同 的 4 人 ,方程 (13) 表 示 
通过 直线 工 的 不 向 的 平面 . 反之 ;通过 直线 工 的 任何 平面 ( 除 平 面 
(127? 外 ?都 包含 在 方程 (13)? 所 表示 的 一 族 平 面 内 - 通过 定 直线 的 所 
有 平面 的 全 体 称 为 平面 束 ,而 方程 (13) 就 作为 通过 直线 工 的 平面 
东 的 方程 (实际 上 ,方程 (13) 表 示 缺 少 一 个 平面 的 平面 束 ). 

a: RAR MN 在 平面 z 十 y 十 = 一 0 bd 
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影 直 线 的 方程 ， 
工 十 3 一 < 一 1 一 0 


W 设 过 直线 z—y+z+1=0 的 平面 东 的 方程 为 
(dy DH Ar ytet =D, 
Ep 
(1--A)z=+ (1—A)y+(—1+ A)z+(—1+à4)=o0, (14) 
其 中 4 为 待定 常数 . 这 平面 与 平面 y +20 Ë Ë 89 $ fF at: 
CHA) + 141 A) * 1H-C— 17-22 * 1—0, 


El A+1=0, 
"n uds A=—1. 
RAGOR AREFIEDTRA 
2y—2z— 2=0, 
Bi y—z-1=0. 
所 以 投影 直线 的 方程 为 
y—z—1=0, 
r+ y+z=0. 
习 ` 7-8 


1 录入 点 (4, 一 1,3) 且 平行 于 直线 一 一 子 一 + 的 直线 方程 
2. 求 过 两 点 MG. 2, DI 1 六 一 1,0,2) 的 直线 方程 ， 
3. 用 对 长 式 方 如 及 参数 方程 表示 直线 
x—ydz21; 
este 
4. RAZO- DESEA 
工 一 2y 十 各 一 ?一 D， 
| 


垂直 的 平面 方程 . 
5x —3y--32— 9— 0. 22 十 2y 一 2 十 23 一 0， 
5 FER MEME SER [apaq IED 
DE COE I 
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ek äu gesi, 3x-c-6y—32—8, 
与 直线 平行 . 
—żr— 7? Bam z-—0 


7. R RE CO,2 40 B. S PIDE BE xz 十 2 一 1 和 y 322 平行 的 直线 方程 ， 
8. RAG -DAANA H iE PE. 
工 十 了 十 3 一 站 
o 求 直线 | > BRE y z+ 1=0 893 fs. 
r—y—r=ü 
10. 二 确定 下 列 和 组 中 的 直线 和 平面 间 的 关系 ， 


mE Za 4r—2y—2z=3; 


6. 证 明 直线 | 


(2) == 2-78 3r—2yd-Tz—8i 


—2 
w 2 一 < 和 < 十 ?十 = 一 3. 
11. 求 过 点 (1,2,1) 而 与 两 直线 
[£+2y—2+1=0, Za y 4x0, 
le—y+z-1=0 —y+:=0 
平行 的 平面 的 方程 . 


12. 求 点 (一 1;2, 人 0) 在 平面 x 十 2y 一 z 十 1 一 0 上 的 投影 . 
'rdy-—zd1-0. 
13. 求 点 PP(3, 一 1:2) 到 直线 | 的 距离 . 
(2X— y r—4—0 
14. Eb M, 是 直线 工 外 一 点 :时 是 直线 元 上 任意 一 点 +* 香 直线 的 方向 向 
HAS Gu, SA, SSES LANE 


qe IMM xs| 
L ` 
21—dytz=0, 


15. RAR 在 平面 dr y hi1 圭 的 投影 直线 
3r—y—2z2—89-20 
的 方程 . 


第 九 节 二 次 曲面 


与 平面 解析 几何 中 规定 的 二 次 曲线 相 类 似 , 我 们 把 三 元 二 次 
方程 所 表示 的 葛 面 叫 第 二 次 曲面 . 而 把 平面 叫做 一 次 曲面 ， 
怎样 了 解 三 元 方程 F(z,y,z) 二 0 所 表示 的 曲面 的 形状 呢 ? 方 
法 之 一 是 用 坐标 面 和 平行 于 坐标 面 的 平面 与 曲面 相 裁 ,考察 其 交 
线 ( 即 截 痕 ) 的 形状 ,然后 加 以 综合 ,从 而 了 解 曲面 的 全 摇 . 这 种 方 
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法 叫做 截 痕 法 ， 
下 而 我 们 利用 截 六 法 来 讨论 几 个 特殊 的 :次 曲面 . 


-—. Wk 
由 方程 
a yy = _ 
aty Taal (1) 
DE ES DE. E JR 
H 13 (25 n 


E. Zei, “<, 
H Jelsa, lyl<b, Iz|=<%c. 

这 说 明 椭 球面 (1) 完 全 包 售 在 一 
个 以 原点 侣 为 中 心 的 长 方 体内 ,这 长 
方 体 的 六 个 面 的 方程 为 + 二 土 4,y 二 
+b,z— dc.a.b.c ubt Pk IB] S 


为 了 要 知道 这 一 曲面 的 形状 ,我 们 先 求 出 它 与 三 个 坐标 面 的 


A ES 
xa Y S LE. xta m 
(E RTT erm fetami 
z= 0; z=0; y= Ü 

这 些 交 钱 都 是 椭圆 . 


再 看 这 上 曲面 与 平行 于 rOy 面 的 平面 * 一 Cl Sok 
i +A Y =1, 
z Gl 2) = Leer? 


这 一 和 
REPE AHRR ERTEAN 


s 433» 


22d. dz, 变动 时 ,这 种 精 圈 的 中 心 都 在 = 轴 上 . 当 j= | h 0 


WW J SL c, 粮 圆 截面 由 大 到 小 ,最 后 缩 成 一 点 . 

以 平面 yl 0 Ria a (<a) ER M 
可 得 与 上 述 类 似 的 结果 . 

综合 上 面 的 讨论 ,可 知 糖 球 画 (1) 的 形状 如 图 7 一 53 所 示 . 

如 果 a 二 5, 那 末 方 程 (1) 变 为 

LX EL 

由 第 七 节 关 于 旋转 曲面 的 内 容 可 知 ,这 方程 表示 一 个 由 xOz 平面 
上 的 椭圆 


绕 = 轴 旋 转 而 成 的 旋转 曲面 , 叫 合 旋 转 精 球面 . 它 与 一 般 的 粒 球 面 
不 同 之 处 在 于 ,如 用 平面 z== (|= | 二 ec) 与 旋转 桶 球面 相 截 ,所 得 
的 截 痕 是 圆心 在 = 轴 上 的 图 

see, 


Z2—z 


其 半径 为 二 V OA. 
如 果 za 一 5 一 <, 那 未 方程 (1) 变 为 
=+ += =a, 
这 方程 表示 一 个 球 心 在 原点 O FBA a 的 球面 . 所 以 ,我 们 可 以 
说 球面 是 椭 球 面 的 一 种 特殊 情形 . 


=. mw 
由 方程 
Ze (p 与 g 间 号 ) (2) 


Zë Zo 
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所 表示 的 曲面 叫做 椭 敬 抛物 面 . 设 6>>049>0* 我 们 用 截 痕 法 来 考 
SSC EI. l 

《17 HERO 0y Cz — 0) 53 3 Bi TELE ML AR RS REIR O, 
0:0). 用 平面 == x, (z >>0) 截 这 上 曲面 所 得 截 痕 为 中 心 在 z 轴 上 的 
A 


e Y. 
i MES =l; 


它 的 两 个 半 轴 分 别 为 V apz E Dm PET TEST. ri 
心 都 在 = SB F. 平面 += x (z <0) 5 h RHA BOR M le 
LEVAS | 
(2) 用 坐标 面 zxOz(y 一 0) 截 这 曲面 所 得 截 痕 为 抛物 线 
a =2px, 
Ge 
它 的 轴 与 z 轴 相 合 . 用 平面 >=», 截 这 曲面 所 得 截 瘦 为 抛物 线 


cie 


PY 
. 
它 的 四平 行 于 = 办 ,顶点 为 | 9.22]. 
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G) FIERI An, FA PISI yDztlx 一 0) 及 与 其 平行 的 平面 r= >, 
截 这 曲面 的 截 痕 也 是 抛物 线 ， 
£x E Pç 8 , n] 316 B d E (2) 5 JE; 3 BHI 7 — 54. 所 示 . 
MR 8 一 9, 那 末 方程 (2) 变 为 
Ey (p>0). 
这 方程 可 看 成 是 由 xOz 平面 上 的 抛物 线 >° 22 Stt GE E mM 
A EE NA >Oy 面 的 平 
H 
z=; (xm 20) 
所 截 得 的 截 痕 是 图 
dy =2px > 
MM 
当 BB j , X Ph Bj ñ B ARA > HH F. 
由 方程 — Z 25, Q505) 


所 表示 的 曲面 叫做 双 临 抛物 面 或 革 形 曲面 . 读者 可 用 截 痕 法 对 它 
进行 讨论 . 当 p>0,9>0 时 , 它 的 形状 如 图 ?一 55 Bros. 


* 436* 


Fu -u-1 (3) 


所 表示 的 曲面 叫做 单 叶 双 曲面 . RE A E tz. 
(1) 用 平面 xDy(e 一 0) 截 曲面 (3 所 得 截 痕 为 中 心 在 原点 O 
586 El 


= X 
(ete 


z= 0, 


它 的 两 个 半 轴 分 别 为 a RA 用 平行 于 平面 * 一 0 的 平面 z— SW 
曲面 (37 所 得 截 痕 是 中 心 在 * Sh A 
E x zi 
RED 
T= fs 
VF TE RU DS T eR Ve. 


《2) 用 平面 rOz(ky 一 0) 戴 曲面 (3? 所 得 截 痕 为 中 心 在 原点 O 
的 双 曲 线 


它 的 实 轴 与 Sin. (Gab RARA Fr EW y 0 的 平面 
a y (y E608 HHL CAD BE URL E "Po fE y 轴 上 的 双 曲 线 


它 的 两 个 半 输 的 平方 为 下 LP — X8 P yt 
如 果 l<, 38 + XI 9 80 EMEA T W Si F fr T < 
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Hi. 

如 果 yib, E XZ dE Zü SERE TTCT E H, TK dek ff 
CH 

如 果 y — b, BATE y — 5 d di i C Pr S KOS 3 — XI tH x: T 
点 50,5;0) 的 直线 ,它们 的 方程 为 


z 2 二 | 这 一 
(e 利 [e =0, 


y=b y= 二 办. 
如 果 yy 一 一 5, 那 未 平面 y= — b 截 曲 面 43) 所 得 截 痕 为 一 对 相 


交 于 点 (0, 一 6,0) 的 直线 ,它们 的 方程 为 


r fs Xf 
E < O 和 Wë 0， 


y-—b yc —B. 

《3) 类 似 地 ,用 平面 yOztx 一 0) 和 平行 于 平面 yOz 的 平面 截 
曲面 所 得 截 痕 也 是 双 曲 线 , 两 平面 X= 二 土 a DEC LIIS 
两 对 相交 的 直线 . 

钳 上 所 述 , 下 知 单 叶 双 曲面 (3 的 形状 如 图 ?7 一 56 Bron. 


由 方程 Z go gl 
ml OR LR. D ERI ADU ETA. E 
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的 形状 如 图 7—57 所 示 . 


习 题 7 一 9 
1. m H T 9/7; 8 Br 28 F) HN i 
zo X ag CEA 
DIGITAL DA 
(3) lüz*--4y!— 2 —64. 
“Lo — ärt, 
2. am P ' 在 20y 面 上 的 投影 曲线 的 方程 ,并 指 
x= 
出 原 曲 线 是 什么 曲线 . 
3. 指出 下 列 方程 所 表示 的 虹 线 : 
3 z 2=%5, 2 2 一 36， 
a fF 十 所 十 起 一 25 a» N + 42 4-92 — 36 
Zä 3 一 1 f 
£o Ay? E i mer =0, 
(3) fF d+ 2 二 25, (4) 人 十 证 一 4 十 8 一 站 
a— 一 号 kk EI 
y z’ 
XE 1l 
of 4 
r—2= 0. 


4. BN 15 F P) 3 BH Bi Pr PS LE) sr H b ERE. 
(1) z==0,y=0,z=0,zr=2,y= 1, 3r+4y+2z—12=0; 


(2) x—U,z QT (ET Zut i: 


(3) z=0,z=3,z—y=ü0,r— Y 3 y m0, += UE EHI P5; 
(4) zz Dass Dags, zx! y! — R* y! E = R* CER A. 


总 习题 七 


l. 在 y 轴 上 求 与 点 4(1, 一 3.7) 和 点 B(5,7, 一 5 等 距离 的 点 ， 

2. B A&AABC 的 顶点 为 403,2, 一 1 .B805; 一 4,7) 和 CC( 一 1,1:2), 求 从 
顶点 所 引 中 钱 的 长 度 . 

3. 设 入 ABC Dä De, CÀ=b, AË e, E D bs A EEN DEF R 
用 向 量 ab, on AD. BEC, AER 

AD+BË-+CÉ= 0. 
4， 试 用 向 景 证 明 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 平 行 于 第 三 边 , 且 其 长 度 等 于 
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88 — Xu HEU E. 

5. 在 边 长 为 1 的 立方 休 中 ,OM N AL ELLO A bg, ROM TREO |. I; HE 
E XOÀTEOM Ernss. 

6. d lac-b|— ia—bla- i3, 5. Bl br lr dor R z. 


7. ik lal — V 3 bl 71 Gab T S EE Ka bis. 


8. it a1 3b] Ta—5b.a— 45 | Ta— 25, R lah). 


- 


9. as (2, -1,—21,5-:11,1,z). 0 z dul (ELIGE a b Rot HERR iH Jr 
最 小 值 . 


10. E lal —4. [bl — 3. Cab) =E E a 2b RI a— S6 为 边 的 平行 由 
边 形 的 面积 . 

11. iRa—(2,—3.1). be=(1, 2 3 一 (2 1 2 BH r ECH 
ari b,Prir—14ofK r. 

12. 8 a—(—1,3,2)1,5—12, —8,—4).€— (—3.12, 6] , EH = m ER 
b.c B EB a f b RR c. 

13. 已 知 动 点 及 (x,y1z) 到 rOy 平面 的 距离 与 点 MBAC 1,28 
距离 相等 RAM 的 轨迹 的 方程 . 

14. 指出 下 列 旋转 曲面 的 一 条 母线 和 旋转 辅 : 


- DIEN 

(1) z=2(=°`- y) (2) g 35 Tag b 
E z 

(3) z2=3(=°+ Y (42 s 


15. KERR ACH 0,00 0 BC0,0,1) 8.5 zOy ELS fs 85 SP IB 0 Jy E. 
16， 设 一 平面 垂直 于 平面 = 一 D, 并 通过 从 点 (1,--1.1) 到 直线 


DE LM SC EE S 


1?， 求 过 点 {一 1.0,4), 且 平行 于 平面 Br 4y-2—10—0. X 5j EE 8€ 


E 3. 二 相交 的 直线 的 方程 


18. GA AE 4(1,0,00 A 800,2,D0- HE z $h EO AO E ABC $ 
Bi EE. 
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—2—45— y, 
—(r-1)]1€C—1Y 
20. em, zi. vt —2r 所 图 立体 在 三 个 坐标 面 二 的 投 


在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 方程 . 


19. R 


21. EN H F 284 ENEE 

CO 抛物 柱 面 2y: 一 x, 平面 z= 一 0 及 1 I > + > 

(2) MAA A=1-2 ER yo 050 at y 1 
CD ARA VERA 22 0 yi 

OO ESE cio e EE El A, FA 0 A arl. 


=]; 


a gil" 


Wal 二 阶 和 三 阶 行列 式 简介 


给 出 二 元 线性 方程 给 
te Fat = bs 


21, agb,» 


db 


求 这 方程 组 的 解 . 
用 大 家 熟知 的 消 元 法 ,分别 消 去 方程 组 人 1? 中 的 rs 及 zx, 得 
ARAM — dbs ， 
(2) 
(Quan — 01:8; 23; — 21,0; — bas. 
下 面 引 人 二 阶 行列 式 , 然 后 利用 二 阶 行列 式 来 进一步 讨论 上 
述 问 题 . 
设 已 知 四 个 数 排 成 正方 形 表 


3 antz agaa ËR AGE BET XX T-S Di —Brir m). RS 


tu da . 
«E 
da Uo 
表示 ,因此 
Qi dí 
did ud. 
da dz 


数 an sai san san I BET Al SR CI BU IE AC d k ++ Et 
做 列 . 元 素 a 中 的 第 一 个 指标 :和 第 二 个 指标 j, 依 次 表示 行 数 和 
列 数 . 例如 ,元 素 ui 在 行列 式 (3) 中 位 于 第 二 行 和 第 一 列 ， 

现在 ,方程 组 (2) 可 利用 行列 式 来 表示 . 设 


du Cu 
—üq4227 Gh2GD > 


la Cu 
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b, ay 
D= = nas; — aie s 
b; ax 
a b 
D; = H ' = arb — baa. 
à Ë; 
则 方程 组 (2) 可 写成 
[Dx =D,, (20) 
lox,=P,. 


RIERS D 就 是 方程 组 (1) 中 z, K rs 的 系数 构成 的 行列 
式 , 因 此 称 为 系数 行列 式 ,而 和 Ds 分 别 是 用 方程 组 (1) 右 端的 
ERER D 的 第 一 列 和 第 二 列 而 形成 的 . 

E 口 了 0, 则 方程 组 C2) 的 解 为 

A, n (4) 

fe (AD P zr, s IRA TER ID [E RT IESE x, É x; 的 这 
对 值 也 是 方程 组 (1) 的 解 . 男 一 方面 ,(2) 是 由 (1) 导 出 的 ,因此 (1) 
E — EEDA 现在 (2) 只 有 一 组 蟹 (4), 所 以 (4) 是 方程 组 
(1) 的 唯一 解 , 由 此 得 出 结论 : 

# DAO 的 条 件 下 ,方程 组 (1) 有 唯一 的 解 


Si RARA 
r—2y——3 
2 3 
Ww D= ET 2)-3x1=--7, 
1 —2 
! 3 
D= Š | DAD 
一 3 —2 
D= ? 3 ET 3)—8X1-—-—14. 
1 —3 


A D— —7= 0, kk Br Pb Jy EA AE 
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LEA a _D, — 14 
D -7 '* Y^p 


下 面 介绍 三 阶 行 列 式 概念 . 
设 已 知 九 个 数 排 成 正方 形 表 


Gi; Hl (hs 
an Guo dl; 


qar Gaz Gan 


DIE amarras: F aaan F daaa — gd EE 
为 对 应 于 这 个 表 的 三 阶 行 玛 式 , 用 记号 
qo a, da | 
dn Gan da | 
da Gs; da | 
表示 ,因此 
di gg € 


da aj ay | aigua 4: q07303 0134) 43 (5) 


a -z de 
关于 三 阶 行列 式 的 元 素 . 行 , 列 等 概念 ,与 二 阶 行 列 式 的 相应 
HEAR FE. 
(50 式 右 端 相 当 复 条 ,我 们 可 以 借助 下 列 图 形 得 出 它 的 计算 
法 则 (通常 称 为 对 角 线 法 则 》， 


— Gs 


十 — 
Pl iF M Z E P8 B| 6 F PUO CER E UG E fl 
到 左下 角 的 直线 称 为 次 对 角 线 . 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 ,以 及 位 于 
主 对 角 线 的 平行 线 上 的 元 素 与 对 角 上 的 元 素 的 乘积 ,前 面 都 取 正 
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"Gaëtan A ¿121033 — A 023032. 


号 , 识 对 角 线 上 元 素 的 乘积 ,以 及 位 于 次 对 角 线 的 平行 线 上 的 匹夫 
与 对 和 角 上 的 元 素 的 乘积 ,前 面 都 取 负 呈 . 
例 2 
| 2 


1 2 
4 8 1|=2X3x54+1X1X242x(-4)X3 
3 8| —2X3X2—1XC-4)X5—2X1X3 
一 30 十 2 一 24 一 12 十 20 一 6 一 10. 
利用 交换 律 及 结合 律 ,可 把 (5) 式 改写 如 下 


| ls Aia 


É 


| ar d gy | =G (gotas — 023032) A (Qua — Gaia? 
DG — das Gan +a, (421437 — Had ). 
把 上 式 右 端 二 个 插 号 中 的 式 子 表示 为 二 阶 行 列 式 , 则 有 
dip Ly His ; 
yp Gan Un da da Xu | 
Qs] Gas dz | — " Oz Tas l- 
das da Guo a d: Gaz) 


da Gas Ga 
上 式 称 为 三 阶 行列 式 按 第 一 行 的 展开 式 . 
例 3 将 例 2 中 的 行列 式 按 第 一 行 展 开 并 计算 它 的 值 . 


|? 12 3 1 — 1! 4 3 
DE 
s | 3 5 2 5! 2 3 
| 2 
-2x12—(—22)-2x(—18 
—24-4-22— 36 — 10. 
习 题 
LL 御用 二 阶 行 列 式 解 于 列 方 得 组 
[Sr—yv2, 1 37 一 47 一 2。 
Mm a» | 
¿da Muss Di KE ECKE 


2. 利用 对 角 记 法 则 ,计算 下 列 各 行列 成: 
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2 0 1 | |: -2 4 
WK i - 4 un (25 ¡10 2 18 
—1 8 3 i | 1 2 z 
3.4 2 1 ] 1 
(3217 5 Ij; (43 |1 l+a 1 
3 2 4 1 1 1+6 
3， 将 下 型 行列 式 按 第 一 行 展 开 并 计算 它们 的 值 : 
1 2 3 —1 2 2 
{1) |3 1 2j; (27| 2 —1 z 
2 3 1 2 2 = 1 
4. 证 明 下 列 等 式 : 
qi “z E 
du ui Rl Aa 
(1) |an Ge a] ada dr das 
das Ga Ug dz 
da dy ls 
du de 
— adz 1 
Ga ag 
dy “hz o dis 
az o qs qia “s 
(2) lan de gy | = daa — das 
Ger n qa Goa 
da Gig da 
a a 
as 1 Wi 
qa Gas 
[ 注 : 上 面 这 两 个 等 式 分 别称 为 三 阶 行列 式 按 第 二 行 和 按 第 三 行 的 展开 
A. ] 
l- G2 z=1, y=3; (2) z=—22, y=17. 
23. (D —4, (228; (3) —48; (4) ab. 
3. QD 18; (2) 27. 
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附录 


DEMORA 


y 


y—ax*. 


(3) 概率 曲线 


儿 种 常用 的 曲线 


(2) 半 立 方 抛物 线 


y sar’. 


(4) HTA 


> = Ta 
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(5) # np zx (6) SR F JL JE X 


x54 .y!— Sary-0. 
— 3a o _ 3agt 
12-8 77 qa 


y!(2a2— 2) == z*. 


x 


C) BESA BE SR ñ — R0 (D EX 


Eod (re 8). 


y-—a(1- cos 0), 
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(9) GER CA ER £E 8 — #h 5 (10 PEA au p 2k 


a+ y Harsa V riy, ab. 
r=a(1l—cos f). 
(11) HAE (125 XX pij ML ES 
a 
r=e"?, rü—a 


. 149» 


(13) AAAA (14) EE EVE Ea 


(a? Ty5*-—2a*ry,. (xi Y, 


. rn 
ri—a sin 26. r=acos 2B. 


(150 = H Er 38 #ë (16) = ht emm $Ë 


r=acos 38, r —asin 36. 
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(17) Pi hp pr 38 £R (185 DUDE £X, 


r=asin 26. r=acos 28. 
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. 附录 了 五 R 分 X 


《一 ) EE ax 十 b 的 积分 


de _ 1 ， 
1l. |Z =H nlae+ol 4C 


g. | (ac orar= tart ld C (pi — 1) 


li 
alat]? 


D 3. | Z di=l tar+o—ónler+ bD +C 
ardb a 


Vs = - (Zen) Am —2blarto) Hoin las] | C 
te 
» | ZGrp7 kh jn |t 1e 
em watss] +e 
a. | az ls | axt "äs laxo -ae 
NW | zar ER RIPE jin] EEE | TC 


{二 ) 售 有 ar 十 2 的 积分 
10. | vac t bdo éi V (ax b) -C 


M. IE Deeg Csax 一 20) V Gaz Fb) +C 


12. Pa Var +bda= E seta 12abx-4-8b) V Carora 


13. ter Diar 20) Vaz bL C 


i 
14. | — ata 4a8z 十 862) Varth C 


ar-+ b 1 
lo] Mere V Ë ie SS 
; de Var+t+ V b 
15. | tE - 
x x arti 2 arto 
arctan e +c (6x0) 
Y -—b 
16 I de ~arto a | dz 
- z: arb br Seege? 
17. | varti =a vasos | dr 
x Yar+b 
18 Varth g, M arb | sf dz 
2 z 001. Varr 
“三 ) 含有 rta meus 
19. zu =L aretan I LC 
2n—3 dx 


I 
Mn M 


21. E z =—a 
- aia Le 


(Eg) 含有 arti (a>0) 的 积分 


tC 


1 fa ^ 
———carctan4/ —=+Ü (pn 
/ ab b 


"T 
e — C (60) 
2 4 一 V a r+ — 
— a A 24 
23. [zx za lax TE Ge 
= x & 
24. | ze 2E 3b 
dr 1 
25. [er A" Err 
26 | dx 21 a dz 
` xj Ga +h) bx b larka b 


2€8— Da? J (zt pat)! 


dx laz” tèl 1 ， 
27. E Hast) Ech mc 


= 
25. | IL: DIC ESSERE: arb 


{五 ) 含有 az 十 5r 十 c (am 的 的 积分 


arctan Zar th FC C 4a) 


2 
d Ac — E? Y 4ac — E 


29. ¡== 
az "fieri 2ax--b— v b ¿ac 


ln | | +C (Plac) 
4 b—4ac (Zock v 05 — dac 
x 1 z h | ds 
30. eL zal” lar ba=cl 2a ZT Br 


EC v xa H et E 


31. [ =" z LE scht zl. Va? --a! )--C 
ate 

32. [ dz z +C 

lata aš ata 
33. | 人 

wa 
34. | = dz 一 l ac 

v (z: + ay Fria? 

E gð z a “2 Lat e 
35. | Z= 2** +a 2 latat v aida 
36. dz= — garp het» / a:)+C 


x 
j "i Gri day z 工 : 十 
37. | dz An SH 


工 e a EA 
dx Mae 
38. = z LC 
rt V zj a= 


Z 
39. j ETT = > zai E n Gk Maa O 
40. | V GP Ea y de= AR Qa! cba!) ate 
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+ a defi ei 
41. IE yr aide SV G'* J-a* Y +C 
A 
42. fe vai adr= 3 (x Ja!) Vita sno y xat +C 


d AB D A d wi 3 
43. ¡ES w x* -- a + aln RS EE 


+Ç 


44. f zta = 和 十 Inkz 十 V xt Ray 


(七 ) AB Vx —a (GID«BÍm 
一 并 Tareh Le! 上 全: 一 医生 十 V z22—a | +C 


45. |== 


一 
1 
48. Í = dr 一 +C 
Y fai —a y EE 


z 
49. | 一 二 一 业 = 三 Vea S-In jar Va |+ C 


i — a 2 2 
r4 
so. [ T dz: T +I]n|=+ v z2—a | +C 
Gri — a? xi — a 
51. |— E - aeos = +0 
2 1 a EZ 


dr v x? — Aa 


2 223 ar 
53. j Vi Cafe 二 ai net Ia O 
54. f Vara de= A (22 — Sat) Via 

+ hala lar dei li 
55. |z wf eler GI yc 


+Ç 


* d55* 


4 
36. ES Y ad (ai di m ¿a — Sn la+ daa O 


D z 

- EE a 

57. | “dr Val al —aarecos — +C 
T FI 


2 a ina? 
58. | A ago E Maze a! d +C 


(AD 8 va —x (a>0) 的 积分 
I dí 


59. —arcsin 三 十 C 


60. 


êl. 


62. 


64. 


65. 


66. 


| 
| 
| 
63. Í = dz 一 一 三 Vd = arcsin C 
| 
| 
| 


2 
a . = 
arcsin — +C 


2 


68. | Vai (Ga! — 229) fama 


67. | a dre at— xi 4- 


+ ataresin RC 
8 a 
69. IE v a*— atar 3 yaa +C 
r — A - 
70. | zi YVai—atdr> A Cafi —a*3  a2— x? ] 全 arcsin z EC 


3 一 一 一 a— waa c 


Tol 


y of yo Ar a! — ye 
72. — d:— 1 


` X 
arcsin — +Ç 


CA) AR laitier (a>>D) 的 积分 
In|2ar +12 Va Vawtbz=+c | +C 


73. [ -= 
Y ERO y 
74. f v — axt brc 


E V a vas tortel +C 
8 


dz 二 l v ax? Lk 


ka 


75. |- 
AGE 二 下 十 二 


b In| 2ar+bt? Ya Maxi d-bx e| +C 
Pi a 


2 
dr 1 . 2ar—b 
76. [ = arcsin +C 
v cethrar? Ki v B* + 4ac 
77. Í yetir side BE 5 ST ba am 
i 
M" 十 dar sin |:2ax—6 b +C 


ATC: 
8 fr v b dac 


. 1 ar—$ 
78. Í I de= — —- y ether ar + hn AT ———— EC 
V eM bx ar" e bit 4ac 


Cr 含有 tt wz 一 (一 了 的 积分 
19, | jar 0 ZER Bai ea e V TaD +C 


5 
80. | cem Lë) a + (b—adaresin Sa -C 


RL 240 tab) 


— = Zarcsin 
| Y (z—ay(b— z) Ni 
82. J V Ga a Í EZ VG =a) (0— z) 


EEN Je EU 
+ n arcsin ba +E tamh) 


4577 


(十 一 ) LERMA 
83. [sin xdr=—eos z+C 

84. IE ada=sin r4-C 

85. | tan zdr —In|eos z| +C 
86. feo zdz—ln|sin z| +C 


87. | sec zdr=ln 


tan [ zz) | +C=Inlsec=+tan z|--C 


88. [eso ada =1n 


tan > | -FC—in|ese x—cot x| + C 
83. [sectzdz=tan z=+C 

90, j esctada= —eot +C 

91. IE xtan rdr-—sec r+ C 


92. [ox vot dr 一 一 Cac € 


invada EL 
93. | sintada 2 n sin Zr—C 
H. [esta Ses inZr--C 
55, j sin"xda = — las izeos 工 十 二 一 1 J sin" rdr 


96. [zas = Zeng lxsin MN “dx 


97 de 1 , cosx SE E 
" | arse al sin ls sin" tr 
98 dr _ 1 , sinc E -zf de 
cora n—] cos Ir a) 
99. [ cos" zsia" za = cos" ed p | er saq 
== mon 
= — 1 w +` n^ 1 ij a—ł 
= app tsi r+ min cos" rsin" “rdx 
. _ 0 | 1 u ， 
100. sin sacos bxdr = patos to) apesta byz+ C 


+ 458 ° 


- . 1 . , . 1 . 
101. ES arsin brd agp ne | 5x uc P yn (a br +C 
— 1 1 1 i — 
102. ¡ES ¿LICOR brdr—=> ¿pan Gab) t oa pn (a— bir tHE 
atan — + 
artan —————— +E (atp) 


lw bini Je Va 
1 atan ÓN va: 


104 J de AT 
atsin r Jpg atan q ++ 5 — a? 


—b 2 2 
109. pr z RE Sarctan | Algen 3) +C GI 


[axi 


in LC Cate b 


x 
+ 
mo U^ 2 Nb—a E 
108. [sz E: IT ^m " re +C GP 
tan 二 一 
2 Nba 


dz 1 b 1 
107. {a 项 arctan | un] +Ç 
btan r--a 


de 1 in 
btan x—a 


108. ¡arar Ze ab 


+C 


109, | sin ardz 一 点 sin az 一 二 zeos artc 
110. [asin axdx= — cos ar yasin az-- Dcos art 
111. | cos ardr= eos art L asin art 


112. J acos ardr = 1 xsin ard D cos ar— Zain BEE de 


(十 二 ) ET EMIR OE a0) 

113. | aresin 三 dz 一 zarcsin 三 十 dei ai 

134. [ zarcsin Zar! z2) aresin 4 1 Vat si +C 
115. UH 三 dz 一 五 arcsin Ea Var 
116. | arecos Z dx zarccos 三 一 Ee e 
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d PA 
— =- | arccos = a 
4 | a 


117. | zarccos 二 dz 一 | n 
a á 


118. E dr T arccos - lg F2a0 Vea RC 
118. f arctan 过 dx 一 zarctan E nta 404 C 


120. | zarctan 二 dz 一 i Ca? + x=*)arctan 三 + 


v . 3 
121. | zzaretan = da= arctan = — 3-4 P lnla pa) O 
a 3 a 6 5 


(Z) SAER EE ob ESL 
122. Leder: +C 
123. [eras dec 


124. IE Vie LC 


一 ct (asin &x —bcos bz) —C 
129, | ecos brdr= vg (sin bx-Facos bz) +C 
130. | e"sin"bxdx— gae "ar(asin 5x: — nbcos br) 
+ nape A | etsin" :prdx 
131. f e"*cos" bad zr — zugute '6xCacos bx nbsin bz) 
十 UO ay f e cost thrdx 


“十 四 ) 含有 对 数 函 数 的 积分 
132. [n ada=aln parkt 
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l dz 


133. I =]n |in z|--C 
J rln = 

134. | In ade anni ln — +C 
J n+l i | atl; 


135. | (n z)"dz-—zr(n zy"—n| Cn z)" de 
136. | z^ dn dz = xp 0n z"— | 


《十 五 ) 含有 双 曲 函数 的 积分 


la” ddr 


137. IE dz 一 ch dC 
138. IE xdr-—sh z+ C 
139. | h zdr—inch z+C 
` x l 。 
140. sh'zdr— eich a a 


141. [asas 5 +s 2r+C 
(十 六 ) 定 积 分 


142. f cos nedz = f sin nzdz—0 


_= 


143. cos masin srdr = Ù 
a [ds mon 
144. f COS "LrCOS nada | 
nd | T. MEn 
z O, mien 
145. | sin rsin nnda 
We In, msn 
Ce x Daf mn 
146. | sin masin nadar = f cos macos rd r= | 
JE Ú Imi, mon 


n Li 


147. Ze: l: am":dr-— F Coslrdr 


n 
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— Cl, a A: AA = 
了 ,二 » 273 5 3 m KP LBIIESO., 1 
4—] n—3 3 1 ux EE: 

了 .一 a taz" ` 4 92 y n E 83) T — 
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习题 答案 与 提示 


第 — E 


习题 1 一 1 CR 16 页 》 


. (1) (2.84. (2) [0, +00); (35 (一 33)+ (40 [-1.77 
2. gg X h&(— co, 4-002 , fl E — 1,1]. 
4. a» 21) A 2025,15. (1, 4-902; 


m 


(3) eil H x41. B C720, D, C7 1,1, +0); 
(4) r> a 123 — 2, Bl (—>00,—2],[2,+00); 
(5) r3£— 1,51 Ha 2, M2, D + (1,1), (1, +00); 
(60) 40 BH — T1 m MÍ 1,0), 60,17, 
(D -2«ux«2.810 2,2) 
(8) 11 B 12, B (— 99,0 (1,2, (2, 4-09. 
6. FOO=2 FD m / S FCD m vi | 2) = 证 4331, 


FG) m V Ad zü a RI v A+ (zo +h), 


ill os 


8 E! 
8. CD Ri (2) ESE BES TEE 
(3) RER: (4) 奇 国 数 ; 


(5) EEES PS 3k COO DR E S. 
106. gri =r’ 3 R (B EE O 6r dE A In. 
11. (3) HR SRH 10 SE. 
e 463* 


12. (3) 提示 :利用 三 角 痛 数 的 和 差 化 积 公 式 . 

u. (1) 是 讽 期 函数 ,周期 2 一 2x:(2) ON JBS E, 
(D 是 周期 函 邹 ,周期 z 一 2;04) 不 是 周期 函数 ; 
(5) 是 周期 函数 ,周期 ?一 民 


5 E 1 — 
15. {1} y=34—1; (2) cinis 
` er X. DE EE 
(3) y= Mb ade 0 或 5 一 0arx 天 0 时 反 范 数 与 直接 


BR ERR u). 
16. Hz 2 或 小 于 w 2 的 任何 正 数 为 他 


习题 1--2 (第 31 页 ) 


I. CD aa, BO, 0-02); 
(2) zs km cnl (—0,clok2,) 
(3) 2 xs R2, A]; 
(D z350 B z3, B — 09,00, 40,3 i 
(e> LBC, Ho); 
(8) 70, EP (— 65,0) C0, + so). 


tó 


FO 0 02-3. | 
fa-—. 
E 
3. GC -= v2 = 


Dr 2- 
=> 


BB. CI y= Arcsin =: 


2 
(23 y= = — 
= LEY. 
(3) vlog: lox 
. o, 1 3 
e GOMA E 
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(2) y= sin LET 
(3) y= Fay V 5} 
ER e pd eye: 
(8) p=e™ y Vae. 
19. 02 11, HR[— 1.175 
(2) Las, (än | Dx] Gi—0, E ld 


(3) -ar a Bas ias 
1 


(0 X La > MI ar 1 ar ML ala]; 
aL MIA AE 
f 1, 0, fe, iz|<1, 
1i. /[gür)]=4 0, r=0, gifi]es1. lrl=1, 
—]. >Ü; et, |æ |54 


uP 


^ cos a sin or 


15. potep 2005405, pop Y Satan 40". 


E" sin 40* 
EN ath? — 
16. V TR Zeche Lea, 
iO. 15r, As BD 
17. 3=| 
17.54 0. 256 500,7 7 50. 


习题 1 一 3 (第 42 页 ) 


1l. (20; (20, £222; {4) 1; GO 没有 极限 . 


3. lma=% N= EN 


Me 


JE 1-4 ‘第 50 页 ) 


5. 2. RGR HR HD r E emu. 


H 


6. lim f(xJ— lim /(z2—1. Hm/f(z)=1; 


rü r—460 +] 


lim eicht, lim gCz) —1,. imp RIF fE. 
==. ü Im pb :- 
习题 1 一 5 (第 54 页 ) 


1. 两 个 无 穷 小 的 商 不 一 定 是 无 穷 小 .例如 :a 一 4zr,B 一 2z, 当 < 一 0 时 都 


是 无 穷 小 ,但 B Y x0 BPO RESP. 


_—1 

10142 

4. 002 2. 提示 :应 用 本 节 定 理 1; 
(2) 1. 提示 :应 用 本 节 定 理 1, 


6. y 二 zeos x 在 (一 co, 二 co) 上 无 界 , 担 当 x->ce 时 ,此 函数 不 是 无 穷 大 ， 


3. D [rl 


习题 1—56 (第 63 页 ) 


10-9 (C2) 0; GO DET (5) 2xi (6) 2; Ds 
(8) 0 GE 0902; ODB an +: a2 2, (14) —1. 


2. (1) so; (2) oo (3) æ. 
83. (120, (230 


习题 1 一 7 (第 71 页) 
1. (Des (203; DE (0 ls (5)2; (6) x. 
2. mit, Des BD Ge 
EN 1 1 
4. (D EZ: 1 SS 


"T o 
e UM nam mmn n?n’ 


(D 提示 ,x 二 2H xc A (LI REO ELDER 
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taa 


习题 1 一 8 (第 74 9D 


. x—0 H[.x?— RE 2r— MA 
. 《1) RR, SE ES (2) 3E fft EE E 
. (1) $i 

(2) Diaen 时 ) mn BED conn BË); 


1 
(3) EE 
习题 1 一 9 (第 80 页 ) 


. (1) (tz) 在 [0,2_ 上 连续 ; 

QD F(z) 在 (一 20, 一 1 与 (一 1;, 十 中) 内 连续 ,z+ 二 一 1 为 跳跃 间 晰 点 . 

，{1) r=1 为 可 去 间断 点 ,zf 二 2 为 第 二 类 间断 点 

(2) x—0 和 zx 二 kn 十 也 为 可 去 间 斯 点 ,一 ht 天 0) 为 第 二 类 间 斯 
BR. 

(3) x—0 为 第 二 类 间断 点 

(4) r1 为 第 一 类 间断 点 . 


z, |x|<1s 
- Jin) = 0, |z]|=1; z=i 和 = 一 一 ] 为 第 类 简 断 点 . 
—z., |x|71. 


习题 1 一 10 (第 85 H) 


. BERE [Al LC 00.7 324€ — 3. 22 (2, +00); " 
lim / ah, lim (2 — — timfta)=>0. 
red Z x D oras 


. OQ VS: Qi (0 "T (5) 2; (6) cosa; (D 


.On OO; GO ve, Me 


. q—]. 
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习题 1— 11 (第 91 页) 


3 Hoc CHO EL SE mM 分 虽 为 (xz) 在 


n 


[zze] 上 的 最 小 值 及 最 大 值 . 
5. 车 (a 十 0 及 了 (5 一 0) 存 在 ; 则 F(z) 在 (的 内 一 致 连续 ， 


总 习题 一 《第 91 m) 


(3) 必要 ,充分 : (4) 充分 必要 . 
2. 是 . 
e, az, 


3. y= 
| -x,. SH. 


"ETE T A A 89 E PR AE. 
s. C-o50] {2) [heh (D (o, 77 


n=0, tl. 


(i) nn Zen? T 


e SO ez), gigi] 0. f[g(z)]=0, gf) gC). 


3 =- —TU 
RË (ax a? y ne- d, (ise 2m. 


24m? 


B. Y = 


18. CD 9, (D I (33e; CD i 


ll. set 
12. a=] db 88 — 3 RE SE er 0 RS AS [E] BR. 
* ES = 章 
习题 2 一 1 (第 105 页 ) 
1 26 
A. CDD oo Gra FO; 


* 488 < 


inm 


(» hat, 


(32 2f Can 


. (1) Ax; 


). 


(3) 1. 62^ 5, 


2 
(5) Set 


` 12€n/s). 


-k = l.-2.= 


(2) Ert; 
(40 -let 


(6) Sub 


3 
2! k= y [.L.— — 1. 


(2) 在 + 二 0 处 连续 且 可 m. 


,d=2, b= 


.=0, P002 —1, FIOR AERE. 


—1. 


(1) 3z^— 6x4; 


习题 2 一 2 (第 11030 


20 28 2 
(22 = Sege? 


(3) 15721 243e% (4) sec xz (2sec r+tan r); 


(5) La 
X 


EN 
in 10 


t6» (6) cos 2x1 
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| zn +1); (8) 3e*(cos .r—sin r); 
acos r—s5in = 


) —21lrr1 (0) — i 
ay 1 n DA a2 gun, 
as Za (14) — i 
zn x Ca 1 
1+ 2x - 
(152 Tara? (16) 2zln xcos z+ zcos r— sln asin z; 
2. 30] —6rd15. 1 十 sim zt 十 cos z 
(17) UG ! (18) Ecos CH DC 
(19) — 2csc al (+z Ycot 工 十 27] 
GETH 
zr(9x—4)ln z+ z* d+ le 
(20) Can rt 
à (Dy yi ii 
v È x 
(2) d | 1+5) 


(3) INTE? roy. 


Ta 


4 Den. ` (ite 


b Ae 
5- h 
6. HR JE RUN 2r— y=ü, E SR p E ON =+ 2y= 0. 


?7， 切 线 方 程 为 2r 一 一 2 一 0 和 2x— y 2=0. 


习题 2—3 CB 118 页 ) 


1. OD BGrd-505; (2) 3sin(4— 3x25 
fare, 2x | 
(33 —6xe 3, GO VEZ 
. 2r 
(5) sin Zx (8) as 
(7) 一 一 二 (8) 2xsec! (z^), 


“2 
es 470* 


e” Zaresin x 


(5) Tre: (10) T ; 
i 2r4-l 
(11) GULri Dia (12) — tan x. 
1 £ 
2 (1) —————i (8) ————: 
ra y (Ia 
IER es 3r4-6sin 3:r); 
[x] 
(4) —— ——— 
= wäit 
z 2rcos 2r— sin 2a 
G) gri: (6) E ; 
1 1 
(7) ———: (8) ———: 
2 daa vara 
(9) sec z; (10) cse z. 
Zarcsin > 
3. (1) —————3 (2) csc xz; 
dd a 
amun ds 
(3) — E... (4) 一 一 一 一 一 一 ; 
z v 1+In'z 2 V x (+: 
iq 51 ato 
(5) nsin" reos(n i}: (6) xa 
Lu 了 
(D Goen LÉI Ee 
2 Y 1—ag*Carecos r)? zln x + món r) 
1 1 
(9) ———— (10) — ——a—. 
v 1— zt +1— 2 Q2 Y 2z(1— z) 
1 HO (zy L g(z)g' (z) 
Pad tad 
8. (1) 2 ad (2) sin 2x L P? Gen x) — f! Ceos) 1. 
习题 2 一 4 (第 121 90 
2. (1) sh(sh z2* ch x; (2) e" (chzd-shix): 


1 
(3) zdédn zy: (4) C3sh 工 十 ?sh zch x; 
2x Eë . 
(5) — HK x5! (6) VIE 


. dëi: 


. (1) t= 


Ze 


ir 
(7) — 
et 一 ] 
(9) thòs, 


(10e *(—3x^-F4x—52; 


1 = 
(3) 一 jp aretan + 
= 1. 
(3) dà 
(7) — n "emi 3 


(9) arcsin I 
[ 25. Pea. 

(10) y —4 
2 


| -pe >L 


1 


e Lt 3sh?z" 


(2) sin ZxsinC.z*) + 2xsin?zcos( r^); 


1 一 aln = 


E odd H 


1 1 
(62 atan =; 


2 V xr +1 


w Vb 


(42 


(83 


习题 2—5 (第 126 50 


l 


(3) 一 2sin r— cos =; 
a? 


G) =D 


(7) 2sec^xtan z; 
(9) 2arctan rt a 
(11) 2ze" (3-- 222); 


. f*(2y= 207360. 
. (1) 2P DEAS"), 


ds. — Acfsin mt. 


(2) te, 


(4) —2Ze cos t; 
20x 
WEEN 
zf2z 一 1) 
(41 " 


e'(x*— 2r4-2) 
(10) — M, 


(6) 一 


(8) 


m 


(1225 CFR 


(25 EDIL mI 
[ri] 


(2) 27^!sin[ 222- (4— Dil 


n 


e= 2 


(3) (1 (222), (4) lata. 
. (1) —delcos T3 (2) ash r--100ch z; 


(3) 2°9(— r°sin 2 十 50zcos 2441 


225. 
a sin Bei, 


习题 2 一 6 CR 138 页 ) 


. 《1) -之 2) M ar : 
y—= —ax 
riy. 

E Lcd ^ M — MÀ 
(3) (4) = 


HETA rty Lano, 法 钱 方 粮 为 z 一 ?一 0 


TEEN (2 Aa 
y 
net à G= 
(8) — esc! Go yeot (rl y)(4) 一 下， 


` oli | [5 ^ui 
H 十 一品 1 2t 
D TA YI [zs icm] 


eT 1 mu 4 5 b 
GI X43: -x =+]: 


(4) L rsin A VICE [Lea ntu. 
2 E ZC el 


(3) 


36 cos 4—ósin 9 
On DIAS P 
.vd8g3-—A2 


. CO 切线 方程 为 2 Y 2 c y-2—0 EACUS Y 2 rz 一 和 一 1 一 0 
(2) tE h $8828 4x--3y—12a2:0. 158€ JE EA la Ayt 6:0. 


1 b 
On um 
A, 1 
(3) Sr: aD Tuv 
— GH; ZC) 

GD UR (9) 


METER 


10。144 (més). 


1i. JÊ o, 204 (m/min?. 
Zon 


12. 0.64 Ccm/min). 
习题 2--7 (第 148 H) 


L Aer Ben 18,dy 一 114 当 Az 一 站 1 时 ,ay 一 1.161,dy 一 1.1， 
4 Ar=0,01 4H ,Ay=0. 110601,d y— 0. 11. 
2. (a) AyZ70.d y 0. Ay—d y 7704 
(b) Ay270,dy 7270, Av — dy «0; 
(c) Ay O0. ds De Ay —dy<04 
(d) Ay 0. ds D, Au da ee 


1 wx 


ul Zei | dara (D Gin 2r 十 2reos Ze Mey 
d T = ; 
(3) G4 1 和 ai (4) WA Dar, 
(5) 2xC1 +Hoe” dir; (8) e [sint3— x) — cos(3— x) Ma 
IE d) 
e 1— =° 
(7) dy= a 
A 
E oa la 
. YA 
(8) Betani l +20 sec 014200 da 
2 
(9) ade (10) Accos Ct + p) dz. 
4. OO Zeb; (2) $c 
(3) sin €; (D — cos agr tC; 
(5) nad LC) (6) ze "C 
(7) 2 wor C: (8) un 3r+C; 
习题 2 一 8 (第 154 页 ) 
1. 2mRoh. 


+. årg" 


2. 0. 03355€g). 


BI, 
3, £p 3r M- 
4, jak 43. 63cm; 2] HE 104. "äert, 
5. (1) 0, 87476: (2) — 0. 96509. 


6. (1) 3047", (2)60°2'. 
7. tan 45'2<0, 01309:ln 1. 00220, 002, 

8. (1) 9. 6867, (2) 2.0052. 

g. V —343000 (cm) v — 1470 Cem) S —6. 4%. 
10. 3%. 

11, ig, 

12. 8,=0. 00056 (rad) —1' 55". 

提示 : 先 求 出 中 心 第 = 与 纺 长 :的 函数 关系 式 . 


总 习题 二 (第 156 页 ) 


l. (CD 充分 ,必要 ; (2) 充分 必要 ;} 
(3) ARDE. 


d (D) O= o= f OSs; 
(2) £001. £,00)=0, Ff ORE. 
5. 在 0 AER A BT S. 


cos T i 
6. CD Tes zf (2) VEU 
(3) sin xz * Intan ze (42 — 
4 1e 
(5) 277i] —Inz). 
1 z 
7. (1) —2cos 2x * ln í,— 9m Ez cow. 
工 I 


* 475 ' 


dz 


P qose 


& CO (E EE uis, 
n Ht n 


2* A) 


(2) (1 AFA" 


1 
9. y 0)  —. 


d d? 1 
10. (1) q tam 8, dai — gu sec Aese ER 


op BZ 
11. 切线 方程 为 * 十 27 ~4 一 0, 法 线 方 程 为 2z 一 y 一 3 一 0. 
12. —2. 8(km/h). I 
13. 1.007. 


14. 约 需 如 长 2. 23cm. 


第 = É 


JÆ 3 一 1 (第 166 W) 


5， 有 分 别 位 于 区 间 {1,2),(2,3) 及 (3,4) 内 的 三 个 椭 ， 
14. Hm. $ eiis fie "DER eio E x. 


习题 3 一 2 (第 171 页 》 


1. (121; (222; (3) cos a, 
3 1 Pa 

(4) s: (5) Ti (6) x z H 
2 l; (8) 3; (9 1; 
20 1; api (12) eo, 
WER =$ (14) e*, (15) 1; 
(16) 1; 

4. 连续 


` 476 ° 


习题 3 一 3《 第 177 页) 


.fG)-——56421G—4)4-37 Gc— 4205 - 14 Gc — A)? H- Cr — 44. 


ef (z) a 925 t 30 — 45x? 4- 30z* — 93-1. 
Oe A ADA GOD EG]. 
Cx 二 13)"+! 
[—1+é D 下 + 


1n 
It2sin 02) ae. 


(Dot (081). 


. tan r—uxd- 


3cos' (fr) 
1,1 zi "n x 1 jr at) 
. Te sta kacht tac ter tit ` 
(Os 8-1). 
— 1 1 P 1 a 
. wi z =t gd 4) g£ = 4) tiz 4) 
ET 
IRSCH (QR. 
41 16(44-8(r— 4) ]7 


. v e =], 645. 


OD A 3023. 107244 [R,1«21. 88X 1075; 
(2) sin 18%=0. 3090, R4 |-C1. 3X 1075. 


习题 3 一 4 (第 182 页 ) 


- 单调 减少 . 
- 单调 增加 ， 
【17 在 { 一 ce, 一 1 可 .53, 十 ce) 内 单调 增加 ,在 [一 1,3] 上 单调 减少 ; 
(2) 在 (0,3] 内 单调 正 少 ,在 [2, 十 co) 内 单调 增加 
(D &C o». [0,7 | HAM EXIT 
nn: 
(4) 在 (一 co, 十 co) 内 处 处 单调 增加 ， 
GEN EE E [erem] 内 单调 增加 ; 
> 477 


(6) 在 | a ca :内 单调 增加 ,在 | La. JE 
^ 
(7) 在 [5,z] 上 单调 增 加 ,在 Ln. 上 co) 内 单调 减少 ; 
(8) 在 EZ E, $ | 上 单调 增加 ， 在 E SE =+] E ak 
H^. (ED) cl, sr 
6. Dar fa Sa. oa RARA, 
Gi) ae 一 二 时 只 有 r=e 一 个 实 根 . 
T. Rf) acsi 在 (一 co,+co) 内 单调 ,但 PG E Coe 
一 心 ) 内 不 单调 . 


JM 3-5 (第 189 页 》 


1. OD 极 小 值 y(1)=21 
(2) BAM C0 — 0, BENE y CD = 一 1; 
(3) HK yC— D — 17.38 4] ft y (233— — 47, 
(4) MAME yt0) 二 0; 
(5) BA *( 士 1) 一 1, 极 小 值 (0) 一 0 
(6) HEX EE y | 2) = 
1 


(8) MARE 9000 — 4 d ob E x-n-i 


(9) MA > | Ae) - Ge Fra BM y | AGI] 


— rz eit, (k—0, 1, 2:-24 


(10 极 大 值 w(e) 一 ez 

an BM y | -1h 2} =2 Va; 

O2) MA 90D —2: | (13) 没有 极 值 ; 
+ 478» 


(145 RARE. 


3. a 二 2.f |+] = 4 3 为 极 大 值 


习题 3-6 CBS 194 页 ) 


1. (1) EF iË yi4) 一 80, 最 小 值 1 一 1) 一 一 5: 
, (2) 最 大 值 OO — 11, BI [E >(2)=- 14; 
(3) EK >l ij 二 1, 25; 最 小 什 (—50——8-— Z 6. 
2. x—1 时 函数 有 最 小 值 一 2. 
3. ¿MAA 
4. r—1 时 函数 有 最 大 值 一 29. 
5. == -- 3 BJ MBA EMB 27. 
6. + 一] MARARA NL. 
7. KA 10m. E 2 5m. 


3 3 
fv IV 
B. r= gp PT ZA pp id hl:1. 


40 — a 
10. 34 = 一 arctan u-arctan 0. 25221472 Bt RT (88 2] F T. 


11. 村 长 为 1. 4m. 
de 


12. e-——-. 


3 
13. 34 g—54"13 Ef RAT MARAA E 7. 506m ,而 柱子 高 只 有 Gm Pr 


DRE m i rx. 
ER: D: B WE XJ Hb [Ei BJ E 25 o EERE W P M EM RAE 
BOR AA RARE A HERM- 


可 题 3 一 7 (第 200 页》 


1. (D RB. 
(2) dE CC 26,0 JF ee rh BS ELO, p oco AL EET s 
. 470» 


(3) 是 目的 (4) 20. 


2 waal 5.29) ,在 { co] | 内 是 后 的 ,在 EXT 


(2) 拐点 | 24) ,在 (一 号 ,2] 内 是 凸 的 ,在 [2, 十 =) 内 是 四 的 

(3) 没有 掏 点 ,处 处 是 目的; 

QD BIA C— iln 22, ,1n 2 在 (一 co, 一 1],[1, 二 co) 内 是 凸 的 ,在 
[一 1,1] 上 是 目的 ; 

Gy ma [++] ,在 | — mm e es] 内 是 
Dh 

(6) BRO D ,在 局 ,1 内 是 凸 的 ,在 [1, 十 se) 内 是 止 的 ， 

4. CO BLOGS 4) C149; 


oss [Eaa] a [Eaa], 
5. HA: 
[ 1— 43 \ | CEA 
(一 1, 一 1)，: 2 一 w 3 ， [244 3 ,一 二 二 二 -|， 
i 4QG— Y 3 ; | a+ 3) 


9. æ= To 不 是 极 值 点 , (z DD A P K. 
习题 3 一 8 第 206 H) 


l. 在 (一 吕 ;一 2] 内 单调 碱 少 ,在 [一 2, 十 吕 ) 内 单调 增加 ;在 
(一 co 一 1 [1; Feo PRAE ILS LEE — 1,1]. L E I 89 485 | 一 一 二 | > 


(,2) 3 4) (8 x-2--H, 


2. 于 称 于 原点 ;在 (一 00, 一 1];[i, 十 oo) 内 单调 减少 ,在 [一 1,1j 上 单调 
增加 ;在 Coe, 一 w 3 ln, Y 8 ] 上 是 西 的 .在 [一 w 3 ,0o]:[w 3 ,+ co) 
* 480 * 


ARE: Hal- vi, x3] 0,0). | VER <3) BUNC D 


2 — EXTR y(1) 一 二 ;水 平 渐 近 线 一 0 
3 在 (一 oo,1] 内 单调 增加 ,在 [1, 十 co) 内 单 消 厂 少 ;在 (一 一 ,1 一 


2] [ve Hoo) 内 是 四 的 ,在 pa? | 上 是 本 的 


EP (i- 2. | , | 1 CK AB. y CO — LEE UE SR 
y=0, 
4 dC, | s" 内 单调 减少 ,在 [3] DEET? 


Zivil, 60, eco pp RE 049, [ — 1,0» RE P P9 BO C— 1,00 LB N 


值 > | EAE = VE E E 


5 定义 域 为 z 关 | + | amo ti ken o BBS 2x; 图 形 对 称 
ENE: :| 内 单调 增加 :在 
x! | x x 3 3m 
ES Ma ia zd ILE ERI 
PUE DIS ma | T0] ; 极 小 值 0) 1.8 K FR GO LIONE e 

_ n dA 
— 4 EN 4^ 
习题 3 一 9 (第 217 BD 


1. K=2, 


2, K=|c08 z|, p= |sec zl. 
1 


3. R—2.0—-y. 
4 K= | 3Sasin 24, ^ 
5. | vA. - 52 | 处 曲率 半径 有 最 小 信和. 


* 481 + 


7. 约 124600). 
提示 , 沿 曲线 运动 的 物体 所 要 的 向 心力 为 下 一 人 ERE 为 物体 的 
质 和 时 :pz 为 它 的 束 度 ,P 为 运动 轨迹 的 曲率 半径 ， 
8. 的 454000N). 
SALMET. 
9%. C3) + Gp - 2) — &. 
Au: E SN [s 9 | =- 至. 


4 4 16 
2 
E + p, 
II", 或 237p —R8(a—p. 
"n" 
= p 


习题 3 一 10 (第 223 9D 


1. 0. 18<—_xr = 0. 19. 
2. — D. Mess — Ü. 13. 
3. D 32« x4 0. 33. 
4. 2.509 2.51. 


Kat (GE 223 BO 


L FG |r| =€ [—71.11. 


2. ka. 
1. 
8. (1) 2; (D -yi 
(3) et, (4) aiat 
` z—2 1[z-2|? Cir 
8. [n 工 一 In 24 z 2 | 7 | dex S | j | ERGO. 


E32 EBD. 


— D 1 十 
RV LU Ë 2 


ntl š 
11. 极 大 值 FC0) 一 2, 极 小 值 PC 二 ) 一 e 
12. GDA C— 1. — 22. 


* 482* 


13. Y 3. 

14. CO 对 称 于 y 轴 :在 (一 ee:0] 内 单调 减少 ,在 [十 co) 内 单调 增加 : 
ÆC sm 一 可 .Li ,+eoc) 内 是 凸 的 ,在 [一 1.1J 上 是 止 的: 极 小 值 y CO) — 0:18 
点 (Yn 2) (lin2)- | 

(2) 曲线 可 分 戌 一 Lx 一 1) z M y lal) v r ET ET 


£& Xp RC z SR. 对 于 ovile LO. S LE BEC Doo A f RA E 
To, +A DU 89 LER rp f DEE v3. 


15. C DAE HERE 4 RI ME 1. 
15. 2.414 x; = 2. 415. 
17. 提示 :可 以 先 用 一 次 洛 必 这 法 则 . 
18. 提示 : 先 对 lim LC aae n—1 次 使 用 洛 必 达 法 则 ， 
19. HER dE z = (0— 02 Hir, UE 
TD Gn) + Cra) a ma), 
然后 在 上 式 中 分 别 令 ===, Raro LABIOS AER a It ETH 


第 四 m 


习题 4 一 1 (第 236 页 ) 


1. (D Le (2) Z +Ë +C; 
x 5 
(3) 2 Z z +O; (4) Es ec 
2 e mm o mis ` 
(5) 一 可 工 £ +C; (6) mint" +0; 
, | 
(7) Zait (8) erter 
A 
(9) y ec a0 于 一 2x? 十 4z 十 Ci 
5 q E 2 3 
an Zenter ant tie —r+C; 


(1322 v xr dide 


(14) x?-Farctan zrd-C: 
(16) 2e* —3ln| iz | +C; 
(185 e*—2 Ya +C; 


s(a) 
(20) 223 
x--Fsin x 
z 
(24) sin r—cos +0; 
AG? 7) 
(260 一 一 一 一 "e +C. 


2. y=l z+1. 
3. Q3 2702 


TC: 


(22) TC; 


Al 


00, ei 
d 


(5) SE? (6) 
EN 
3! 
(135 —1: 


(9) 一 (105 i 
(14) —1. 
2. (OD 于 ee 十 Ci 


(3) -L in|1—2z|+C, 


19 5371 


(15) x—arctan +04 


(17) Zarctan r —Znrcsin r-FC; 


ve 
arite 


(21) tan z— sec x-F C; 


(23) qun =+; 
(25) —(cot z+ tan x? C; 


(2) A 360221. 1162. 


题 4 一 2 GE 252 页 ) 


1 1 

Ké (4) 10! 

1 

3! (8) —Zi 
aD cn an + 


(2) — lao-206, 


(0 EE 


(5) 3 cos az bel LC (6) —2cos Y £ +C; 


la . 
C7) ran z+: 


(8) In |lnln zi +C; 


(9) -Inleos w 1+z2 | +C; (10) In|tan IT 二; 


(11) aretan e +Ç; 


* 484" 


aa cbe 


1. 


(13) Gin (aC, ap E DEA 


G5) — Zielt alc (16) 一 去 co Co 1 p) +C; 


an EMO 8) È Y Gin z— cos x +C; 
2cos*x z 

(13) y arcsin Zu wv 8— 433 -F C1 
z 

(20) ES (2D —L in | 所 二 < 一 llac, 

2⁄2 Ix 2z+1 

(22) +In +c, (23) sin 2 S95 ec, 

t 


(24) + + ¿in Staat Lei tC: 


(25) Hun F eos5x+C; 
(26) sin 3 in E +sin = +C; (27) 二 sin Ze te 12z-Ci 
(28) n ra; Qe AT 40, 

3 , zm 10 
(30) (arctan Y z Y+; (31) 一 TC: 

arcsin € 
(32 一 -一 十 Ci (33) L (ntan zz 十 Cs 
=n = z 


: 
(34) Ll arcsin 三 一 去 v a?— 3x3 +C, 


(35) arccos dC; 
FI 


3 
(36) 一 三 一 上 Ci (37) ws 一 9 一 3arccos 14 +G; 
x Iz! 


(38) Y 2=—IIn(14- Y Zeite 


(39) arcsin x — 


z 

— — 

1+ ¥ 1--z 

(405 1 Carcsin Tz 二 In|lzr 二 1 一 x | ) +C. 


习题 4 一 3 (第 258 页 ) 


—=eos = Fsin =+ C. 


» 485 * 


2. rztln z—1)+ C. 
3. xaresin =+ Y 1— x? +C. 
4. —e “(4 1) +C. 


5 REM o 
5. 3 n.r gt FC. 


8. 5 -Cein z—cos r) +C. 


E = i 
7. 17? cos y T-4sin E +C. 


8. Zrsin y + toos > +C. 


9. Zaiten x— is 十 ln WËSSE ei 


10. ly tan ala [cos a 4 C. 


2 
ll. zřsin x-F2xcos r— Zen + C. 


let) 


13. ln x2 — 2xln 242440. 


FC. 


14. — 1 cos 2z 十 中 sin 2r-cC. 


4 
x 1 . . . 
15. r. > asin 区 十 eas z—sln x-C. 
"E lal 
6. 2 (Gc — DIntz—1) pr E +C, 


17. =i 2-1) cos 2 sin 2z+C. 

18. -二 (lnsz 十 3lnzr 十 6ln z+6) +C. 

19. 3e V* (V x —2 V x +2) +C. 

20. $ Cosln r-Fsinln z) +C. 

21. xCarcsin z)* 4-2. 4/1— sagen x— Za-- C. 


1 - 1 
z z x C. 
22. > ° s sin 2x 10* cos Zeck 


fas 


[^2] 


-1 


10. 


11. 


12. 


13. 


SIR 4-4 (第 268 页 》 


loo (3 


3 2 
In 2| 二 In|z 十 51 +C. 


a*-4-9z—27In | x 3 | +C. 


Janine rell Aale?) | 3l 1z— 1 4C. 


In i. 1| Linie’ z+1ò4 Y 3 arctan 27] +C. 
4 3 


2m1z 十 2| - ETS 2-1n[z--3| FC. 


AL lij , 
Hits 11+C. 


iniz]- Imet C. 


. Iln| zl 一 去 |z+1|— discat parten x+C. 


2 = ZZ) | 2 artan( v 2 z+1) 
8 xi— Y 2 z+1 4 


2 arctanl w 2 — 12-4 C. 


十 
+1 4 221, 
Oe en zz S 
1 ?tan + - 
arctan TC. 
2v3 Y 3 
x 
tan ES 
— —-— arctan TC 
27 42 
2tan EI 十 1 
14. 一 一 一 arctan TC 
3 v OS 
In | 1+tan > | +C 


* 457 * 


Es 
1 3tan ES +1 


16. arctan +C. 

x 5 e 5 
17. AS -3 Va+143n]1+ EE |+C 
18. 1 a? 4 y x*-br—C. 


19. x—4 v xdi-d-4intwvi-cTzr--13)-—C. 
20. 2 V x —4 Y z +4ln( Y z + D4C. 


l-r- s 1+= — Y lr 
2t. 1 + Zarctan AE = +C 
Y la wl 
- w — pi 
& In L ix arcsin LC, 
[xi 
3 "xl 
22. => = € 


习题 4 一 5 CB 272 BL) 


1. EXIT + y 4z2— 9 |+ c. 


ta 
` 


Z arctan zm +C. 


3. ln (z—2)4 ~ 5— 4x-x* ] +C. 
+ Zara mt Y 2 z + 2x9) 4C. 


3 81/3 E +O. 


> 
da? -2— 


ea 


2 


ix 
. S (sin + 2eos 工 ) +0. 


Bd 


3 ] 
7. | Gl arcsin E LE AL at +C. 
| 2 Z 4 
= 1 Z Lex 
B. IgG yt Barctan Ç +Ç. 
Leo x 1 z|, 
9. - UA nir? ch tan 3 HE 


* 488 * 


22. 


a3. 


24. 


. zln?z — 3xln*x 6rln — irte. 


. d. 1n 1 一 工 IC. 
ES E 


. 2 Ya: 1 Zartan Y. 14€. 


E 


1 
it 2 —-arctan r--C. 


+ arccos L TC. 
EI 


] 2 
8 2 十 3 
cos*rsin x , 5cos^xsin x | 15 


6 | ER 2[£- 4 , 


in|Z--3a 十 | «c. 


2. t 
ala 人 2 DU = 2 | +C 


A l p parctan v 2r—]1-F-C. 


v (730 4-2) +2arcsin Aj tc. 

In |z 一 tw 241 
A r+( 2 一 1) 
y l+x—= 4 l resin E e 

m 


“ v 5 


Lin? 2x—1|4 | +c. 


Tm 一 工 十 Z5 arctan 2 ec. 


` 12 16 32 


总 习题 四 (第 272 页 ) 


1 |e* — 11 1 1 LC 
gau. te SE Eege 


+ 489* 


1 BE rj . . 
3. gin di | +C. 4, In |xz —sin z [| +C. 
5. In tlnln =—1) +C. 6. l ,retansin?z +C. 


2 


7. Zanen z ho EC. 


1 1 "P 1 D ye E | Te 
B. 8 ( y Cos Bx 2 Cus 4r—cos Zeit, 
9 + ln Iri IA) +€.10. aarcsin Xo dai si LC 


11. DEER Kaat lC. 12. Lat FL sin Zei L eos 22+C. 


1 ar . . 
13. =+ Tacos br+bsin Pr) +C. 
pet — z 

14. ln 2208 —3 p 15, Le 

— 工 

viet 

. 3 
16. d, [i = Je 
3⁄4 Lei — z v Caf — xi)? 


VUF die 


3x? = 
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第 八 章 多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


土 贡 中 我 们 讨论 前 都 是 具有 有 一 个 自 变 量 的 应 数 ， 这 种 函数 叫 
A 但 通常 我 们 所 研究 的 问题 往往 牵涉 到 多 方面 的 因素 ， 
反映 到 数学 上 , 就 是 二 个 变量 依 回 于 多 个 变量 欧 情 形 。 这 就 提出 
TL UR EL GOA IS RA. AAA 
微分 学 的 基础 上 上, THS DE NO TEATRO IB: THP bt] 
UZTERA SE nu — 36 BR GERA HE RC ES, T 
ATEEN o EL E RUE TCI REST D12838. 


€—3 多 元 省 数 的 基本 概念 
- 一、 多 元 函数 概念 


在 很 多 自然 现象 以及 实际 问题 中 ， ERLANSARRZA 
ARA, AMA: ` 2 t- 

$ 1 图 柱 体 的 体积 VRBES + T. A h 之 间 具 有 关 X 

V = grh E 

xg, V RH Y. A lie COR MI, ° B m. — 
7-0) PEA, V 的 对 应 值 就 随 之 确定 ， 

GE “定量 的 理想 气体 的 压强 体积 r wanum? 
URSKA 


PR 


其 中 RIRA. RE, PERA V, T DE EH 当 v. T 
ARE (V0, T>0%K) 内 到 是 一 对 值 时 ， kasan 
之 确定 ， Lf 


Dä p RERU R, Ro 并 联 司 的 总 电阻 ， 拒 所 电学 知道 ， 
它们 之 闻 具 有 关系 


这 果 , 是 随 着 R. Rs 的 究 化 而 变化 的 ， 当 R.. Rs 在 一 定 范围 
(757-0, R> OPIRE —ÓN HEURE, R 的 对 应 什 就 随 之 确定 . 

上 面 三 个 例子 的 具体 意义 虽 各 不 相 癌 ， 但 它们 却 有 一 个 共同 
的 性 质 ,抽出 这 些 共性 就 可 得 出 以 下 二 元 函数 的 定义 ， 

定义 1 设 有 变量 2 u 和 *， 如 果 当 变量 z. y 在 一 定 范围 内 
EME, * 按照 一 定 的 法 则 , 总 有 确定 的 数值 和 它们 
对 应 , mj 叫做 >、 y 的 二 元 函数 , 记 作 

t—f(s, y) 或 z—zimo, y), 

APER e, y 书签 自 变 量 , 而 > CURARE. SECHER "T 
TE, REL nu fE ELLE E S BR. 

类 拟 地 可 以 定义 三 元 函数 wflw, y, D J K = sú DA E BJ A 
数 ， | | | 
Plin, Keka V EEK e. SEDES oA `: 

V —abe; 8 
电流 通过 电阻 时 所 作 的 功 卫 是 电 有 咀 R. dug I dumis] Ç HUGE 
P=l"Ri 


AMA xt» LENA. 
如 同 我 们 用 z 辆 上 的 点 来 表示 数值 一样， 我 们 可 用 sOy 平 
"te P, XR AUR e, y. PILA z— f (e, y) 
ATREA e= fF (P) ,而 称 z EPIA KEU, HJ S= B] N 
IE P (z, v, z) 3 3225 T FABER m, v, 2. Buf (a, Y, 2 
就 可 简 记 为 + 一 了 (P), 等 等 


. Da 


ET HEB sE SOR, 与 一 元 羡 数 相 类 似 , 我 们 作 如 下 约定 ， 在 
— Rut ie E RERED Pa, y) Di, SEI 
SAME E, y A pdt (CAER 
质 的 点 的 全 体 ) 为 这 个 函数 的 定义 域 ， 例 如 , Relay) ËJ 
定义 域 为 适合 acc y 0 的 点 的 全 休 , 它 是 一 个 平面 点 集 , 其 中 的 点 
Go, y) BEN, 24y>0, 我 们 把 它 简 记 为 e, y Ie o0) 
(E 8-1). Xi, BL XE 2 — aro sin (22 4-90 I Sg SIR DRE A pix 
D n e, un LI ite, | 二 本 二 了 图 8-2), 


图 3-1 | El 3-2 


常见 的 二 元 函数 的 定义 域 是 平 丁 上 的 一 个 区 域 . 为 了 确切 地 
说 明 区 域 的 概念 ,我 们 引入 以 下 一 些 定义 . 

以 P (zo, yo) Ab. 870 为 半径 的 回 的 内 部 的 点 的 余 休 ， 
EJ SP TRE CE d Cm, y) | (G — vo)? -H Gr — yo)? c. 称 为 点 Po BJ) O SD 
E 13 M (Po, 8), U 

BE AFERRA AR mb u P AT E, ERE 
域 ,使 这 部 域 中 的 点 都 属于 E, 则 称 P 为 集合 百 的 内 点 (图 8-2), 

MAREA LORA LAA, MEARE. Gm. Së 
Eisi, y) | 1< 中 每 个 点 都 是 E AA, Sk E "mt 


图 5-4 图 SA 


Tn Dette AR PARA E R BATATA 
的 点 CP 可 以 属于 E, 也 可 以 不 属于 如， 则 称 卫 为 吾 的 近 办 眠 
(图 8-4)， 吾 的 边界 点 的 全 体 称 为 如 的 过 界 ， 例 姥 , 在 上 例 中 E; 
MARA Pay td ary = 4. 

MERA DEFE, BOAT D HERCA, 都 可 以 用 完全 落 
福 必 内 的 折线 连接 起 来 ( 称 力 的 这 种 性 质 为 连通 皇 )， 则 称 吕 为 
CMN BATE, 区 域 是 连通 的 开 集 。 Ha, (o, js 
yl), ((z, y [1 <a y — 4 ARE BR. 

pee jp dg o RAMO. Diam, (a y) [s T+ y> 
Dk, la y | Lx e ly xA) 都 是 闲 区 城 ， 

以 后 在 椒 需 要 区 分 开 区 域 科 疼 区 域 时 ,我 们 统称 它们 为 区 域 ， 
并 用 字母 DER. 

dS uds 媚 可 县 被 包含 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 画册 ,网 称 F 
HARI, "eu. dA, (G, s) | Lec? ood) 
AUS XI ER, lo, ailsitazp 是 无 界 开 区 域 . 

土 述 关于 平面 点 集 的 内 点 、 邻 城 , 开 集 ,区域 ,有 闲 区 域 等 概念 可 
MEARDERE AE ASE, 

BAD RE Ab 38 E R — nR XX JO 的 图 
TE BO, m JE id E BS ZR E. 对 十 二 元 曾 数 2 一 了 (x, Y, 
. A e 


我 们 可 以 利 朋 空间 直角 奉 标 系 米 次 示 它 的 图 形 , 设 画 数 2~ fa, y) 
MERA Oy ABRE ER 
MOD, 对 于 如 中 的 每 一 点 天 (mw 
y), Essl] Rf DAE — A M (z, 
y, fio, D SE 4A fa 
Y EDAD, Ax Ms y, 
J (z, ya de BE M xb ah, 
-— fub, "mre iii 
(Bd 8-5). XA T SEPA TE 
Bie :一 fd v MBE. ES nk, a 85 
CABRA — BUR EZ EE LN ER 
tL, H SARA, EA 

DEE byte 
的 图 形 是 一 个 平面; 出 方程 

TS 4 ga 
记 确 定 的 函数 z= f (z, DRE JE pR E 的 球面 . 
Z BJ AE 32 58 a: BE DELI bü D (2, y) li puteo, dE Dm 
任 一 点 (%, DA, ABBA AI SERE HE, — 12. VE, A 
GASTAR, M.Y EN gt. MERK- TERE 
半球 而 ， 取 负 值 的 一 个 表示 下 半球 面 ， 以 后 除了 对 二 元 函数 x 
JG, DAVIS EA A, in RGB SIE (eon NC, 我们 
可 忆 措 它 拆 成 几 个 单 秆 函数 后 再 分 别 如 以 讨论 ， 


二 ， 二 元 年 数 的 极限 . 
MARIO Ciara y) Mb B UE Re ze, yo, Ep 
EP, Poleo vo) 时 的 极限 定义 ， f 
ze: Fa y) 在 点 Polo, vo) DE GEARS XE XU 
^D e 


Pa TUBO, PG, O ERARA T P, dE XE UR. ADR 
A P DI yK As T E A ACA Pes 
个 确定 的 常数 4， 我 们 就 说 , 4 ee d zm fn, y) 25 >, rn 
时 的 极限 , 记 作 

lim 下， 了 一 过 


或 Fa NA (ost, yoyo, 
在 这 里, 我 们 注意 刹 点 Pto, Y) 趋 近 于 点 Poleo, to), METE 
们 之 同 的 距离 趋 于 零 , UU 
p= | PPS = (zU m T qo)? st, 
因此 目 述 极 跟 记 号 也 可 记 和 从 
He, yoa (e), 

JAN PTA e? 定义 ， 鞋 述 极限 也 下 用 “53 
的 方式 定义 如 下 ， 

EN? erte ai 在 点 Polvo, yo 的 某 一 令 域 内 有 
定义 [点 Po 可 以 除外 )， 如 果 对 主 每 一 个 任意 给 定 的 正 数 5, SS 
在 一 个 正 数 3, 使 得 对 于 适合 不 等 式 

和 < 已 Pei = A (xau) FQ ey < 
Bj— Oé Pi, y), HA 
fa, y- Al <a (1) 
PRX, 则 称 4 DRE z Pix, y) 当 wro Y Yo HARRO, 

TI SB SLK, LAB SC nh pA AIF AA Bü 
natio 4 十 8)， 总 存在 点 Po BJ ë RON CP. 05, fix 
AE RATIS E Po ESPERE A PARAH YN, 

O ud cro, v) f: E ERT ERR 
Deum, 但 只 总 有 异 于 Lo WET D BUR RURSUS D 内 适合 不 等 式 0<1PPo] <3 的 


AP, RARA ds FO A) A POP bn 4. AREA 
ESA BLA IA, LEA ARTE FATE, AS AE 


* 6 . 


都 洲 在 4 的 e 邻 域 内 ,从 几何 上 来 说 , 就 是 在 Po hi $ 邻 城内 (Po 
可 以 除外 ) ,函数 2 一 了 (w, V) 的 图 形 将 位 于 现 个 平行 平面 z= A 一 8 
和 ?一 点 +e 之 间 . 

简 用 点 肖 数 的 概念 ， 上 述 极 限定 义 可 用 与 一 元 壬 数 的 极限 完 
爹 相 辣 的 形式 来 描述 ， 对 于 慎 意 给 定 的 正 数 8, 总 存在 一 个 正 数 
3, M3 Oc] PPS] <8 了 时 ,都 有 (P-A xe sr, 这 一 形式 的 
极限 定义 ,对 二 元 以 上 的 画 数 世 完 全 适用 . 

为 了 区 别 于 一 元 函数 的 极限 ， 我 们 把 上 述 二 元 沙 数 的 极限 则 
做 二 重 极限 ， 


例 和 4 USO (gn (yO, 


求证 lim 7 (z, y) 0. 
Mea 
证 因为 
. 1 i : 1 
(a? -- y) sin lys 0 = la al lein iu) at 


可 见 ， 对 任 给 s> 0 RR 6= E, RO LO (y—0)*« 
5 时 , 总 有 | | 


(a? Luft 


1 
Pp 一 总 | <a 


RL, Er lim f (e, y)=0, 


我 们 必须 注意 ,所 谓 二 重 极限 存在 ,是 指 PC. y) 以 任何 方式 
趋 近 于 Poleo go) 时 ,还 数 都 无 限 接近 于 A. DE. HUE P (z, y) 
以 某 一 特殊 方式 ,例如 沿 着 一 条 定 直线 或 定 曲线 趋 近 于 Pole Yo) 
时 ,即使 西数 无 限 接 近 于 某 一 确定 值 ,我 们 还 不 能 由 此 斯 定 函 数 的 
极限 存在 . 但 是 皮 过 来 , 如 果 当 P (a, Y 以 不 同方 式 趋 近 于 Polen, 
yo) Ed, RECAE TASTE AAA, 那 末 就 可 以 断定 这 苦 数 的 极限 不 在 
在 ， 下 面 用 例子 来 说 明 这 种 情形 ， 


考察 函数 
a a? rag 
a Ut 
Lo, 
[E Ha PE, yae Flug Or, 
lim f (e, 0) =lim 0= 0; 
又 当 点 PG, Y g S 883532 8 (0, OBT, 
lm f(O, y)=lim0=0, ' 
虽然 点 了 tm y) 以 上 述 西 种 特殊 方式 ( 泊 * B LIE y SEE 
下 原点 时 半数 的 极限 站 在 并 且 相 等 ,但 基 裤 限 lim fte, 4) 并 不 存 
rA 


Eo = 0, 


E. ARMADA Pe, 只 沿 着 直线 Y 一 je 趋 近 于 点 (0, 0) 时 ,有 


a 
. EY iz” È 
lim — = limn —— = —— 
BaD aži y aqq k 144? 
Tobi 


显然 它 基 随 闭关 的 不 同 而 改变 的 . 


三 、 二 元 函数 的 连续 性 

明白 了 极限 的 概念 , AMEN IAEA MA, YE 
Ei = fim, NARE D Ng X, Polo, Y EDEN E 
Pis, DAX D Viii HAE Po 的 一 全 邻 域 因 的 任意 点 ,我 们 给 出 二 
元 函数 在 点 Po 为 连续 的 定义 如 下 ; 

ENI MRH eon, yoyo 时 , EMM, BYTE 
HA Po(zo, go) REB if SL, BD 

2m es y) = f Go, 9o), 


BERHAN- f(e, e 在 点 Po 处 连续 ， 

sr, mA Pla, y) 5 Poe, vo) HERA 
时 , 差 值 le, Y) fon YO MATE, AR EA P, = 
+ 3 ^ 


连续 的 ， . ， 
采用 ne B? 的 方式 以 及 利用 点 的 邻 域 概念 ,来 描述 T 多 一 
JG, HER Po 处 连续 的 定义 ,读者 可 自行 给 出， ^. 

B 如 果 二 元 函数 在 区 域 D 内 各 点 都 连续 , 那 来 就 称 沽 数 在 卫 座 D 
连续 ， 二 元 连续 通 数 的 图 形 是 一 个 无 孔 除 、 JUR SERI LRL, . am 
ERR HE 

1—425— CI EEN 
的 轩 形 是 球 心 在 原点 、 学 径 等 于 工 的 上 半球 面 ， 
函数 的 不 连续 点 称 为 间断 点 。. 上 贡 | 已 经 讨论 过 的 应 数 
Fe 9) pem HIRO 
0, . ot f 
34 20, y BJ BJ EROR FEE, Pre, 号 是 函数 的 一 个 疼 断 - 
M. Lu B BC P Ed Ae Es PEN 


z= [sin LL m 
ay 1 


#BUN rsi EUH RO, IA 
bugs A La DEER, TEC 
FAA. 

TEE REINA, EAMUS 
363g Ga TEE, 

URBANA ERARE DISSE 
Em, EREMLEDIA CON BEA (GRO UD f es 这 就 
JUL, EDEEDA]E Ps 及 一 点 Pa 使得 (Po) 为 最 大 值 而 
了 (Ps) 为 最 小 值 | 

JP) &fUP P) GR P # D E). 

性 质 &! 介 值 定 理 ) ”在 有 界 闭 区 域 上 的 多 元 连续 函数 ， 如 果 
一 取得 两 个 不 同 的 畜 数 值 ， 则 它 在 该 区 绒 上 取得 介 于 这 两 个 值 之 疝 
e H e. 


的 任何 值 至 少 一 次 、 特殊 地 , 如 果 岂 是 在 函数 的 最 小 值 % 和 最 大 

值 相 之 间 的 一 个 数 , 则 在 DD 上 至 少 有 一 点 Q, 使 得 了 (Q) 一 
“ER 8( 一 致 连续 性 定理 ) ”在 有 界 闭 区 域 上 的 多 元 连续 函 

数 必定 在 该 区 域 上 一 致 连 线 ， 这 就 是 说 , 若 F(P) 在 有 界 闭 区 域 刀 

上 连续 ， 那 末 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 总 存在 一 个 正 数 8， 使 得 对 

于 区 域 卫 上 的 任意 二 点 Pa Po HAN | P.P,| <3 时 ,都 有 

CP) - CP) | <s 
成 


Pi 


RHK: EE IUE AM, x] T BES 
仍然 适用 ; IER TEE H, [DL üE UE E be rie d, Si 
均 为 连续 函数 ; 在 分 母 不 为 零 处 , 连续 函数 的 商 是 连续 函数 ; 多 元 
连续 函数 的 复合 画 数 也 是 连续 函数 ， 

与 一 元 的 初等 函数 相 类 似 ， 多 元 初等 函数 也 是 可 由 一 个 式 子 
METI, WE ESO EE EIE (GRAUE 2: 
PERAZA FR D B Pu | 3 dE rop UR PDC RU. Ë un, 


& 4-33 — y? 


E, ein (y), en Go 十 的) 等 都 是 多 元 初等 函数 。 

根据 上 面 指 册 的 连续 函数 的 和 . 差 、 积 .总 的 连续 性 以 及 连续 
画 数 的 复合 函数 的 连续 性 , 我 们 进一步 可 得 如 下 销 论 ， 

一 切 甸 元 初等 曾 数 在 其 定式 区 域内 是 连续 的 . 

洪 光 元 初等 函数 的 连续 性 ， 如 要 找 它 在 一 点 Po 处 的 极限 值 ， 
[UE 4 BE E o d Gs, MARERE AREA yá BU A 
数 但 ， Ep 

Em f(P) =f (Po), 

例如 lin (c? — Zey + 99) --23—3.2-«1-4-8«18- 8, 


e IQ e 


ec 
yt 


lim aro in V WY —arosin CA 


a W 8-1 


1. Ek f, nz xy ay te s, uk ps, iy. 
2. HERS FG f Ing: .ny 满足 关 系 式 
Fry, uv) - FGr, 0 AE, v) FG), t0 - FG, D, 
3. ting f, n) eut apa, ido fou, 光一 y. wy). 
4. TAA HIE BUE XR. 


1 1 
D z—In(y?— 2x +1); 2) r= ti 
G schain Ze zi? GE 

0 Ay . 21,314.42, 
Si EEE ER 
(BY Vr N vi (0 (6) s-—In(y— oup 
(0) ARA (Qo r0 


a pg oe 


(8) u=arecos —. 
x aq 


5， 求 下 列 各 极限 ， 


1— 1 
1 
(D I ugs e» p rr 
; 1 . Bd Ya Lt 
(3; hm SES (4) lim H 
Hi pes. y 
. xt . gin zy. 
(55 lim MI (0 Gem = 


AEBG T PUR ERAS Tr 4E 
NE IIT g^ 
GQ) pn EEN e Mn a Ty 


e TÍ .. 


8. 西数 a READ 


第 二 节 篇 导 数 
一 、 偏 导数 的 定义 及 其 计算 法 
在 研究 一 元 散 数 时 ， 我 们 从 研究 坝 数 的 变化 率 引 入 了 导数 邮 
念 。 对 于 多 元 函数 同样 需要 讨论 它 前 变化 率 ， 但 劣 元 函数 的 自 变 
量 术 站 一 个 , 因 变 量 与 自 变量 的 鞠 系 要 比 一 元 函数 复杂 得 多 ， 在 
这 一 节 星 ,我 们 尊 先 考证 多 元 函数 关于 共 中 一 个 自 变量 的 变化 率 ， 
以 二 元 函数 z— f (z, y) DIL 如果 具 有 有 自 变量 2 变化 , 而 自 变量 y 
固定 ( 即 看 作 常量 )， 这 时 它 就 是 4 的 一 元 画 数 ， 这 画 数 对 z 的 导 
数 ,就 称 为 二 元 函数 = 对 于 4 的 偏 导 数 , 妈 有 如 下 定义 ， 
EX RAR Z— (v, y) TER (ne, yo 的 某 一 邻 域内 有 定义 ， 
H y DEE y M eE mn tAE Jo B), SB Ez Pb E 85 5 8 S: 
ao- de, qo) — J (26, to), 


RRR 、 
Jim Tirat de, se). fre to? (D 
FE, PU FSUERR IR (8 5 ERI $ y) TE Si (xo, Yo) Rb xT z 85 8 z 
数 , 记 作 
" 

$É. £z o, aleon HE Fata, Yo), D. 
Mir, 38 B CD) REEL SD 

f. Go, yo = Dm fede ed fm da) 


KME, EA ¿= (n, y) 在 点 4zo Y) AEX y 的 偏 导数 宝 义 为 
T) BR 8 
O Ramin: f. WE E FH UA AIR 
Jë, 


. 12 e 


im Lo, Bot) — few, Wa) 
im A e 
记 作 E ur e | a zz 1 Ze | SIE d Js (o, Yu) ` 


MAA = — f (s, mem D "TP V) EXT z A dst 
AX BEAR YE. MARRAS OA Y, EAERI AA I 
Fa ai XE BERE warwa infe 


$: Z E, Ha 或 Fale, y). 


ZI dI AE, 可 以 定义 函数 < y) XI EI AE y 的 储 导 函数 , 记 
tE 
z, =, 为 或 f 9). 


BARRAS AR, f(z, Y 在 点 (zo, v) AN e MAS 
DS eLo, YO BAM Ries iB 3 Jo, y? 点 Cito, yo Ab Et ER 数值 ; 
Foleo Yo) HEM fra s) 在 点 (zo, go) 处 的 次 数值 ， 就 象 

OUAIS Ë, DURERE TIA DER GR 

ON di s ak. 

至 于 实际 求 > 一 .fo yy da ac 并 不 需要 用 新 的 方法 ,因为 
这 里 只 有 一 个 让 变量 在 变动 , 另 一 个 让 变量 是 刹 作 问 定 的 ,所 以 仍 
旧 是 一 元 函数 的 微分 法 问题 、 求 Zen, E 
A e HAEREERE 
rJ mE 
偏 导 数 的 概念 还 可 以 推广 到 二 元 以 上 的 函数 。 俏 如 三 元 函数 
uc FG, 9, 2) #E Gr, Y, DIEM e MAREA 


Flat de y, Df y, zY 
de * 


CHARTS zo B 3k TR se 22518, 


fele, y, z= = lim 


ee. 


HI key a ARO, DJARNA TA 
解 把 yy 看 作 常 明 ,得 


i Ge = 21 24; 
PETIT. i 
EE ENEE 
7 3s-+2y, 
BOU, DARA LHR, MA 
2 : — bel El D = 
ae 40278, 
y=2 
LA -831122-7 
Oy r2 ` 


$12 :R:—ain2y fp e xw. 


y 


at 


LI => = 2z sih 27, 


= 2? cos 2y, 


例 8 ais, ael, y 为 任 写实 数 )， 
m dl f 8e 


33 . s o0: , 1 ór y 

求证 7 T n 2; 2s, 
证 HA Z gg z =a Ina, 

E o: š 1 êz LE appli 1 qu = yY Y ¿Lo 

Bru y ex 1 Mme gy y yr : ln: a ln s= x + Za, 


BIA GR ro TRA 
E Eyt: AE TE ES 


r o e — 2, 
Or JA ov! 
. »s dr oy Gr 3i 
d I É 一 =- 一 -一 - = 一 一 
类 做 地 ,让 By y? ez Tt 


e Id 


$16. 已 知 理想 气体 的 状态 方程 2 - RTL 5 8D, 求证 ， 
ap | OV ƏT 


UV UT 8p 75 
» Q BT äs RT 
证 B p r , ev Ha 3 
p-B VR 
p" eT p’ 
H 2T E 
Ire p U R 


所 以 


9p Y , OT RT h U . RP 4 
or OT ép " p ` 

asp, XE— coole dt, SE TREE ER dy E E 
量 的 微分 dezt. MEREN, 偏 导 数 的 记 叶 是 一 个 整体 记号 ， 
ARETES THE, | 

二 元 函数 <=f{w, Y) 在 点 (zo, YO OLI FATE. 

BE Moto, Yo, J Go, Y A Fa, 沪 上 的 一 点 , 过 M. 
EFE y Yo, TI IA HL, PH y m Yo 上 这 条 曲线 的 方程 
为 ?= (e, Yo); 则 导数 GEI ii. BUR S E / (zo, 90) 3Ë 
是 这 曲线 在 点 We 处 的 切线 MT, 对 o 轴 的 斜率 (RS. P 
样 , 偏 导 数 So Gn, vo) 的 攻 何 意义 是 曲面 被 平面 2 一 26 EBRO M 
线 在 点 Mo 处 的 切线 MT, y Sim PR, 

我 们 已 经 知道 , 如 果 一 元 二 数 在 某 点 有 导数 , 则 它 在 该 点 必定 
连续 .但 对 于 多 元 函数 来 说 , 即使 各 篇 导数 在 某 点 都 存在 , 也 不 能 
保证 函数 在 该 点 连续 ， 这 是 因为 各 偏 导数 存在 内 能 保证 点 书 沿 着 
平行 于 代 标 办 的 方向 趋 近 Po 时 ,函数 值 (了 P) 趋 近 于 了 (Po); 但 不 
能 保证 点 卫 按 任何 方式 趋 近 已 时 ,函数 值 FUP) 都 超 近 于 f UPS). 
DAR. 函数 n M 

de 


FER 0, Ou TOM EE 
J(Q-- de, 0) — £(0, 0) 


FAO, 0) =lim AO lime 0; 
同样 有 
f, (0, 0) = lim y LO 03-40 109.0) lim o- 0, 
dy 


但 是 我 们 在 第 一 节 中 已 经 知道 这 画 数 在 点 如 , 002 XE SEE, 


=. É W (B = e 
P Mi DEERD AARATI 
WO y, = flt, De 


— WO R, Dr y). f. (o, SÉ y fist. mt 
HARRIS e, MENERA =P, Y) EN 
Sam ARA OU RAS A FAN fni S 36, 

. 36. * 


E ture 9)» ES = E Es LL gu, Y, 
Oz Ei 
A) deis = fiv E, P E (GR Em (Cy = f (e, y). 
XUA- CRIATEXXMOAIA. Ramp mp. 
EE n ERES, HRH S 3 A BEL 


et 3, KÉ 
Weg Bang au 求 02 0% DU 
M 6 设 * py Say ty i 1, 求 ET Ki OOo ^ QrOy^ ey 
AI 、 
Da” 
RE 2 Bah? — yh — y, d T ey Ia — ts 
pt =Ë 2 es = am 2. 
A bay, hs ~ ay Bay? — 15 " 
Pz _ as Qi al — 045. "m | 
ry = Din — 997 — 1, E = 245—184 


我 们 看 到 例 6 中 两 个 二 阶 混合 偏 导数 相等 , 即 EE 


这 不 是 坦然 的 。 事 实 上 ,我们 有 下 述 定理 。 
Em wen: 9) 的 两 个 二 MERREM TI E 
2 在 区 域 刀 内 连续 ， 那 来 在 该 区 城内 这 两 个 二 阶 混合 偏 导数 
必 相 等 . 
奖 句 话说 ， 汪 阶 混合 偏 导数 在 连续 的 条 件 下 与 求 导 的 次 序 天 


关 ， 这 定理 的 证 明 从 路、 | 
PADUA, BAHIA ASE E. 

Wi ELEGIR EA IAE t REKE A 
e, TI? s. 


$17 "rte := Inw inf ns 


9 Gr 
(Ua ` 


证 因为 tt KC -l In (z?-1-3?), 


, ER m es y 
L 0 SCH 
BA és Pty dy alat 
C: (lunge vii 
Qa? (a? 4- ai? NEE wé i 
SO: 0 hyD —u 29g zu 
ey" Le za (yt 
02 et aia? a? — 2 
NM — E! - E x = 0 
因此 ES | Zuch (a y? l (w y? . 


A Joh re VT TRENA 


Ou. Y. Cu 


às Aa 
、 u Lä Leg 
证 Er T Se T r ri 
Pu 1,88 êr 1,30 
EPI T? "ri ën gei q^ 
由 于 盖 数 对 于 生变 量 的 对 称 性 ,于 以 
Mu 1,3 Bm ji. Si, 
ey? ai "e" ud rË og?" 
Ou eu gu 
AE aiser la 
8 , 8(a?-- yB4- 20) 9., 867 -0 
— ' 7 à ` uud T 5 ` 
+ T T T 


ET DT ARRE, TRAY 
理 中 一 种 很 重要 的 方程 ， 
. 5 + 


= H 83 
is FAA AR 0 


CO Se a oo (35 ATUS 

t (83) s— nini -< (6) a sin (ey) + cos! (21); 
(5) s= tg T š , (6) s= (es 
C u= di (8) um ste tg (o) 


2. W T= el Zi S 各 -0, 


(Me Ly es 
8. ame 7 v, rue + 一 25。， 


4, gf io (I RE us D. 
EE 2 E 
5. ae [7 | ;在 点 (2, 4, 5) kunasa RR 
dE ` 
Oa Ze 
6. R TAER Sr UAE ETE dar 
(1) s= st yl — ds 


(BY 2=arc tg 2 A 


(8) g—3, 
7. xf Y z) may ya +20, 
IE f T CO, 0, 1), pem D, 35, Jem. 一 "PIN o, p. 
- B... Hacia. sk —— ixl 人 E . 
9、 验 证 : . 


e EE Um 
D r= air 满足 Dre a 
(B) schte +09) 满足 E A s 


. * CAL 


第 三 节 ”全 微分 及 其 应 用 
一 、 全 微分 的 定 习 

我 们 已 经 知道 ， 二 元 函数 对 茶 个 自 变 量 的 偏 导数 表示 当 另 一 
个 自 变量 固定 时 ， 因 变量 相对 于 该 自 变 量 的 变化 率 .， 根据 一 元 画 
数 徽 分 学 中 增 量 与 微分 的 关系 ,可 得 

JG Z, 3) — J (z, p zc fe (m, y) az, 

J z, g+ dy) — (e, a m f Ce, w) dy, 
Lä ice A Ce ROS z 和 对 y AGA, TAR 
分 别 叫 艇 二 元 函数 对 “和 对 9 的 伪 徽 分 . 

在 实际 问题 中 ， 有 时 需要 研究 密 元 酒 数 中 省 个 自 变量 都 取得 
增 量 时 因 变 量 所 获得 的 描 量 ， 即 所 谓 全 增 量 前 问题 . 下 面 以 二 元 
应 数 为 例 进 行 讨论 . 

ERA Ja, 的 ER P (z, D TIE Api Pg og 9E XS, 并 设 
P'(zd-4e, y+ Ay) ARA E, MARA AAA 
LEE fed de, yd- Ay) — f (o, v) Zo HE P 对 应 于 自 变 量 增 
He, Au HALBE e Ae, HH | 

d: fe Ae, y+ Ay) — fim, 9). . (D 

—Atück, TAARE UBA l4— P 3k ñij WW J — 
PE BOTA EA A dy AA OEA A 
数 的 全 增 量 省 ， 从 而 引入 如 下 定义 ， 

EX SHE ER Sk 2— f (z, YEAC, NOSE 

Az=f æ de, y dy) — J, Y) ` 


可 表示 为 

Ai— A dwt BAy--o(o), (2) 
其 中 A. ERRET jz. dg WAS o BL pm IC (y), 
"a 20 “< 


Bj S 88 B4 > 一 ez 3) fg ma (z, NOMS, Mamita RAAN 
z= f e, y) EA, 加 的 全 微分 , 记 作 de, 
` dee Ade P 
TERIEN: ARI s y) EA Gs, 办 可 微分 , 那 末 
eg. ie, PAI, D SR Ee, RI 
So 8-5, Kati a= f (z, i der Gs DRNEA 
à: 
de= DE. dudum A. (3) 
事实 上 ,因为 @) 式 对 任意 Az. dy FIL NET dy — 0 时 也 成 
成 立 ,这 时 p= del, 所 以 《台式 成 为 | 
Diet de, y) $, y) = As deo] de. 
等 式 两 边 各 除 以 de, ME dv->0 VEIA, RIIE 


lim LA n- Jee, Y) DEN 


da-0 


ELE E FA, ESPA, a 


如果 画 数 在 一 个 区 域 也 上 各 点 处 都 可 微分 , TORRES Bd 
D spit. | 

RAE, -TABARA S) MCI IE IE BEA RI de TA 8 
"db. Bars, WEIT RSR 
NS S der A. Ay, 但 它 与 和 之 关 


并 不 一 定 荐 较 p 高 阶 的 匈 穷 人 小, 因此 它 不 一 定 是 画 数 的 全 微分 , 换 
名 话说 ， 各 偏 导数 的 存在 只 是 全 微分 存在 的 必 娄 条 件 面 个 是 充分 
Rf, Piin, ez s 
f z) = | TETP 
0, > Pty 
在 点 (0, 中 处 有 FLO, 0) 70 fO, 0) —0, WA ` 


ai Las, 


+ DI 4 


de: [ ft, 0 ' Act f, (0, 0) r Ay] A 


如 果 考 虑 点 P (de, Ay) FEE y => RETO, 0), Hl 


Aldo (do; do 和 rd 
p Cám)" (ay? (Aot Cde 2: 


它 不 能 随 p->0 而 趋 近 于 0, 这 表示 o0 时 ， 
4 一 [00 0) Ae- fett, 0) dy) 
并 不 是 一 个 出 P 较 高 阶 的 无 穷 小 , BERRES (0, 0) 处 的 全 微 
分 并 不 存在 , 即 函 数 在 点 (0, 0) 处 是 不 可 微分 的 . 
HE, msn län, Ma REA 
HIER GERE, 
ER pen, ui RARE E EA PG, y) 
连续 , 则 函数 在 该 点 的 全 微分 存在 ， 
证 ”因为 我 们 只 限于 讨论 在 某 一 区 域内 有 定义 的 函数 (对 于 
偏 导数 也 如 此 ), 所 以 假定 偏 导数 在 点 PCs, v) 连续 ,就 含有 偏 导 
数 在 该 点 的 某 一 分 域内 必然 存在 的 意 导 (以 后 凡 说 到 偏 导 数 在 某 
一 点 连续 均 应 如 此 理解 )， 设 点 (m+ Ae, y dy) 为 这 邻 域 内 任意 
— EI ES Ha pt 
d fed de, yt AD fe, q) 
= [fot Az, y dy) — fiv, y + 251 
[Ma yt day) — fia, ail, 
在 第 一 个 方 括 号 内 的 表达 式 ， 由 于 y dy 不 变 ， 因 而 可 以 看 作 是 
z 的 一 元 画 数 f (z, ya dy) 的 增 量 。 TE, ARAE EE 
理 , 得 到 
fnr de, yA dy) — f (m, y+ dy) 
= fot B. da, y dy) Ae (OO -51), 
. 22 4 


REE, Le, PERAG, NES MULATA 
Jit de, y-t dy) —f v, y + 4) 
f.m y) de ede mE (4) 
Hop s, dee, dy MAX, B 35 r0, dy>0 BL, 6:0, 
IF] BE nj iF $ 7p 7: 38-5 Pa I 3: AGXRES 2 
He yt dy) — J (m, y) fe, y) dy + edu, (5) 
HOR s> A zy BU BIER, Hp Ay BI, zez, 
ED. IATA, ERER BET, AINE Az Hj 
以 表示 为 
da= fale, y) dece f (z, Y) dy + eide + es dy, (6) 
容易 着 出 


| 
sel eec Los + leel, 


ERA Je— 0, 4y>0 地 p>0 而 趋 近 于 零 的 . 

这 就 证 骨 了 ?一 了 (Cw, YA PG, 四) 处 是 可 微 和 的 ， 

以 上 关于 二 元 阔 数 全 微 芝 的 定义 及 全 微分 存在 的 充分 条 化， 
可 以 完全 类 似 地 推广 到 三 元 和 三 元 以 上 的 多 元 函数 ， 

IRE, 我 们 将 自 变量 的 增 量 Ae, Ay 分 别 记 作 de, dy, 并 分 
别称 为 自 变 量 v y 的 微分 ， 这 样 , BR r= fz, y) 的 全 微分 就 可 
写 为 
C dv. | (7) 

EERIE — on ER CHR LARA ETE MR ABRA Er 
EE E. 

登 如 原理 也 适用 于 二 元 以 上 的 负数 的 情形 ， 例 如 ， 如 果 函 数 
u= Jf, y, DEBERIA, MAZA u— (e, y, oes 
分 就 等 于 它 的 二 个 但 微分 之 和 , 邯 


da = 


o SÉ e 


du = Le a qt E dal p déc 


1 HO EDRR Z= r Zu La frg "T 


3E LH Uy ES EET A A 
解 BI ER SEA ày C 1 3y, 
jug dz m Bay dal Qa? pd, 
12 TAB zo 在 点 -2 D abf iat. 
HM à . à: 
T EN =. y mcg 
BE GG dr Nye, By dë, 
e: =g? óz | LI 
eo ¡ao ? ON ue 73 
y=1 GE? 
Jr l d gdu -t Pebe, 


53 计算 前 数 = wn 2 的 全 微分 ， 


` "M uU 了 z +2 
NÉ EX v 7 w^ > € E deze Code ye", 
Br ri Qu = dät: LG cos > 4 ze") dy- ye d, 


二 、 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 
由 一 元 函数 的 全 微分 的 定义 及 关于 全 微分 存在 欧 充 分 效 件 可 
nm. TA = f (e, PALA P (e, 办 的 两 个 篇 导数 f(z Y, 
fue, DER, 3E. | dl, Ly LUE nt, W raat q 
duxi dz = file, y dor fyl, D Ay, (8) 
上 式 也 可 以 写成 
J Go de, yd fía, Nao YN dot f, (o, dy. (8) 
与 一 元 函数 的 情形 相 类 似 ， 我 们 可 以 利用 {8) 式 或 (9) 式 对 二 
元 函数 作 近 似 计 算 和 误差 估计， 举例 于 下 。 
BA 有 一 贺 柱 体 , 受 压 后 发 生 形 变 ， 它 的 半径 由 20 厘米 增 
. 24 + 


大 到 20. o5 厘米 ， 高 度 自 100 厘米 减少 到 99 9 BOR, REEE 
TRE o B ur pr fit 
MEA REE, — TT 则 有 : 
Ferh, | 
iic, ARV ARRERA Ar, Ah i AV. 应 用 公式 (8)， 在 
AV —dV —V Lar-- V 44h = 2zcrh Ar tr dh, 
ji r=20, L—100, Ar 0.05, Ah —14A, f 
AV zc 2a X 20x 1003 0.08-Ex: x 20 3€ (—1) 
= 一 200x《 立 方 厘米 )，- 
邢 此 圆柱 体 在 受 压 后 体积 约 减 尖 了 200m 立方 厘米 。， 
例 5 计算 QL.04)”” 的 近似 值 。 | 
ME BERSE Ain, RAR, SEHR DII ROC e= 
1.04, y— 2.02 I ifr e (1.04, 2.02). 
Hüzei,gy—2, de=0.04, 4g=0.02. BpT 


FO, 25 —1, 
fon, y) — emt í filo, A ais a, 
ZO. 22-2, fll 2) =0, 


所 以 ,应 用 公式 (9) 便 有 


a. 0499031420. 04. I 0x 6. SCH :1 08, 
@ 6 Spee TODELT 的 从 起 是 


4m 
g7 THT 


HMAK RR T AY 34 49 4 1000. TT T- 
2--0.004 $5, Dj TEST BUR E RU 引起 yg 的 绝对 误差 和 
得 对 误差 各 为 多少 国 9 


O 控 第 二 富 第 八 节 的 说 明 ， LAS EI E ER eu 


BH 160 TD, 
= Ys Ae 


MO 如 果 把 测量 L 与 到 时 所 产生 的 误 此 当 作 | Al lä, 
则 利用 上 述 计算 公式 所 产生 的 误差 就 是 二 元 函数 o 的 全 


增 量 的 绝对 值 | Agl. ATIA, Ar RRA, RERIT H dg 
来 近似 地 代 蔡 An, Est Si o EA 


à 
| jagle dal = P" ar 
«arl. 
< 2 ape E Bu 


-—« s || += SËNN 


ju 1-100, T=2, | 4| &0.1, | 4 过 0.004 £A. Ex, 得 9 048 
Xp 36 84 2g 


5,4 (SE 2X 9,094) 


D. Bai 4.98 LER TP. 


AT g 的 相对 误差 约 为 
8 O Bac 
^g = too 05%. 


2a 
从 上 画 的 例子 我 们 可 以 着 到 ,对 于 一 般 的 二 元 函数 := /G, Y), 
如 果 自 变量 2, y 的 绝对 误差 分 别 为 8.、 3， Bñ 
| e| <Ə;, | Ay | «Oy, 


则 z 的 误差 为 
4 地 - £ det E Ay 
SCHEIER 
WË 


e 26 e 


MAR z 的 绝对 误差 约 为 


s, — ¡2 "la Ea, o (10). 
| e | Oy 
2 的 相对 误 佐 约 汶 
| à: | ex 
O, | dn Gu >. 
i-i d+ |-2- [ve | 0D 
3 mi 83. 
i. SR TATUR n RAT 
D fry 
(2) s= eñ 
a yo. 
3) os er 
(4) u= 


2. RE In 14047) 23 21, y2 时 的 全 微分 。 
3. xii = 02, y=1, 2e=0.1, jy —0,2 Br RE £ J E f 
全 微分 ， 
4. RR =e Y a=1, y=1, dr=0.15, dy=0.1 inamay, 
5". 计算 w C (975 pae L fi. 
6". iin VT: 08 e Y0788—1) iie feti. 
vr, 计算 并 .97915 的 和 近似值 .ns 一 0.693.2 ` 
8* ， 计 算 sin 20? - tg 46? 的 近似 值 . 
B", BAHEA ce Ky y ROKPURGE, An. oiii 5 OR v 
Weg 10 JAS, EE BE ACA 
. RE- LARRA AREA 0.1 厘米 , 内 高 
22 20 ut PUEROS POR, ROSE : 
Ur, 当 国 锥 体形 变 时 ， 它 的 底 半 径 召 由 90 MKA 30.1 18k, 高 至 
由 6 me 59.5 IB, EIERE ELE, 
1. AZAR, IBA 740.1 OR 240:1 
EK. BORA Eis ARHAR AE, 


. DE as 


13*. MAA £78.13 09 ES 35 32 K 2$ B 73 6230.1 2E 30178 50.1. 
ME kiila ig sie fü 9 60* 17, AREA BU ARREA RE 
HARE. 

14* ， 利 用 全 微分 证 明 ， 两 数 之 和 的 绝对 误 益 等 于 它们 各 自 的 绝对 误差 
ZU. 

15%, HAARATI: RAER EATA ke EWEG 
ARAARA E EE A 


第 四 节 ”多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 

假设 画 数 4= Tra, VR Pla u — (e, y) A omyle, y) 

MEA e. y HIR EY RC 
z—f[p(o, y, pte, ail, 

TUAERMNESR— TA — 5 EE GIRO SE ER CK S SEA, PN 
Ti RÍ EU E um pz, y), ab, PRA fu, oi, Wú BE MV EUR 
Jo, DREES A, Y). Gr, D IU B S Sok ZA 
ar. APRA, 有 以 下 的 定理 ， 

定理 Ange is, Y, v — (m, 只 在 点 Go, D) AMS 
数 , 函数 z—f(u, v) EXA, OE 5 asti Er ES, HAM > UR EXE 
z—fie(o, Y, dia, NEAL 的 有 对 É y 801 ER, FATE 
们 可 由 下 列 公式 来 计算 ; 


z 2 u , G Qu 
oe Tom às ^ Dv Sen (D 


ru Ee Zi ZS, (3) 
证 设 = 获 得 增 量 le, y 保持 不 变 . 这 时 RI Eu eG, Y, 
vd, 的 的 对 应 增 量 为 A, lo, APURE de, ?获得 
HORE de, 函数 c/u, v) 相应 地 获得 增 量 b. MEE, ERG 
z= fu, VERO, w) 3E f SEC, TE H 38 CO) 
. 98 < - 


.. 0: E 
deeg Zu A 25 


这 里 , 当 Aua, dv—0 Bj, $20, 640, 
将 上 式 两 边 各 除 以 de, 83 


de 0% du, dz du lu Av 
= eu Uds en de zack "de 097 EUM 


内 为 当 Ar—0Bj, du—0, Jo—0, ra E Gë 2. 


Anise dut es dv, 


. 4% 0x Ou , 22 Ov 
所 以 lim de du Bx + BV Ar! 


Ja FE RI E 
0: | 0: Ou , 0% ,On 
O; Du y ðv Oo" 

我 们 指出 ， 对 于 中 间 变 量 或 自 变量 不 只 是 两 个 的 情形 ， 公 式 
Mi) BALE. Bl, 

Bo Qu, v, w) R H EPP SPK. o n Go, y, vb Y, 
wola, y) MRAR, MEGA ¿= Flo, y), bla Y, 
o, y) VEG ELE RE z. y 的 偏 导数 , E. 

€: Of Ou , Of ðv , Of ew 


Ox Ou ës ' Qv» är | Zon Ox! 


6: GI Ou , Of Ov , Of Ow 
dy du Oy | Ov ën Bw dy" 


又 如 ,只 有 一 个 中 间 变 量 的 情形 ; 
z= f(u, m, y), 
Tij Di, y), 


它们 都 满足 所 需要 的 条 件 ， 则 复合 阔 数 2 一 了 [pl%, y), v, E 有 对 
EXA o A y 的 偏 时 数 , 且 


* 99 w 


2 Of e: | ef. dz _ êf Ou , Of 


Ar u ër ðs’ Gm C Q On Oy 
注意 , 这 里 -如 A y), o, 所 中 的 


y 看 作 不 变 而 对 o 的 偏 导数 ,3 是 把 /io e, s) Ff u, y EHE 
变 而 对 的 偏 导数 . E k P. 也 有 交 似 的 区 别 ， 

更 特殊 地 ,在 只 有 A AGAR T AN ADR 
X HcRiEBUZAGX. Büduc-fQn w, mi, Wup, ompli, 
w—o(), WEGA Tier, 40), wD] 上 只 是 一 个 自 变量 
的 函数 ， 这 个 复合 函数 对 + 的 导数 T 称 为 金 导数 .车 所 设 各 本 


a E STR, Re SERERE ELA AR 
dz Of du , Of de , Of dw 


di Ou di Ae di ' Qu di^ 


例 I Hee sino, Muay, v5e+y. 3K ASA 
N ”所 设 函 数 满足 定理 中 的 条 件 , 故 由 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 
得 
O: GO Ou , 07 Ó: Ov 


dx Qu 9r ` 0v de 
= e gin vy--8" cos «1 
= e^" [y sin ere 4 cose 1-93, 


äu du OÚ 27 dy 
= e" sin Arel ei cos a+ 1 
=e” [x sin (+y) 4- eos o-t- 2 1, 
Dä Buf, y, 2 977, Wj sa] sënn, 
eu du ` 


* 4 ^ 


RS S - ZE = Dg tV Dg gin y L 2rg? tet 


=20(14 20 gin? eier tv *et imt y 
=2 (y +0 sin cos yenes EN 
513 i:-uv-rsint, Mu=e', w= cost, 求全 导数 Z, 


dz _ £2 du , Oz dw + vet —usint—cost 


M rA di 0v d 58 
=g" cog d — et sin £ + cos $ — e! (cos š — sin $) +eost, 


DA 设 w=f (zt+yt+2z, oy), f FO WO E ORC, R 


du Cu 
rf dis" 


解 ” 为 表达 简便 起 网 ,引入 以 下 记号 


AED pr EFE m) 
Ae SH, Zar: BB 


类 似 地 有 o, Jio Si. TR 
Ex | 
JD fh mif ls uf ye (t mf) 
-fiat Gb) fleo ey fh. 
例 5 duc Gu) URL EROR, TIA 
MOS BASS. | IE 
: Qu du y y e Pu 
o (my. o Zee 
MD EDS AGIS GIAO ER Zr BR, 


G= r eos 0, y —r sin 


» Bis 


remi, 6-aretg £, o 
可 以 把 函数 如 = 了 Cx, NY HABEAS AR 
t= fi, y = f Leem, reind = F(r, O), 
AFM, aro tg L) SIB E ka, 8 


E Or | Ov 80 
Ox ðr Or ` 00 Gr ` 


— Qu > £u oy 
Cbr Aë > 

_ O cos € Ou sin a 
êr 8 T 


96 M | Qu m 

or r | 6008 4? 

à ET cos $ 
" ës sin e " 


两 式 平方 后 相 训 ,得 
E a) 
月 求 二 阶 偏 导数 ,得 


uy 8 /ƏuN 8r „2 (2 08 
ar Or Vor) s ^ O8 às 


i d REL 
DO SAP 14% 四 象 眼 时 ,规定 各 的 到 值 范围 为 ， 
-5 TX, Wil 6 =aro tg z; 
3154 P (z, DA. BERE O OEA 
Z << m RI Gare tg E aen, 
证 时 以 下 推导 仍 成 立 。 
a 33 + 


8 eu sing „ing 
dete 58 


E 80 
— Pu a Pu "n Lu sin*g 
gT Cos 0-2 r VEB TUE 
ĝu 2sin0 cos | Ou sin*0 
ey r? "ër e" 
aam BEEN 
Pu u an o Du sin0cos9 , u oe 
oy op "n d ps re T "OU pe 
Bx 2s5inGcosO , Ou-cos?Ü 
EI gi CA 
AA, 得 


y? er ER 
1, r= uo TR) u=cdosy, v—rsny se LE KE 
E] + For EM > y" 


2. g säin o, Weber v= — Du, A» 2. US ` i 
38. 2 aset D, TH e—sin?, =, RI 
. iZ e= aresin(z— 0, me e v da, ap ZS 
. Re arctg (y), My=", RE 

ey —2) 
hu a+l . 
. 验 汪 函数 e= sare tg È, Hh enn y-u- t, AEREA 


a 


og om 


了 一 asins, s= cose, 3R FE, > . 


1" | 


8. 求 下 列 函 数 的 一 BURRO Y FRIO PV 
(D uf yh, vt (2) u= foy, =s) 


uc, My AA 


9. Beata, mus, FOOT "9 


eE yy P LH. +, 


. ee ey 
10. ik s= É Eh A AA, SNE 


Pa Gs dz p 

11. R FAR àv Pry? Wy) 《其 中 7 EIER SS BY 
D ref Gp; D ils, 2), 
12. Rh u= f G, BA PA SERRA: TÜ 

E 

NN EN AN M 
(2) E) SES (m) 
E £u o. Zu Ca, Gm 


P T = Ta 1 * 
En y" es" ETE 


第 五 节 ”- 隐 函数 的 求 导 公式 
一 、 一 个 方程 的 情形 


在 第 二 章 第 六 节 中 我 们 已 经 提出 了 隐 英 数 的 概念 ， 并 且 指 出 

了 不 经 过 显 化 直接 由 方程 = 

Flo, y=0 ` es 
NE PIRE AS ERG MeN SUM Og RS. SUZENUR do 70 ES 
导 法 来 导出 隐 函 数 的 导数 公式 . 

隐 西 数 存在 定理 1 RAR Js, ES Pl, v) 3E — 48 
域内 具有 连续 的 偏 导数 , 且 Gre, ya) 0, Fumo, yo) 0, 则 方程 
F (v, y) =0 在 z 的 某 一 邻 域内 恒 能 崔 一 确定 一 个 单 值 可 导 且 具 
有 连续 导数 的 函 教 y= .fto)， 它 满足 条 件 ICONE 并 有 

dy _ _ F, | e 


= =— 


“da Fo 


* dá e, 


EE AR, i 
RRE, MRAR (2) 在 定理 结论 的 其 余部 分 
已 经 证 得 的 前 所 下 作 部 下 推导 ; 
KIE CD BRE BORA HORA, T 
(s, f (a) )=0, 
其 在 端 可 以 看 作 是 2 的 一 个 复合 函数 , 求 这 个 函数 的 全 导数 ,出 于 
恒等式 两 端 求 导 后 仍然 恒 等 , 即 得 
SR, Gë dy _ 


ðr — Oy de ,. 
EFE, ESE, BL, yo) 9:0, 所 以 存在 Md "Tem 
在 这 个 邻 域内 F 80, 于 是 得 


dy _ ZS 
de FE 


如 果 F(s, 的 的 二 阶 偏 导数 也 都 连续 ， 我 们 可 以 把 等 式 罗 的 
两 端 看 作 2 的 复合 函数 而 再 一 次 求 导 ， 即 得 


Py e PF. F, du 
da da tao TF, dz 


PP) FF, - Fea Ze 
Fu j 


y 


_ P EE + FF 
$11 求 由 方程 ty ieg PA E 1 RC y 的 一 阶 与 二 
pr. 
Mx za Fn z) = + gt, FQ Se, F ,=2y, dex m 
e 


HORA 
. 35 = 


i LAU e, : 

du ay sE) PAL 

dar y y yc St 

APARTE NIE. 既然 一 个 二 元 方程 
(D nj EL 884g -t — 25 [8 BR 3e AMAR AZAR 

F(s, y, z) -0 (3) 

就 存 可 能 确定 一 个 二 元 隐 范 数 ， 

与 定理 工 一 样 ， 我 们 同样 可 内 从 三 元 函数 古 (z, vy, 2) DIR 
来 断定 由 方程 Pt y, 2) 一 0 所 确定 的 二 元 函数 4 一 了 tw, y) 的 存 
在 ,以 及 这 个 质数 的 性 质 ， 这 就 是 下 面 的 定理 ， 

BASEER? ee Fe, y, 2) 在 点 P (zo, Yo, to) 的 
X --955 B A PEBE BS 8 +, E Fl, yo, 20) =0, Fio, Yo, 
29) 0, MARE Fla, y, 2) —O TE (xo, yo) 的 某 一 邻 域内 恒 能 唯一 
WE- T SS IB PEP EL RR IESU EE TEE 2-— / (z, y), 它 满足 
fbi, yo, 并 有 O 
AT UE E e 

这 个 定理 我 们 不 证 ， 与 定理 工 类 和 伏 ， 仅 就 公式 (D) 作 如 下 推 
E. 

HA F(z, y, f (s, y)) 70, 
对 上 述 便 等 式 左边 前 函 数 , 应 用 复合 函数 求 导 法 出 的 条 件 满 足 , 故 
将 上 式 两 端 分 别 对 z My RE, 


à: à: 
Bet FF F, + 


由 于 F, E, B Fle Yo, 20) +0, 所 以 存在 点 (mo Yo, 2) 的 一 
"TT SR, ERA SIRE ban 于 是 ,得 


=0, 


. 36 e 


42 du y? 22 42 0, 3 ZS, 
M. ORE F(E, y, E) cate Ed, Es Weien F= 2z—, 
REHAR), 得 1 . a . te 


ar) g- DE 


dai .. ^ (2—2*: 


二 、 沪 程 组 的 情形 


下 面 我 们 将 移 函 数 存 在 定理 作 另 一 方面 的 推广 ， 我 们 不 仅 培 
加 方程 中 变量 的 个 数 , 而且 谱 加 方程 的 个 数 ， 例 如 , 考虑 方程 组 
FT, Y, a, v) = 0, 
lon y u, ce I e 
这 时 , 在 四 个 变量 中 ,一般 只 能 有 两 个 变 景 独立 变化 , 因此 方程 组 
(5) 就 有 可 能 确定 两 个 二 元 函数 ， 在 这 种 情形 下 ,我 们 可 以 从 函数 
了 局 的 性 质 来 断定 由 方程 组 (6) Brio BRI A- — 20 RECHTE 4E, 
以 及 它们 的 性质， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
也 函数 存在 定理 8 iQ Fle, y, u, v). G (z, y, w, 2) dz 
P (ao, Yo, wo, Y HERRERA E EDD ELA, 又 
FE (Ga, Yo, Wo, Vo) = 0, Gta, Yo, uo, W) = 0, BUS Aa n) 


函数 行列 式 ( 或 称 雅 可 比 (Jaoobi) 式 )， 
Ap. 2. 
J=- TOSCA Du ov 
Ou, Y) eo eG 
eu Ov 


te P(xo, go, uo, vo) 点 不 等 于 OW, 9 Jr E GB Fo, y, u, 9) =0, 
G(z, y, u, v) =Ü TE (xo, yo). 的 某 一 邻 域内 恒 能 唯一 确定 一 组 单 
EEREN ERRIA N ES E uuw, y), va, y), GI 
满足 条件 uo tulto Yo), vo — (Lo, Yo), 并 有 


|F; F, 
$$ 1 9€(F,G)  (G, Ge 
ën J EB IP, F] 
A Es 
F, F, 
v 10,0) .la @, 
s J Ga ae 5 F. 
Ge Ge 

F, P, (6) 
de 120.0). 16, Ey 
ey J oly, v) FQ Jol? 
A OG 
FP, P, 
De — 1 O(P G) "GA Gel 
@ J Ou y) En Bei" 
Gu Qui 

“这 个 定理 我 们 不 证 . 与 前 两 个 定 通 类 做 ,下 面 仅 就 公式 (6) 作 


如 下 推导 。 
HA Ple, y, utz, y), v(z, 1)]=0, 
Gs, y, ula, y), gie, y)]1=0, 
ALA AI A A OMAR, Si 
对 恒等式 两 边 分 别 对 % 求 导 , 得 


WE Zu e, $9 Lg 


ES B 


Gta, +G, L=0 


ur T- - 


* Zë e 


这 是 关于 Dus Ët 的 线性 方程 组 , 由 假设 可 知 在 点 Po, Yo, o, 


dx* Ox 
vo) ABBA, 系数 行列 式 
J- F, len 
. Gu Gei " 


从 而 可 解 出 Du, D, 


au Lane Ze. 107,8) 
Da J QG, ai" du d 2G, m) ° 
同 理 , 可 得 
ën Labo Ov — 19(F,0) ` 
Ou J ëm ai" dy J O(u,g)^ 
#J3 im r= zü, pi, ML, 四 在 点 tu v) DIR Sp t 
内 连续 县 有 连续 篇 导数 ,又 
2.0 ao 


du, 9) . 


(1) 证明 方程 组 | 
Kia v), e 
y=y(u, 1) 
在 点 他 IAEA (o, Y) ht 3t— Ap PA RE ER 48 e 5 
ARAS oui, y), gut, y). I 
(2) RERA uc ute, y, 9= (o, y) 对 2, y 的 偏 导 数 ， 
RD 将 方程 组 (7) 改 写成 下 面 的 形式 
Pío, y, u, v)zsr—c(u, v)-—D, 
P y, u, v)=y—y(u, v) =0, 
H ARA 3， 即 得 所 要 证 的 结论 ， — 
(2) 367; S8 EB (T) FEROE u mu (m, y), ev, yAR 
AG), BIS ú U i 


. 09 +. 


gey [u (a, 3D, vim, y). 
将 上 述 值 等 式 两 边 分 别 对 2 oR d Sr 2, 48 
^ Qu da Ov Sai 


_0y ĝu dy àv 
du x du Ox 


KENE A 


ER 


1. a smyt ry =l, R 


2. i In py! -aredg Z, "2 


, ect Beie 2 T eys = 0, AG 


2 

; 

SZ BESSE , 

5. ii 2sin(r+29- 32) eg A. Du 3, më 

6. ibz—c(y, 1), y=yCo, 2), s £m, HIR ZI EF (z, y, Si 
MATRE ESR SEHE B p E, 证 明 

Le Du Ze a 

T. WR PO, V) 为 可 微分 函数 ， 证 朋 由 方程 多 (ex 一 qz, cy —ba) =0 BRA 

定 的 函数 == FG, DAE a 党 二 SZ =o, 


8. uw e6—zsysr0, s 一 -一 
i ery, ZE Sr, 
9. — aus = =, k EL 


- 4n LJ 


10”， 求 由 下 列 方程 组 所 确定 的 曲 数 的 导 煞 或 彤 导数 ， 


A prada, d 
EA ES 
a 24-322 — 20, do? de 
zu—yu=0, . Dy" 
ol " 2 cu, Zi. S 
tr xul, Or y dl Ey 


= T ` . 
om [0/9 UU. yos ona, GR 
v=g e, ey), 
gu Av, 
Te Bx! 


yy pamet denn, Be — Du By ën 
(4 设 MR $e e e AD 
D. 设 y=f e D, RAE FO, Y, D =0 EI z, 乡 的 函数 ， 
Bf FUE Eisem, ME 


i. 
eu 


12. ¿km=euoosu, Vase sino, z=uu, ik DE m 
第 六 节 ”信息 数 的 几何 应 用 
一 、 室 间 曲 钱 的 切线 与 法 平面 
设 空间 曲线 T' 的 参数 方程 为 
ee, = z-o(D, ` (D 
这 里 假定 (D) AKA dE EHI 
+, 


z 


HIELO Ly T i= o DÉI 
一 点 M (so, yo, zo) 及 对 应 T = t 


i 
十 虚 前 都 近 一 点 M'(ze + An, yot 0)— 
dy, zot dz). WRR LA, HR 


By 2x M M 的 方程 是 


«l 


AR Yo Za 
Ae Ay ds 
YM AET BET M Bj), Aa MM 的 极限 位 置 MT 就 是 


曲线 TAA M 前 切线 (图 8-7). 用 di RERE 2) RE, i 


T- mo _ Woo ZZ 
de 7 Ay de 
Jš A ab 


4 MM GAE 1650), 通过 对 上 式 取 极 限 , HSG Ai 的 
切线 方程 为 


Pta _ Yoy g£— 99. 
PEN yri es Nu" (fo) ' 
或 简写 为 
La. YY 2 
a "m PA 2 . (2) 


这 里 当 热 要 假定 CON (R). o) RRRA. MAA 
为 零 , 出 应 按 空位 解 析 比 何 中 直线 的 对 称 式 方程 的 说 明 来 理解 
如 用 dt 388 3e (2) AE, FU Jy RC TEA 


e _ YW _ Ze 


de dy ES 
HER R, HR PO), y m. 2=0(0 的 微分 de, dy, 
dz kj £x 83 Jy [6] c, MA T tJ 23 Bg 73 IB] d 32 OD 39 


* 


dz 
cos — 一 
EN GESTT Gy; Glos 
dy 
Cos [3 = — ee, 
PEE TAPA 
de 
COS y = 


二 NT 
通过 点 MM 而 与 切线 垂直 的 平面 思 做 曲线 罕 点 M 的 法 平面 ， 
由 空间 解析 几何 ,可 得 法 平 击 方 程 为 
D DARA DARA ARRA A e 
MESE 


a (G ro) H- yo (y — yo) F go (2 — 29) — 0, (S) 
oi 求 曲 线 OS, y—P, sP EAL L 了) 的 切线 及 法 平 
3 2j T8. f . 
N Bs, y 22 2-38, MA G, 1, 1) 所 对 应 的 参 
üci-i, 所 以 
d=1, 的 一 2 25-8, 
TE, BIRNEN 


法 平面 方程 为 
(2-1) 4+2y—1)4-3(-1) —0, 
Bp z-i 29 d- 92 — 6, 
REAL. 的 方程 以 
MM 
z= (z) 
的 形式 给 由 ,到 2g $833 LEORERT ELS 22 RARA 


5=2, 
u= p (ay, 


aye), 
者 设 pl), ble RA a A, RR EA, Sing 
HERE EA M (ao, yo, 各 处 的 切线 方程 为 


% Z Y Yo | *—20 f 
EY WE" e 


在 点 M (o, Yo, zo) ATO ESSE rb 


(a — £o) + (ro) (Y — Yo) T b (za) (27720) 0. 二 
iks iB ah P KHEN | 
Pa, y, 0) =0, I 
leo. y, s) -0 (8) 


BUEILIBIH. XE F. G BREA EEES SER 
OCH, G) | 
DM, E) tma Ba 39) 
EH S 5 ERAS, 方程 组 (的 在 点 M Gro, Yo 20) 的 某 一 施 域 内 确定 
T —HBE y=pí0), =b, ERA DP eos M 处 的 切线 方程 和 法 平 
MIE, REX eG, Or, PSM A OO, DADA. AU 我 
们 在 则 等 式 ， 


+0 


Fr, (0, drin 100, 
G[z, p(2) , (o) ]z0 x 
两 边 分 别 对 z 求全 号 数 , 得 TEE 
E + OP dy OF da = 


0 


2G , 2G du , 0G ds y 


rp | Oy du és dz ^" 
HB vpn, 在 点 型 ats o S TAI 
A, E) 


= +0, 
DY 2) 
E, F, P, ^| 
~ a dy "TG Ge dz Ge e, 
AAA de par ds DF, F, | 
E, G, E, E, 
FABS P AM lo yo eo kb EU 
Ea EE 
Dé 5D F, E AC OH, a 
Gy lo E, Es 0 ¿Es Gy a 


《方程 中 1 la f | karpa sei 的 简写 》， a M (ro, Yo, #0 在 的 法 平面 方程 为 


FQ, F, |P, OR, | Fs Fy a 
A PR E A e 
BP GO| um 00 ABRO oss 
in (y, ei 10 4 而 Día, y) lo” 2(z, æ) PEDA 个 个 等 于 零 ,我 
T1958 EHE RBS AER, 
1412 285-4406, rp r=0 ZG od, —2, DAPR 
法 平 曾 方程 ， 


E W PG, y, Adry, GG, y, 1D x ya, HJ 
Fa= Si, Fy= S, FQ—232, 


dd. 


G,-1, Gul, G=}, 


mF, 5] | -4 82! 
D :一 一 日 
am 8, Gla- | 11177” 
Di 7| | d 
一 =0, 
n Glass 11 1 
la: Fy u 2 SW 
C, Gala ai: |} H 
故 所 求 的 切线 方程 为 
` - r-1 y+2_ 2-1 
TË G 67" 
Sp s-i wt2 5-1 
* —1 Ü 1 ? 
法 平面 方程 为 
6D +0 (y 4-22 4-806 — 1) =0, 
ER m—z—0. 


=. HEHE 
我 们 光 讨 论 出 隐 式 给 出 的 上 曲面 方程 | 
Pío, y, z) -0 (9) 
a E, HUGE d St Hs H RU iqi rE = =f (x, 9) 作为 特殊 情形 
而 导出 站 应 的 结果 . 
BAE 2 出 方程 (9) 给 出 , AM Gro, Yo, zo) 是 曲 曾 了 上 的 一 点 ， 
JP WIRE Fo, v, z) IR d Se CE 
BRESARHNA ZE, D 
之 上 ,通过 点 M 任意 引 一 条 曲线 
T(E 8-8), RERA D 的 参数 
方程 为 
Zp, gn, =o, 
| (10) r E 9-8 
t= WZ TAM (eo, Yo, 20) kl. (lo), Y lo), o (o) ALA SË, 
. di. 


Du (22 K RT 3o AA D ER y RE 


Do _ U—Yo Žo 
-225 | EZ Ze 
To Yo Zo 


我 们 现在 要 证 明 , AE AM 的 任何 项 线 的 切线 都 
在 同一 平面 上 ， 事 实 上 ， 因为 赐 线 二 完全 在 曲面 2 E, 也 以 有 恒 


等 式 
FO, (D, o(D1=0, 


XGA FG, y, 的 在 点 (ao Yo OMAR E an, w, 或 存 
在, BEL EISE VO ta 3 e BOO to ARA. A 
do lit ? 

ES I 

F, (Go, Wo, toden tH PF (zo, Yo, 20 Yo t Pelto, Vo, Zo 200, {11) 
CORRERE n= dP Lee, Yo, ro), Fro, Yo, 50), Peo, Yo, 
20) 与 曲线 (10) 的 切线 的 方向 向 量 s= (at, yo, sh) Sh. Dë 
线 人 10) 是 明 面 上 通过 点 M 的 任意 一 条 曲线 ， 它 们 在 点 M 的 切线 
都 与 同一 向 量 刀 垂直 ,所 以 在 朋 面 上 通过 点 M 的 一 切 千 线 的 切线 
都 在 同一 平面 上 《图 8-8). Ging M 09 EL T 
这 切 平西 方程 是 

Fo, Yo, To) (2—e0) Baton, Yo, Zo) (CY — Vo) 
Mx, Yo, 20) (z— 29) = 0, . (12) 
UR M (eo, Yo, zo) WIESE ELTE ETE (12) Br] Pr n cl A: 
该 点 的 法 线 ， 法 线 方程 是 


_ E Dn = — Y— Yo = — g— a (13) 
Fro, Yo, to) Tyo, Yo, Zo) Polito, Yo Zo’ 


HERE E hN 
Ek a. 4) 
» dí = 


> 


Flr, y, 2) =f (e, y) —2, 
VE Fele y, z) = f.(e, y), File, 9, 2) =f,(e, 9), 
o Fe, y, z) = — | 
于 是 , SARS, VIERA a, Y. Lie, DAL (o, Mo 
SCHT, Vul pbi (14) AR M (xo, Yo WO 的 切 平面 方程 为 - 
£— z = feo, Vo) (X — to) Ef yla, Y YY, 
而 法 线 方程 为 


X — La än E 


falo, Yo) Fulto, Yo) —1 ° 
MRH a、 B y ERRARTE, BERAK I8 
上 的 ， 即使 得 它 与 轴 的 正 向 所 成 的 角 y 是 一 锐角 , 则 法 线 的 方向 - 
Ep 


e fs 
NEMPE AR ee BT TERA, 
"ees 


这 里 ,把 Een, Yo), fe (zo, Yo) 分 别 简 记 为 产 Ze | 
PLS REM ++ —14 在 点 G, 2, 8) 处 的 切 平面 及 法 
线 方程 . 
MN Fise w, 2- T f 
Pr, y, 2)—2m, vin, y, 2) —29, Fele, y, ry — 22, . 
P.G. 2, B) =2, F,0,2,8)—4, PF, 2, 8) 6, 
所 以 在 点 (1 2, 吕 处 此 球面 的 切 平面 方程 为 
2(v—1)-4(y—2) -6(2—3) —0, 
即  - &--2g4-9z—14 —0, 
法 线 方程 为 


— = n XA — 


Do. SAS TIR (DS CG. 
54 emm LALO, 1, ADMIS ELE Bi 
及 法 线 方程 . . | 
NM f, psy- L, 
Jm, y =20, Jf (e, 9 —2y. 
AQ 19-4, AB, 12-2, 
Pe AGO, 1, 了 处 的 切 平面 方程 为 | 
4(z—2)2-2(9 —1) — (2—4) 20, 


Ep dr+2y—g—6=0, 
ERTEN 
£—2. y-1 _s-4 
4 z —1 ` 
习 MH 86 


1. RE £i amt sint y=1 cost, sd sin 在 点 (2-1 1, 2/3) 
E IST m2 E. o 
2. rr, yo EL, ae ERT t=1 AAA 


Yt t 
法 平面 方程 ， 
8. RÈR y e Xr, Pamet EA (ma, Vo, 20) 处 的 切线 及 法 平面 方 


gatis — S = D, I 
2p--3ypös—4=0 在 点 (L 3, D 处 的 切线 及 法 平面 方 


o zë) 
程 。 

5. RUE < 一 所 y 7, 8 一 上 二 的 点 ， 使 在 读 点 的 切线 平行 于 平 醒 
EH id 

6. RHE es Leen 在 点 (8, 1 小 处 的 切 平面 及 法 线 方 程 ， 

7. RAH tby tetel 在 点 Qro, Vo, to) ADA ADE. 


di e 


8. RARE Aty 1 FHER eyt 8917 E 
Tz. 


9， 在 曲面 一 zy ER MERA FE -+4+9 
0, 并 写 出 这 法 线 的 方程 
` 30. E m Vy + VZ = Vq (a>0) 上 任何 点 处 的 切 平 面 在 
ir Leger — E 
11. RRA 34 LE, —2, 8) ABMS D ET 35 
xw 面 的 夹 角 的 余弦 


第 七 节 方向 导数 与 梯度 
、 方 向 导数 | 

HERRERA Jo, v) Ze P ttf TA AE 
率 问题 . 

Zap: fe, DEA PG, Y 
的 某 一 邻 域 内 有 定义 、 自 点 五 引 有 
DIC 1, 1 15 z Sh BU IE B] op E 
e, HA P'(a4- de, y + Ay) A L Lë 
另 一 点 (图 8-9). 我 们 考虑 函数 的 增 
A far de, yr dy) — f Ge, MEP. 
P' 两 点 闻 的 距离 p= S (La CAP E 
前 比值 . 当 POBA POR, 图 5-8 
果 这 个 比 的 极限 存在 , 则 称 这 极限 值 为 本 数 在 点 Piet noU Ry 
Ji fa SIC, 记 作 


Of uo fic do, gb A) = ZG, » 
c Tim f p D 


DV EE METT f (z, y) ERPE, USE EST fe f TE 
在 时 ， 函 数 了 (x, w) EA P HIGH e SW E pe.— 9t, y Wü IE Di 
e,=(0, Y 的 方向 导数 存在 昌 其 值 依次 为 户 , jy, ES E f e, ai YE 

. 49 > 


APA e [— 1, 0), y S, fai er--(0, 一 二 的 方向 时 
— Ha fa y. 


关于 方向 导数 A 的 存在 及 计算 , 我 们 有 下 面 的 定理 .， 


定理 See Dat Pi, EIMH, MAS 
数 在 该 点 沿 尾 一 方向 7 的 方向 导数 都 存在 , 且 有 


ar af ,Bf š | | 
da. A Ama, ， (2) 


其 中 a 为 方向 ? 与” 轴 正 向 的 夹 角 ， | 
证 Pin, fOe, VAR NICE EE E: 
数 的 增 量 可 以 表达 为 | 


JG de, y A) FG, y) = D mL f apto. 


MUERA p, 得 到 


JG Je, yt Am) — fn, 的 
p 
UA dv , Of M L ofo). 
do p Ze p P 


-f cosa Í sin a+ o(o) . 
ez Og p 
RE . fü de, yt dy - fim. y) 
上 Jim 22 : ; f O 
所 以 Jim : 


- COS a. sin a, 


这 就 证 明了 方向 导数 存在 且 其 值 为 


B1 idus le, DIES w 5 = MERA, 
ADLER 1 i e AEBREN a R 其 中 
D ZG D : 


r= Ir] ETE, 


> or z£ 28D 
WE 因为 ov Tara 0 cos 8, 


T 
Dr ` y _ 2 _ 
Oy Cm T 


所 以 = cos 8 coset sin 8 sina = cos(f—a), 


J 


HOLTA, 8 a= 6 时 ， Zi SIE 
Henn, Was M, SE o0, MR AA 


向 的 方向 导数 为 零 ， 
AFI ft, y, 从来 说 ， 它 在 室 间 一 点 P (e, 40 
沿 善 方 向 2( 设 方向 1 的 方向 角 为 a B. 站 的 方向 导数 ,同样 可 以 
定义 为 
of _ lat do, y ly, z+ ZY — F (z, y, 2) 
a ` , 0 
Jb o— DEET, de=pcosa, Ay pone 8, de~ 
peo y, | | 
同样 可 以 证 明 , TUR. ER BECA PES DEAD SAL RN DR IGICUR 
数 在 该 点 沿 着 方向 的 方向 导数 为 
af E 


ŻE = ÊE cos ar BE $E cos 82 oos y, . 4) 


— o m 
ETT AA 2: BEI AREA CBR. yE SGB WK BU 
BED, EA z— f (z, YE Oy 平面 (或 平面 的 某 一 部 分 ) 具 有 一 阶 
xk HR SUC, 则 对 于 平面 (或 平面 的 已 知 部 分 ) 的 每 一 点 Pe, z), 
都 可 定 出 一 个 向 莉 ar a, 
i+ Se 7 Dl 
e 51 <. 


这 向 量 就 称 为 函数 z— (e, v) 在 点 Ps, ai 的 梯度 ， 记 作 
grad f(e, y), BH 
grad f(z, y) — e i- + 
TuiJRdte-cosedd-sinej 是 方向 了 上 的 单位 向 量 , Wen 
导数 的 计算 公式 可 所 


SI. -ef 9f a of Z (osa s 
cos z+ ay A Se dy (cosa, sin e) | 


Let 
= grad f(e, y)-e 
= [grad f(x, y) | eos(grad f(s, y), e). 
这 里 , (grad f (e, y), €) RAE grad fie, s) re lef. Hh 
可 以 看 出 , 当 方 向 1 与 梯度 的 方向 一 致 时 ,有 
cos(grad f (z, y), e) =1, 
有 从 而 D. 有 最 大 值 ,也 以 沿 梯 度 方向 的 方向 导数 达到 最 大 值 ,也 就 
是 说 ,梯度 的 方向 是 函数 /(z, 切 在 这 点 增长 最 快 的 方向 。 因此 ， 
我 们 可 得 到 如 下 结论 : 
话 数 在 某 点 的 棒 度 是 这 样 一 个 向 量 ， 它 的 方向 与 取得 最 大 方 
沿 导 数 的 方向 一 致 ,而 它 的 模 为 方向 导数 的 最 大 值 . 
起 梯度 的 定义 可 知 ,梯度 的 模 为 


end se ail US) (ED), 


当 emt, BUE 5.2 轴 的 正 向 所 成 角 的 正切 为 
z 


ta B = — = . 


Br . 
FATE, -BARITA o f (a, 9) 在 几何 上 表示 一 个 


«52 D 


曲面 ,这 曲面 被 平面 zs= oo 是 常数 所 规 得 的 曲线 大 的 方程 为 
[fe 
1-9, 
RRR T, ZE Oy 而 上 的 投影 是 一 条 平面 曲线 r> (I 8-10), È 
在 zOy 平面 直角 坐标 系 中 的 方 穆 为 
fio, y = 0. 
对 于 曲线 L' Lon, AI EE MCN EE o, 所 以 我 们 称 
平西 曲线 五 为 两 数 = f (z, NBA 
由 于 等 高 线 f TE 


A 1 6 
dy Ch Je 
a CE) 
、 af, Of » 
所 以 梯度 E 
AGRA EP ALA y 
量 ， 因 此 我 们 可 得 梯 庭 与 等 
高 线 的 下 述 2 系 ,函数 z= pr 
flw, DEA P(e, Y) itr Bie ` 
Jig nti Pag ed ER / (z, 


fon gt: 
Le 64) 


号 一 9 在 这 点 的 法 线 的 一 个 
方向 相同 ， 且 从 数值 较 低 的 
等 高 线 指 河 数值 较 高 的 等 高 B] 9-0 
线 (图 8-10)， 而 梯度 的 模 等 于 国 数 在 这 个 法 线 方 向 的 方向 导数 ， 
这 个 法 线 方向 就 是 方向 导数 联 得 最 大 值 的 方向 

二 面 所 说 的 梯度 概念 可 以 类 似 地 推广 到 三 元 男 数 的 情形 ， 设 
PR = ft, y, z) 在 空间 (或 空间 的 某 一 部 分 ) 具 有 一 阶 连 续 仿 
导数 ， 风 对 于 空间 (或 空间 的 已 知 部 分 ) 的 每 一 点 Pla y, DAM 
AE HL A E 


"e Gë: 


XE] ER PEOR Bi Cu e, y, É 4 A P (e, v, DRE, Gm 
grad fía, y, 2), El 
grad f, y, 27 Bt: Ber En, 


经 过 与 二 XU DERE DEUS HA 三 元 函数 的 梯 
度 也 是 这 雯 一 个 向 党 , 官 的 方向 与 取得 最 大 方向 导数 的 方向 一 致 
而 它 的 弄 为 方向 导数 的 最 大 值 . 

如 困 我 们 引进 曲面 

fe, y, z) =o 

HRA ufi, y, z) UJ RETE ICE, MMF] RE RIP BRE u = Ce, 
y, DAR PG, y, 加 的 梯度 方 向 与 过 点 P BJ SESETBD fie, y, z) =a 
在 这 点 的 法 线 药 一 个 方向 相同 ， 且 从 数值 较 低 的 等 量 面 指向 数值 
较 高 的 等 量 面 ,而 梯度 的 模 等 于 函数 在 这 个 法 线 方 癌 的 方向 导数 


$) 2 求 grad mn p 

解 这 里 Die, T aim 

. f 2x ef n _ 2 ` 
BNO A QUE ôy Pi 


` ` t — _—. 2r "2 24 . n. 
HAC mi ae RS 


$13 Ef, y, z) = c ty 8, oR grad f(1, —1, 2),, 
解 因为 f.-2, Js= 29, Zeie, 
# (L, —1, 2) fi 
fa = 2, Jf = —2, f.—4 
He bi grad f(1, —1, 22 —2í —24 -- 4k, 
Fi 84108 Ba na Jr 28 3009 D 53 n] EE 36 in 2, 
. 64. 


如 果 对 于 空间 或 部 分 空间 的 任 一 点 好 ,都 有 一 个 确定 的 数量 
Fad)， 则 称 在 这 空间 或 部 分 空间 上 确定 了 一 个 数量 场 ( 例 如 温度 
Ej. 峰 度 蕊 等 )，-- 个 数量 场 可 用 一 个 数 昌 函数 (于 ) 来 确定 。 如 
果 与 点 型 相对 应 的 基 一 个 向 晤 CM), 则 称 在 这 空间 或 部 分 空间 
上 确定 了 一 个 向 基 场 (例如 旋 场 、 速度 场 等 )， 一 个 向 景 场 时 用 一 
个 向 量 函 数 POD AE, TM 

FM) =P OD À-QUDJG ROO, 
Hop PAND, QUID, ROD 是 点 好 WAER, 

利用 场 的 概念 , BARA LADA IA) MEA grad fM) 确定 了 一 个 
问 量 场 一 一 梯度 场 ， 它 是 由 数量 声 POMO) 产生 的 ， 通常 称 两 数 
(和) 为 这 个 向 量 场 的 势 ,而 这 个 向 其 声 又 称 为 势 场 ， 必 须 注意 ， 
任意 一 个 向 量 场 林 一 定 是 势 场 ， 因 为 它 不 一 定 是 菜 个 数量 函数 的 
MEA. A Fey ita day ARA, 

14 KAEST ATENO, HAS F L BJ 
RAFA Au RRA T B BRE, MOF r 3 Q 5 A 
之 闻 的 距离 . 

解 取 0 为 坐标 原点 , SEM AREN z, v, z, Fl n 


vt Y EE, 从 而 得 函数 末 的 梯度 为 


m _ m 2; EH 
grad — 7i (Li Ll k). 


如 果 用 ro Mear ON 方向 的 单位 向 是, 则 r = (8T JT k, 
因而 梯度 可 以 写成 | 


TE 


RE 
rad == — — fe, 
B DN p 


Pk AP HE E N BIL AAA, EAE M 指向 原点 , 鞭 太 小 与 
两 质点 的 质量 乘积 成 正比 , mi 5 ELI REDDE 5 CY. 因此, 8 
^ A e 


WARD SE CERE AAA, AAA 
$. 


nr 


= E 87 

J. sk UE O, DAA CL, DICO, 24 SEI 
向 的 方向 导数 , 

2. Rud uz ERGO, 1, DABA, 1, DARA, 4, 13) 089 77 
向 的 方向 导数 . ' 

A el, Q) tiem Se 
在 这 点 的 内 法 线 方 向 的 方向 导数 ， 

4". Wb fm, 0-42 E322 4g 3 — Hg — Da, 

SE grad y(0, 0, O E grad y (1, 1, i), 

5", du 0 部 是 4 v, # 的 函数 , 4 4 Sara ETE LER, EA 

(15 grad(u-Fv) —grad u-- grad v; 

(2 grad God =vgrad +ugrad o 

(3) grad(w)=2Zugradu, 


第 八 节 ”多 元 函数 的 极 秆 及 其 求法 
一 、 多 元 函数 的 极 值 及 最 大 值 、 景 小 值 
在 实际 问题 中 , 往往 会 遇 到 多 元 函数 的 最 大 值 . 最 小 值 问题 . 
Ej— 3G EA BORIS, 多 元 画 数 的 最 大 值 、 最 小 值 与 极 大 值 、 极 小 值 
有 密切 联系 , BEBA — 6 RON pl, 32 PEE Z5 A 38 BJ 28 46: 
问题 . 
EX RAR: =f, NED (mo, 2) 的 某 个 部 城内 有 定义 ， 
Xi RSEN EET (rs, 15) BJ zx (m, 10; BUR SIR Er A RR f (z, y) 
«me, ye), WIFE (Go, Yo) 有 极 大 值 fwo, yo); dn SS St 
适合 不 算式 fo, y) 9 f (za, vo), WIRE A (wo, Yo) HERR DRE 
J (zo, yo). MATE, EO SBSRARINRIS. EUA (A BO S PR 
- 56 


AREA, 

961 Hg 925-4? qx K (0, OMAR, HA 
(0, 0) 欧 人 在 一 邻 城内 蜡 于 (0, 0) 的 点 的 函数 值 都 为 正 , 而 在 点 
(0, 站 外 的 函数 值 为 零 , 只 几何 上 看 这 是 显 热 的 ,因为 点 (0, 0, 0) 
EN AW E Iya Bl 91 ty 2 322-49? 的 顶点 ， 

GERT 2 — aT eR, 中 寻 有 极 大 人 入， 因为 点 
(0, 0, DALT wOy 而 下 方 的 锥 面 “= — Nar RJ DR. 

HS mE rey 在 点 (0, 中 姓 既 不 取得 极 大 值 也 不 取得 极 
小 值 ， 因 为 在 点 (0, 0) 处 的 函数 值 为 零 , 而 在 点 (0, 0) 的 任 一 邻 域 
肉 ; 总 有 使 函数 恒 为 正 的 点 , 也 有 使 函数 值 为 负 的 点 。 

求 二 元 函数 的 航 值 问题 ,一般 地 可 以 利用 偏 导数 来 解决 。 下 
乌 两 个 定 湿 就 是 关于 这 问题 的 结论 ， 

EEEIEE HER- fi, Y) 在 点 (ao WTR, 
BARA (2, vo) SER ER 08, Pj gc 15 POS d ROLE 
Je to, Yo) = 0, Jue (Go, go) =D, 

证 ”不 访 设 e= (m, VERA YODA, jk 5 X j 
HEN, TE (xo, vo) BU REN yE F (zo, yo) 的 点 (zw, 20 333 A 
不 等 起 

JZ (z, y) xf (to, So). 
SPEO, EA y = * yo Tj eH zo 的 虑 ,也 应 适合 不 等 式 
f (z, Yo) <f (To, Yo). 
这 表明 一 元 函数 了 (zx, Yo) Tk 2= zo 外 取得 极 大 值 ,因而 必 有 
Jalto, Yo) =0, 
关羽 地 可 证 
Jf Go, ya) —0. , 
ALIL LS, RHM e f(z, DEA Gro, Yo fo) REOS Di 
e! e 


z— r= Jalto Yo) Gt —mo) + fu 20, Yo) (Yu) 

成 为 平行 于 zy AEREA) TE] 2 — zo = 0. 

ZETE, 如 果 三 元 函数 如 = 了 (wx, y, z) 在 点 Co, Yos E" 
SI A3. MEA Le, va, to) RÉI BIR DU ISR YE 24 
Falo, Mo, Za) = 0, Foltos Yo, 26) =0, fto, Yo, 20) = 0, 

仿照 一 元 函数 ,凡是 能 使 Fe, Y) —0, f,(z, Y) = RRE 
B Gn, go) iO IC z = f (o, iD REDE k. Amt erer, 可 微分 
前 函数 的 极 值 点 必定 是 驻 点 , 但 函数 的 驻 点 不 一 定 是 概 值 点 . 例 
Am, PS (0, ORBA ny AEA OEA PAL. 

怎样 判定 一 个 驻 点 是 否 蚌 极 什 点 呢 ? 下 面 的 定理 图 管子 这 个 
问题 . 

定理 &( 充 分 条 件 ) 设 函 数 == Fo, DE (zo, yo TAR 
PEG Hd —NXIEBEBESE, X fx yo) =0, F;(zo, Yo) 
= D. $ 

fato, Yo) =å, Jf. Go, gi = B, J yy Uto, uo) =C, 

Wi] fr, YE (xo, yo) RECS RR ER FLOS AR PE SOT: 

(1 B*— AC<0 时 具有 极 值 , 且 当 4<0 时 有 极 大 值 HC 
47-0 时 有 极 小 值 ; 

(2) BI AC>0 HABRA 

(3) B*— AC=0 时 可 能 有 极 值 , 也 可 能 没有 极 值 ， 还 需 另 作 
Wit. 

这 个 定理 现在 不 证 一 ， 利用 定理 D, 2, 我 们 把 具有 二 阶 连续 
A eg e, Y ROBA RARA TF, 

BE ROA 

Pele, y) = 0, fe, y)= -0, 


O 证 明 见 第 志 节 过。 
DECH 


求 得 一 切实 数 解 , 即 可 求 得 一 切 驻 点 . 

第 二 步 ” 对 于 每 一 个 驻 点 (go, Yo), RUINAS A, 
BHI, 

第 三 步 ” 定 出 B3— AO 的 符号 , EER? n i HE f 
yo) EPR RA AAA AM, 

HA FER fla, y =a yta ti Be 的 极 值 。 

S RITA 

Jato, y) = Zei + Gn — 9 = 0, 
Us y) = -89*--6y — 0, 

求 得 驻 点 为 位 , 0), G, 2). (-3, 0), (78, 2). 

再 求 出 二 醒 偏 导数 . | 

A= falo, y) = 6z+6, B= f. GG, y) = 0, 
O= fi (za, y) = — Oy + G, 

TER, Ak, B*— 40— —12.6<0, X. A>0, 所 以 函数 在 
G, 人 处 有 极 小 值 FO, 0 - -5 

EAL, DAE, B*— A0 = —12-(—6)20, HUA, DAA 
t (B: 

在 点 (一 8, Otk, B= AO — —(—12):670, PED f(—8, 0) 
不 是 极 值 : 

在 点 《一 3 2) hh, B3—40-—(—12)-(—8) «0, 又 A«0, 
Biest 8, DARAS, 2) 一 31. 

5j 36 ER 38 383 DL, RAH AA RAO UR dS ICE Es 
大 值 和 最 小 值 ， 在 第 一 节 中 我 们 己 经 指出 ,如 果 f (z, yy 在 有 界 闭 
区 域 DP 上 连续 ， 则 flw, WA D EE REE RAR 
Ë. 这 种 使 函数 二 得 最 大 人 或 最 小 值 的 点 即 可 能 在 司 的 内 部 , 也 
TAEA DAWAL. WRAAE D 的 内 部 取得 最 大 值 (最 小 值 )， 
又 沙 数 在 避 内 可 微 且 只 有 有 限 个 驻 点 , MX p CC GC o) ÉD AE, 


o 59 + 


是 沙 数 的 极 大 值 ( 极 小 值 )。 因此 , 求 函数 的 最 大 值 和 景 小 值 的 一 
BOTA. KAASO, 幼 在 了 内 的 所 有 极 值 及 在 也 的 边界 上 的 
最 大 值 和 最 小 值 术 于 比较 ,其 中 最 大 的 就 是 景 大 值 ,最 小 的 就 是 最 
小 值 ， 但 这 种 司法 ， 由 于 要 求 出 fw, 功 在 也 的 边界 上 的 景 大 值 
和 和 最小 值 , 以 及 为 了 确定 D ARRE, 还 需要 计算 二 阶 仿 导 数 ,所 
以 往往 相当 复杂 ， 在 通常 过 到 的 实际 问题 中 , 如 果 根 据 问题 的 性 
质 ,知道 函数 f(w, 四 在 区 域 卫 内 一 定 能 取得 最 大 值 (最 小 值 ), 而 
函数 在 内 只 有 一 个 驻 点 , 那 末 可 以 肯定 该 驻 点 处 的 函数 亿 就 是 
函数 rte, vie DD 上 的 最 大 值 (最 小 值 ). 

— HO 某 厂 要 用 铁 板 做 成 一 个 体积 为 2 立方 米 的 有 盖 长 方 体 
水 箱 ， 问 当 长 、 宽 .高 各 取 怎 样 的 尺寸 时 ,才能 使 用 料 最 省 ， 


解 ” 设 水 箱 的 长 为 2 米 , 宽 为 y 米 , 则 其 高 应 为 ay 米 ， 此 水 


箱包 用 材料 的 面积 为 
A= ets, — dme e— 


2 
TY 


EN 4-2 ay- 3. EN (2-0, y>U), 
梧 见 材料 面积 4 是 x 和 和 wy 的 二 KEE 


IEN 


解 这 方程 组 ,得 
z-4 2, y-A/À. 

根据 题 意 林 知 ,水 箱 所 用 材料 面积 的 最 小 人 一 定 存 在 ,并 在 开 
RED, 2>0, y>0 ARE KAA EDARRA BE — Bg SE PR 
(2, YD, AERDEN 2-42, = 2, Á TRUE EG 

" * - » m s = 2 
fü. 就 基 说 ， nC a Eg 2 2k. SE A 20K. gos S.T 
e Ü e 


=V 2 米 时 ,水 箱 所 用 的 烤 料 最 省 . 

从 这 个 例子 还 可 看 出 ,在 体积 一 定 的 长 方 体 中 , 以 立方 体 的 表 
面积 为 最 小 ， 

BIG A-RA 24 厘米 的 长 方形 铁 板 ,把 它 两 边 折 起 来 做 成 
一 断面 为 等 属 梯 形 的 水 槽 ， 问 怎样 折 法 才能 使 断面 的 面积 最 大 ? 


图 2-11 


解 “ 设 折 起 来 的 边 长 为 = 厘米 , 倾角 为 a (M 8-11), WRA 
水 断面 的 下 底 长 为 34 一 9o， JR KR 94 222 oosa, 高 为 
asina, 所 以 断 曾 面积 为 — 


A= los 一 2 十 2 corat 24 — 22) «sina, 
E d 24x sinc — 2 sin a+ gin acosa 
( 0-212, Oxo). 


[EN BRI BS ISLA AR Ma RE 
A 
A= 24 sin x — 4% sin a-t 22 sino cog x= 0, 
| 
HUP a0, eri, ， 上述 方程 组 可 化 为 
12 — 2 cosa = 0, 
| 
解 这 方程 组 , 得 
Gl. 


[ra 


4 9, SER). 
TO TA CC deer, DEF EE EL; 

0-212, 0<a Pe. ERE D N R 4 — A+ Bo E 

此 可 以 断定 , 24 z 8 厘米 , a= 60* 时 , 就 能 使 断面 的 面积 最 大 . 


二 、 条 件 极 值 np DS 


上 和 面 所 讨论 的 级 值 问题 , 对 于 函数 的 自 变量 ,除了 限制 在 函数 
的 定义 域内 以 外 ,并 无 其 他 条 件 ,所 以 有 有 时候 称 为 无 条 忻 航 值 ， 但 
在 实际 问题 中 ， 有 时 会 遇 到 对 函数 的 自 变量 还 有 附加 条 件 的 极 什 
问题 ， 例如 ， 求 表面 积 为 ?面体 积 为 最 大 的 长 方 体 的 体积 问题 . 
设 长 方 体 的 三 楼 的 长 为 x, y, c, ASI E 
HA, FILA z, y, z 还 必须 满足 中 加 条 件 2 (og udo) 
=a, 象 这 种 对 自 变 量 有 附加 条 件 的 极 值 问题 称 为 条 件 报信 .对 子 
有 些 实际 问题 , 可 以 把 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 , 然后 利用 第 一 月 
中 的 方法 加 以 解决 , Ala LA, TERA Zen Los az) =a, 
JẸ z XR m, y BU REY 


z — 20 
Zeta)" 


EPEA V => z 中 ,于 是 问题 就 化 为 


— mm) 


KA 

MERRE H 5 EEA FRAIRE IEA BRA DT 
但 在 很 多 情形 下 ,将 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 ,问题 并 不 这 样 
简单 ， 我 们 另 有 一 种 前 接 导 求 条 件 极 值 的 方法 , 可 以 不 必 先 把 问 
题 化 到 无 条 件 极 什 的 问题 ,这 就 是 下 面 要 介绍 的 拉 格 亡 日 有 数 法 . 


一 一 


二 ”可 以 通过 计算 得 知 ar E 时 的 函数 仿 砂 a GO", r=8 BEBA, 


e BE. 


型 在 我 们 来 寻求 函数 , 
=f w, y) LU: 


在 条 件 
gio, y) = 0 (2) 
FR ARTE SERE, 
Ar 3E FE 3 (1) E (zo, vo) RPTRA BAE, 那 来 首先 有 
Q (mo, yo) ~Ü, (3) 


我 们 假定 在 (zxo, yo) 的 某 一 邻 域 内 f(z, Y) 与 p(w, D 均 有 连续 的 
一 阶 偏 导数 ,而 pv 人 so, YO 关 0， 出 泪 函 数 存 在 定理 可 知 , 方程 (2) 
确定 一 个 单 值 可 导 且 具有 连续 导数 的 消 数 y= 小 (2), 将 其 代入 (1) 
式 ,结果 得 到 一 个 变量 “的 函 孝 

efe, pG). (4) 
TE CAE (zo, o) 取得 所 求 的 极 信 ,也 就 是 煌 当 于 函数 ( 少 在 
w 二 wo 取得 极 伪 ， 由 一 元 疝 导 函数 取得 极 值 前 必要 条 件 知 道 


ZS fas Se Lie O 
而 由 (2) 用 隐 话 数 求 导 公式 ,有 
dy | = — feo, Yo) 
de sen Py (Uo, Yo)" 
代入 (5) 式 ,得 | 
Cen, Y) — fy (to, to) 2s s AN o, (6) 


Py (to, Yo) 
(8) (6) pisi BC d ak 3k (T) d d p (2) 下 在 (o, yo BORRO E 
gti. 


E 
ao Yo) FA Lë, Yo) = 0, 
|; y (Ho, So) HAPpy Gto Yo) =0, (7) 
Qo, yo) =0, 


+ 53. — 


VEU, (7) 中 的 前 两 式 的 左 端 正 是 函数 
Fs, D = J (m, y) Aple, y) 
的 两 个 一 阶 偏 导 数 在 (ao, 210) 的 第 ,其 中 是 一 个 待定 常数 ， 
由 到 上 讨论 ,我 们 得 到 以 下 结论. 
RMB EE ERER fie, DERI plo y) - 0 F 
的 可 能 极 值 点 ,可 以 先 构 成 函数 
F (z, 4) = fim, y) H- Moo, y), 
其 中 小 为 某 一 常数 ， 求 其 对 十 与 9 IAS, ABLAR, A 
上 后 与 方程 (32) 联 立 起 来 
Zeta, y) T pa (z, y) =0, 
Zeta, y) 2 (a, y) =0, (8) 
ple, g) = 0, . 
由 这 方程 组 解 出 w, 9 及) 则 其 中 z, y 就 是 可 能 极 人 点 揭 SE hn. 
这 方法 还 可 以 推广 到 和 站 变量 多 于 丙 个 而 条 件 煞 平一 个 的 情 
FRE. Bn, ER 
um fr, y, 2, F) 
Xp 
ple, y, z, t) - 0, ie, y, 2, $0 (9 
下 的 极 秆 ,可 以 先 构成 函数 
Fle, y, z, D) = f (v, y, 2 D-Aagpie, y, v, Ë) 
table, y, z, D, 
其 中 ja， An 均 为 常数 , 求 其 一 阶 偏 导数 ,并 使 之 为 零 , 然 后 与 (9) 中 
的 两 方 程 联 立 起 来 求解 , 这样 得 出 的 z. v.c, d DE RT RE RET 
区 于 如 何 确 定 所 求 得 的 点 是 肆 极 信 点 ， 在 实际 问题 中 往往 可 
根据 问题 本 身 的 性 质 来 兰 定 。 
oi? 求 表面 积 为 中 语 体 积 为 最 大 的 长 方 体 的 体积 ， 
. Gd > 


KR RETAMA o v, z, 虽 问 题 就 是 在 条 件 
pla, y, z) =20y + ugi 2ez — a? -- Ü (10) 
TREM 
F=gyz o (20,90, 220) 
B3 AME. HE 
Pie, y, 2) = xyz-- A(2my + 2y2+ 202%), 
ROSE e, y c n fo A REE 
gz--2X(g +2) = 0, 
tz + 2A(m- Ez) = 0, ai) 
ey +22 (y-e0) =0, | 
ES (LO 联 立 求解 ， 
因 c, y. z 痢 不 等 于 零 , 所 以 由 4d1 可 得 


HALA 


ARA COR, 0848 
VE, 
6 E 
这 是 唯一 可 能 的 极 值 点 ， 因 为 出 问题 本 身 可 知 最 大 信 一 定 存 在 ， 
所 以 这 个 可 能 的 极 值 点 就 是 最 痰 值 点 ， 也 就 是 说 ,表面 积 为 a' 的 
长 方 体 中 ,以 校长 为 VË a 的 正方 体 的 体积 为 最 大 ， 最 大 体积 
SECH 


KEE = Z= 


as. 


习 8g 88 


l. PEE f Ge, 护 try) — 8? —9? A, - 
2. AMIGO y) = (bea) dy - 2898 18, 
D 65 " 


8. REM yo mete y! 2) ADE, 
4. ok oy Zeiss ER AD aL PEMEX. 
o. MPA ZKJ T ARAZA, asi sm E A = e 


形 。 


6， 要 造 一 个 容积 等 于 定数 万 的 长 方 体 无 盖 水 池 , 应 如 向 选择 水 地 的 尺 
和 十; 方 可 使 它 的 表面 积 最 小 , 

7. 在 平面 0y 上 求 一 点 , 使 它 到 2=0, y=0 X x E2g - 1650 ZER 
的 距离 平方 之 和 为 最 小 ， 

8. HERA 2p 的 条 形 绕 它 的 一 边 族 转 丽 构成 一 个 圆柱 体 ， 问 矩形 的 
地 长 各 为 多 少时 , 才 可 使 圆 往 体 前 体积 为 最 大 ? 

9. RART N O 的 球 且 月 最 大 体积 的 长 方 体 。 

10. ut y CERE a +y al BLR Wl, AA 

的 最 长 与 最 短 距 离 。 


第 九 节 二 元 函数 的 泰勒 公式 
一 、 二 元 函数 的 次 勒 公式 
在 上 册 第 三 章 ,我 们 已 经 知道 ， 如 果 画 数 .A(2) UE wo DDR 
TFE, 四 内 具有 直到 HO MAFA MH ele, 52g 
时 ,有 下 面 的 % 阶 泰勒 公式 
FO) = f (00) FF Gro) (2 to) 
+ Eto Goa)? -十 P) (à — ag)? 
十 人 一 Zo) cy wir (0 < 人 
ME. HIERE, ERMITA y REMAIN 
HAAR O), BREE H ea HH o)" RARA, 对 
ESTE dE a i ES 
25 EH de AE A AA AED, FRE 
HA AA SER Uh 3k. SUCIA, Mea y) 
> 66 ° 


在 点 o wo BUE BARNES CE ESSE (1) Br B 3E e A S, 
Gath, yotk) Jg YEA Ke deg A RIS PIRE A: 32 E E 
.vo 十 加， so E) ILE E XR A h=z-— go, k= y Vo WJ m EE 
zt. 而 由 此 遍 产 生 的 误差 是 当 P= Y AP ESO SE H; p* vs Bir RS 2G 
HA, MTM A EE, Sain —cc dS XE E ERES” 
S] 5c m Xo DE. 

TE j z = JC, NERO yo IR MAME DS S 
8] (21-1) Rr PO RE ERIS PRES, Geib, y E) TRAE A, Ml 
有 

J (zo-- b, yotk) 


7G, iTA TE D) fo, éi 
4- 3d 高 t+ 高) Ff (wo, Yo) te 
mc h- KA Tee, Jo) 


ê Lk $) 3 See LE. yot 0E, 
WEEN 


Wes aiU d 
其 中 记号 
(A ot) Ge, go) SR fe Gne, yo) + ifto, 90), 
E i24 Zi J Gn, glo) 表示 AAF. ao, Yo) 


十 2hk fy (Lo, do) + fa (Lo, Yo) D 
一 般 地 , 记号 


2 dy 示 ZC rte 
(^ ES +k By Fo, 0) 表示 Ki " k öy (00d 


证 为 了 了 利用 一 元 函数 的 素 鞠 公式 来 进行 证 明 ， 我 们 引入 函 
e B7 + 


Q3) —f (xot ht, yo), — (Oii), 
BA DO) — f (9o, go), PO =F lth, yotk), 
UG dg Sms, RES 
Q' (2) — hf, (ao tht, ED H- kf (o Thi, o ËD 
(aL +5) f Gr - A, got ED, 
UD = Bf uso F ht, yot EU) tAk foy (to ht, yotti) 
TEM y ro e hi, yot kb) 


an `. 
EE) Fiche, Yoko, 


ee 
DEET TEE 
geg Boro 2d 
+ Li Gr E t 
+14 二 
po " II] arg hi 


8 Q0 NOD uL, 
(e) fwot ht, yo Kb), 
HTM RARA, 得 
$ (1) - (0) +8'(0) 二 ar $" (0) A 


tL oe(9) + PD, (0<0<1) 


ED: 

Jg (0) = f (ao, Yo), (D) — f Gh, ga E) 及 上 面 求 得 的 0) 

直到 % 阶 导数 在 1 一 0 的 值 , UD) Er BI EU EA Him 
JF toth, Yot &) 


= f La, Yot (A P Ë 3) J (zo, Yo 


(x) 
a0 RR zl Fa, yo) dr 
DEJES SCAM +R (1) 
HL a 5) Jte, yo) da : 


s DR +. 


其 中 


B. 1 (a 8 a HD 


=a FIN tt ay) St vto). 


(0-01) (2) 

定理 证 毕 ， 

Ask CLR LS EUM Js, VANO, YO J n Erde x, 
T R, AR (2) MOV RE BB H A. 

Hi COS B 30 ECRIRE t, b] CO SEL 3, Ë REM 
式 返 似 表达 函数 f (eo h, thii, RREA R]. BER, A 
数 的 各 Cn 二 1) 阶 仿 导 数 都 连续 , 故 它们 的 绝对 值 在 点 (oo，%o) 的 某 
一 邻 域 内 都 不 超过 某 一 正常 数 M. PE, A TARRA A, 


IR iier; UN e [epo 
EDU esa] ziel 
OE ray Nem 29 
JUp oc FR, 
HORTA, RA | Ra EH po 0 时 比 mm 高 阶 的 无 穷 小 ， 
3 ne0 时 ,公式 (成 为 
J Geah, yot ËD 
= f (ao, Vo) Fhfelo ih, yotik) 
+ËEf,(mə + Ob, yo+ OE). (4) 
Asu cS Coo AA. ih (O ARA 
述 结论 ; 
IREM SO, v) HARE Ja Gs 9), f Co, Y) 在 某 一 区 域内 


O &jieoa|-:, Mj[simale (1—27)2, |eosa|+lsina|waq I— =p (0), 
eG) ELO, 13 ESI 2, . 


e, 69 », 


均 恒 等 于 零 , WJ ES o, 仍 在 该 区 域内 为 一 常数 ， 
ERIAS H, 如果 取 200, go=0, WORRY Br 


克 劳 条 公式 
Ho s) 0, 0)+(e ¿+3 7) 70, 0) 


1 ë ë 
EN ts 高 ) fO, O) ++". 


eR) /G,0) 
mD Fs, 09, 
(00-1). (3) 
ai RUM /Ko 3) a I-ez--y) MEA. 
解 ”因为 
Zei, Y = fy (m, y) = XT 


"uin a) 


Zi, y) = fe, y) = Pu Gn, Dar) ` 
2f 21 
SÉ E (p=0, 1, 2, 8), 


f Z Bi pa 
pp But? Ita (p 0, 1, 2, 8, 4), 


所 以 
(Z ty 37) AQ 0) =0J,(0, 0) 270, 0) mg, 


e. 8a 
c ES 3;) FCO, 0) 
=° f, (0, 0) + 2wy fe (0, 0) +87 fy e (0, 0) 
一 一 (e-r, 


a: Gg + 


=g" fa (Ü, 0) + Bay fe CO, 0) 
Hey an LD, 0) HAY fy Q0, 0) = 20e 3-9)? 
X f(0, 0 —0, E 


(try) a+ Gy» m (2 d-3/)9 4 Fs, 


* 
+ 


1/ 3 à We 
Boe +03) 160, 69) 
eo l. G e 
rn HBH, 


“Z. BECA EE uEBR | 

OUR z = Fm, y) 在 点 (ao Yo) HEAR BATA 
SAR, X Falo, Yo) = 0, fuo, Y) 70. ROARI 
BAKE ER X hH lo, Y E (ro, go) 是否 取得 极 值 ， 

依 二 元 函数 的 泰勒 公式 , A (ran A, tk) H ERRERA E 

点 ,出 有 . 

Af — f (ao h, yot b) — f (20, qo) 

= fero, YAA f (zo, go) E 


+ [fa (vL, e FOE E H2 fus (ro Bh, gei OE) 
+f, (mo Oh, Yo FORT, (6) 
因为 fale, Y), Za (z, Y, Ja (z, DVÆRG, YO IRSE, 2 
ja 
Falta, 9o) = A, fa (aa, go) = B, fy (4o, Yo) 0, . 
m4 
Zastëo Lë, yotik) = Atar, fa Gto bh, yo + 8E) = Bien, 
Ta (Soc Ob, yot Gk) =C -tas 
Hp oa, on, ga HE p= VISTA, 
e 72 - 


x. Fes, Wa) —0, fy to, So) = 0, 
故 (6) 式 可 改写 成 
Af m fece, Yot E — f Go, qe) 


- 1M CRBA OH) 
1 3 ANI 8 
esp Ca ATH Bes hole s E?), 


3p P-ARV2BAELEORMEOBLBNO P Eo? ERAS, 
而 o: A7 + Bas hk tas Ë Et Yk. e mE JS, MU pp 很 小 时 ， Af 
前 符号 与 PRADA 当 P= om, IAEA o, Pe 
Ges hk ras bi HAST, 

Sisi, ERA ERE, EH p 0 hj 人 7 的 
符号 如 下 ， 

(D 5 B'-AC«O i, BJ ACG>0, BA SO RIS, 1 
past, PFE 

PAR 2B het OR = L [CAN+ Bl - (B8— AO 49], 


E POS AE DR 0 

23 AOR, Af<0, El f(x, y) TER (zo, 0) 取 得 极 太 入; 

当 4>0 时 , 4f>0, Bl flo, Y TEX Cao, Yo) BM, 

(D Y B*— ACTO, FOME e: 

1^ HARO, WE | 

ER EI (LES — ACy13], 

FPE, RAO, 有 -0 时 ， 卫 与 4 JE, 当 Ah-FBk— 0, bannt, P 
HARE, RAE Af 可 正 可 负 ， 

2? nis E O =Q, WA 

Pa APARECE LUC BAJO (B'— a0), 


Do. 


51 同 理 可 得 41 GER, 

3° 4 A-C-0, Ben PE P-2Bhh, W 4 hk-0n,P 
与 召 同 号 ; EO BI, PSBRE, RA AJ 可 正本 负 . 

以 上 三 种 情形 都 说 明 当 Ba 一 4C>0 峙 ，d4F 的 符 导 不 能 便 为 
ERA fo AES, 的 在 点 (ao 2 不 取得 极 值 ， 

(8) Y B*— AC —O RI, A 4x0, HU 


P< LOAD BET, 


Ai Bt= Ond, P-0, 此 时 Af 的 符号 不 能 出 卫 的 符号 奖 定 . 
若 Cz#0， 同 理 可 得 相同 的 铺 论 ， 因此 当 BB 一 40 一 0 对， 不 

能 判定 了 (%, Y) 在 点 (zo, yo) 是 否 到 得 极 值 ， 这 时 需要 用 fa, y) 

在 点 (so，%o) 的 高 于 二 阶 的 泰勒 公 式 才能 判定 
综合 上 述 讨论 结果 , 便 得 第 八 节 定理 2， 


x Ei 89 

1. RER Gr y) 20 ay y - br IBER DBA 
x. 

2. Ru rte, men Corp i cm 

3. REA fm 的 一 sin sin 在 起 ( = i)e-mbos, 并 号 出 
RT Ps. 

4 RARES O, go? MERIDA, HM 1.1 RIE, 

5. RERS D net" B n MR, EA, 


| :第 十 节 最 小 一 乘法、 
ALTIRO, ERRE RAN ANNA AS —— 
SR, 来 拱 出 这 两 个 变量 的 函数 关系 的 近似 表达 式 。 通常 把 
BORA DARA AMARA. 经 验 公式 建立 以 
后 ,就 可 把 生产 或 实验 中 所 积 黑 的 某 些 经 验 , 提高 到 理论 上 期 以 分 
wv Zë e 


Br. 下 面 我 们 通过 举例 介绍 常用 哆 一 种 建立 你 验 公 式 的 方 技 . 

H1 为 了 测定 刀具 的 次 损 速 度 ， 我 们 做 这 笠 的 实验 : iB nf 
一 定时 间 ( 如 每 羔 一 小 时 ), 测 量 一 次 刀具 的 厚度 ,得 到 一 盘 实 验 数 
ik. 


WO dm 5 í | 


o 
D DG (BE 9 


3 | 4 


刀具 厚度 u CAE 27.0 26.8 | 26.5 26.8 | 28.1 | 25.7 | 25.3 | 24.8 


试 根 据 上 面 的 实验 数据 建立 y 和 之 闻 的 经 验 公式 y 一 了 从， 也 
就 是 , 雪 找 出 一 个 能 使 上 述 数 据 大 体 适合 的 还 数 关系 y= 了/( 台 . 

解 ” 首先 ,要 确定 了 (人 ) 的 类 型 ， 为 此 ,我 们 可 按 下 法 处 理 ， 在 
直角 坐标 纸 上 取 + WMA, Y 为 纵 坐 标 , 措 由 上 述 督 对 数据 的 对 
应 点 ,如 图 8-12 所 示 ， 从 
图 上 可 以 看 出 ， 这 些 点 的 
过 线 大 致 接近 于 一 条 直 
£i. TE, 我 们 就 可 以 认 
Xy- ORRERA, J 
设 


JG) at b, 

0H a Mo AREA. 

D HB a DARE 
m 812 Gür 最 理想 的 情形 是 选取 

XCHÉBU a Dh 能 使 直线 u= i+ b 经 过 图 8-12 中 所 标 出 的 各 点 ， 

但 在 实际 上 这 是 不 可 能 的 ， 基 为 这 些 点 本 来 就 不 在 阅 一 音 线 上 ， 

因此 ,我 们 只 能 要 求 选取 这 样 的 a、 3， 使 得 了 0) ab b YE to, ds, 

ta, +), $ 寻 的 应 数值 与 实验 数据 ga, Vus Ya cc, vr MAE NB E Jx, 

REZA 

24. 


c FD G@=0, 1, 2, ttt T) 
ah, BABA AER? ARREA 


$ Ey F0] 
很 小 来 保证 每 个 偏差 都 很 小 呢 ? ORBE, EDU ARA EA f 在 求 和 
时 ， 可 能 互相 抵消 ， 为 了 炙 免 这 种 情形 ， 林 对 偏差 取 绝 对 什 再 求 
和 ,只 要 | 
Y If l= Y la (at) | 
E 但 是 这 个 式 竹中 有 
绝对 值 记号 , 不 使 于 进一步 分 析 讨 论 。 由 于 任何 实数 的 平方 都 是 
正 数 或 零 ,因此 我 们 可 以 考虑 选取 常数 4、 b, 使 
MY Ey (at by 


最 小 米 保 证 每 个 依 差 的 绝对 值 都 很 小 ， 这 种 根据 偏差 的 平方 和 为 
最 小 的 条 件 来 选择 常数 a. b 的 方法 划 做 最 小 二 乘法 . 这 种 确定 常 
ea. 5 的 方法 是 通常 及 采用 的 . 

现在 我 们 来 研究 ， 经 验 公式 yy 一 af 十 5 中 , z 和 符合 什么 条 
件 时 ， 可 以 使 上 述 的 M 为 最 小 。 如果 我 们 把 MEARKE 5 和 
b 的 一 个 二 元 函数 ， 那 未 问题 就 可 归结 为 求 函 数 M — M (e, b) 在 
哪些 点 处 到 得 最 小 值 。 出 第 八 首 中 的 讨论 可 知 , 上述 问题 可 以 通 
过 求 方程 组 


Ma, b = 0, 
POI b)=0 I 
RARA. BIS 
We SN --2 5 [y — - (at, + b)1t,= 
DANN =0, 


E E d 


Xn (at, 6) ] = 9, 
48, EN 4 
2 ly, — (eat+0)]=0, 


将 插 号 内 各 项 进行 整理 合并 ,并 把 未 知 数 4 和 5 分 离 出 来 ,全 得 
NS b > 点 一 A yá, 


- ; (D 
a 2 148b — 210. 
t= i=0 
了 "T ri 1 
下 面 我 们 通过 列表 来 计算 D 5, > ME 及 Mh. 
È; | E Ms | pal 
i 

0 | o | 27.0 0 
1 1 i 26.8 26.8 
z | 4 26.5 53.0 
3 ; 9 26.8 718.0 
4 i 16 36.1 104.4 
5 25 ! 25.7 128.8 
6 36 25.8 151.8 
T 49 24.8 175.6 

x= | 98 140 208.5 717.0 

à | ] 
代入 方程 组 人 ,得 到 
Í 140a 4- 285 = 7177, 
28a 4- 85 = 208.5, 


解 此 方程 组 , 得 到 a —0.8086, b=27.125. 这 样 便 得 到 所 求 经 
验 公式 为 | 

s= f (1) = —0.808644-27.125, (2) 
. 76. 


由 (27 式 算 出 的 函数 值 了 5 与 实测 的 7, 有 一定 的 偏差 。 现 列表 比 
较 如 下 ， 


0 E 


实测 的 | 27.0 | 26.8 | 86.5 | 26.3 | 26.1 


25.7 25.3 
M 


24.6 


Sich 27.125 | 26.821 1 26.518 | 268.214 | 25.911 | 25.607] 25.303 | 25.000 
4 


| EE -oa 9,027 0.018 [| —0.086 


0.188 [0.093 | -0.003 —0,200 


MAEA M = 0.108165, Cant \ M=0.329. E 
iyi Hamme, TENIA RDA Y HARA 
EE yt D13835 Da E 3⁄ 2: 3 REE DUE HE BRI HR, 

在 例 工 中 , 按 实验 数据 描 出 的 图 形 接近 于 一 条 直线 . 在 这 种 
情形 下 ,就 可 认为 函数 关系 是 线性 函数 类 型 的 , 从 而 问题 可 化 为 求 
解 一 个 二 元 一 次 方程 组 ,计算 比较 方便 。 还 有 一 些 实际 问题 , 经 验 
公式 的 类 型 不 是 线性 函数 ， 但 我 们 可 以 设法 把 它 化 成 线性 函数 的 
类 型 来 讨论 ， 举 例 说 明了 于 下 : | 

例 2 在 研究 单 分 子 化 学 反应 速度 时 , 得 到 下 列 数据 ， 


其 中 ?表示 从 实验 开始 算 起 的 时 间 , y 并 示 这 时 在 反应 混合 物 中 
物质 的 量 ， 试 根据 上 述 数 据 定 击 经 验 公式 Y= fO). 

解 ” 由 化 学 反应 速度 的 理论 知道 ,y 一 ft) 应 是 指数 函数 ， 

y ke"*, rB NARA, 对 这 批 数据 ,我 们 先 来 验证 这 

. 77. 


AA. AL, 在 y= ten" 的 了 两边 取 常 用 对 数 ,条 
lgy= (m-lgeo)r+lgk, 
id meige ED 0.4848m =e, Ig £— b, MEXTEA 
lgy=av+b, 

=R lgu 就 是 * EAT, 我们 把 表 中 各 对 数据 (ro vo 
G=1, 2, ==, 8) 所 对 应 的 点 描 在 半 对 数 坐 标 纸 上 ( 半 对 数 坐 标 纸 
的 横 办 上 各 点 处 所 标明 的 数字 与 普通 前 直角 淫 标 纸 相 间 ， 而 纵 轴 
上 各 点 处 所 标明 的 数字 是 这 样 的 ， 它 的 常用 对 数 就 是 该 点 到 原点 
的 距离 ), 如 图 8-13 所 示 ， 从 图 上 看 出 ,这些 点 的 连 线 非 常 筷 近 于 
一 条 直线 ,这 说 明 y — f GO HR SE TEL D Je dB 3k ps C, 

ER OE AL mita. 

由 于 lgs - av 5, 


所 以 可 仿照 全 1 中 的 讨论 ,通过 求 方程 组 
«tin Ti Ig Yu 


8 ñ (3) 
mil IEN 
的 解 ,把 a, b nas OE, 
- s .8 B 
FUERA È r Sat, Sign roda. 
Ta | 7i | Y le ws TE Ys 
3 9 57.6 1.7604 5.2812 
6 £6 41,9 1.6222 $. 7332 
5 81 81.0 1.4914 13.4986 
12 144 | 22.7 1.8560 16.2720 
i5 225 16.6 1.2201 18.8015 
18 824 12.2 1.0864 19.5552 
21 441 8.9 0,8494 19.9374 
24 576 | 6.5 | 0,8129 | 19,5096 
> | 108 1828 | 10.2988 | 128.0197 


将 它们 代入 方程 组 9) (SUR Sien 10.8, Y lg 122), 
得 


e o 
1084 -4+8b>10.3, 
解 这 方程 组 , 得 
amupa — 0.043, 
b=lgk= 1,8964, 
所 以 m= —0.1086, k=78.78, 
因此 所 求 的 经 验 公式 为 


y— 18. 18g Gids, 


79. 


* 习 Bm 8-10 


1. E pA. MR E get, PESCA p 55 0 的 
EFE. 


试用 最 小 二 乘法 建立 0 55 p ARAS 6 一 ap 十 5 
2. 已 知 一 组 实验 数据 为 《my y) (En yD trn a Y). 现 车 假定 经 


wraz2 bae ` 


第 九 章 E 积 分 


本 章 和 下 一 章 是 多 元 函数 积分 学 的 内 容 ， 在 一 元 沙 数 积分 学 
中 我 们 知道 ， 定 积分 是 某 种 确定 形式 的 和 的 极限 。 这 种 和 的 极限 
的 概念 推广 到 定义 在 区 域 . 曲 线 及 曲 画 上 多 元 函数 的 情形 , 便 得 到 
ERA, MAL ASH. ARMS (TE 
重 积分 和 三 重 积分 ) BEA. HITA DL E, 


第 一 节 二 重 积分 的 概念 与 性 质 
一 、 二 重 积 分 的 概念 


I Groo 
设 有 一 立体 , 它 的 诡 是 aO i8 FR [CIL DQ , "EE By TM Ei EA D 
前 了 边界 旧 线 为 准 线 而 母线 学 行 于 * 得 i 
的 柱 面 ， 它 的 顶 是 曲 男 ?= 了 (zr, ui, 
这 里 flw, y)20 B #E D EER . 
9-1). POLA E, 304c 


HHR EE MI UCER GERI SEA. | 
BAD, IAEA AE p——— 
的 , 它 的 体积 可 以 用 公式 


TERR = ERA 
AHÍ zm, Ya, u Za 
# PCB D EEIN, ESO NA 图 91 
T OO Amen, ERR, ARONA RRA 
BZ k, 3 REI 3843 H Se EIER, ` 

+ SI = 


个 变量 , 因此 它 的 体积 不 能 直接 用 上 式 来 计算 ， 但 如 果 回 忆 起 第 
五 章 中 求 曲 达 梯 形 面 积 的 问题 , 就 太 难 想到 , 那里 所 采用 的 解决 办 
法 , 原则 上 可 以 用 来 解决 目前 的 问题 . 
首先 ,用 -- 组 曲线 网 把 区 域 分 成 % 个 小 区 域 
doi, des, —— dex. 

¿EBI bU Dot E, 作 母 线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 
这 些 柱 曾 把 原来 的 由 顶 柱 体 分 为 n+ 个 宏昌 项 柱 体 . 当 这 些小 区 域 
的 直径 四 很 小 时 ， 由 于 7(e, HESS, 
对 于 同一 个 小 区 域 来 说 , f(z, 分 变 化 
很 小 ， 这 时 窄 曲 顶 柱 体 可 近似 看 作 平 
TEE RÆDER do. (这 小 区 
Ag B BT R tB dd HE dou) 中 任 取 一 点 
(E, n), H f (E mO HEEN KE A 46, 
BEDR (A 9-2 E 

FE, ai Ae, (i=1, 2, ==, n), 
Akon ASPE EE dt ZA Es AT Bi TN 
HRR V 的 近似 值 : 


pP > TE, am? dai, 


PT B P 的 精确 值 ， 令 nw 个 小 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 ( 记 作 A) 
趋 于 堆 。 亲 过 这 个 极限 过 程 便 得 


V =m fE, 94) des, 


2. 平面 薄片 的 质量 
HA- FHER LS Oy 而 上 的 区 域 卫 , 它 在 点 Ge, ai 处 的 
HERA pla, Y, ME p(m, y) 70 HS D LS MESHA 
Q -一 个 逆 区 域 的 直 和 经 及 指 区 城 上 任意 两 点 尽 中 8 离 千 最 天 者 ， 
. 82 . 


该 薄片 的 质量 M, 

我 们 知道 , 丸 果 薄片 是 均 名 的 , 即 面 密度 是 常数 , 那 末 薄片 的 
质量 可 以 用 公式 

质量 一面 密度 x 面积 

RHA. MEERE pla, 只 是 变 贡 ,以 片 的 质量 就 不 能 直接 用 上 
忒 来 计算 ， 人 组 是 上 而 用 来 处 理 出 项 柱 体 体积 问题 的 方法 完全 适用 
于 本 问题 ， 

由 于 pi, y) VE SE, 把 薄片 分 成 许多 小 块 后 , HE PRE a RI 
小 区 域 An, 的 可 径 很 小 ,这 些小 块 就 可 到 近似 地 看 作 均 可 薄片 . 在 
Ae, E TEX En oi, DI 

plés mido ($1, 2,--, n) 

HUS AER 6 NR RAEE (Bd 9 3)， 通 过 求 和 、 取 极限 , 便 
得 出 | 


M =lim Y p(É;,, 1) doi. 
A-0 quel . 


上 而 两 个 问题 前 实际 意 兴 虽然 
不 同 ， 但 所 求 量 都 归结 为 同一 形式 
的 和 的 极限 ， 在 物 开 ,为 党 ,几何 和 
工程 技术 中 ， 有 许多 物理 量 或 几何 
景 都 归结 为 这 一 形式 的 和 的 极限 ， | 
因此 我 们 要 一 般 地 研究 这 种 和 的 极限 ,并 把 它 湖 做 二 重 积分 ， 

EX Ef y) E bk 妨 上 的 有 界 函 数 , UR ICD (EXE 
Sr RE n TE, 


dos, dos, ser, Jos. 


其 中 Ae, 表示 第 7 个 小 区 域 , 也 素 示 它 的 面积 ， 在 每 个 小 区 域 Ac; 
上 尾 取 一 点 (5 uo, ERRE, 90 do, (6— L, 2, ><, n), EIER 


S Fs, n) do. t0 B 5 SO h DE BLA B 6 bib X TIA 
. 83 - 


和 的 极限 存在 ， 别 称 此 极限 信 为 茵 数 (e, y) ERR D INE 
积分 , itt [| f(z, odo, m 
p 


| | Hz, y)do = lim Kl (E, vide, (1) 


D 


Hob f (e, NOMBRAR, Cs, s) do 叫做 被 积 表达 式 , de 叫做 
PATA, z 与 9 WIELEN, D MERRI, ISE, n) d 
叫 散 积分 和 . | 

在 二 重 积分 记号 | | Fe, do 中 的 面积 元 素 de 象征 着 积分 


n 


和 中 的 o. HAZE RAE rh pb D RIA RATA, Du 
A Ab A E DU D, SEG 
除了 靠边 界 曲线 的 一 些小 区 域外 , ARS y PCB ap ETE S, 
BARBA Lo, 的 边 长 为 Ae, El An, M Do, == Az; dy. 因此 在 
直角 坐标 系 中 ,有 寺 也 把 面积 元 素 do 101 do dy, Tit — 98 815) id 


[[ ze, asas, 


n 
其 中 zz dy mi BS fe EUR rh ROTER JE | 
这 里 我 们 要 指出 ， 当 /Ko, y) EAKR D ES, ORA 
端的 和 的 极限 必定 存在 ,也 就 是 说 ,函数 Jo, 9) E D EZER 
分 必定 存在 。 我 们 总 假定 西数 Km, AMIA D LEN, BLA 
FG, DE D LRZ EREEREER, 以 后 就 不 需要 每 次 加 以 说 
HT. 

IB HORUM GEL, HAWE RE E TE E a 

Fk Go, DER D EIUS 

V - J| f ndo, 


Ln 


(84 


SP THE Fr E] RRC UAB po, v) 在 薄片 所 占 区 域 D 上 的 二 
M — fj pla, yide, 

如 果 f(m, zt, HARI e, y) TAB PHTH Ek (e Bu 15 
在 点 (Qu, y) ARR EAR, 所 以 二 重 积分 的 几何 意义 就 是 柱 体 的 体 
TA. MURIO 凡是 负 的 , 柱 体 就 在 Oy 面 的 下 方 , 二 重 积分 的 绝 
HEISST HAE BAUER, 恒 二 重 积 分 的 值 是 负 的 ， 如 果 rte, DE 
乙 前 车 主 部 分 区 域 上 是 正 的 ,而 在 其 它 的 部 分 区 域 上 上 是 负 的 ,我 们 
WI EHI «Og [8j E 7; AAA K IE, «Oy BU F 77 BS EE TARGASER Hz 
成 负 , SEXE, flo, a D E BU LÁ RERO LAE XX ES EA E h 
柱 体 体积 的 代数 和 和 . 


=. DERAHE 
比较 定 积分 与 二 重 积分 的 定义 本 以 想到 ， 二 重 积分 与 定 积分 
HANNA, BLE TT. 
性 质 1 ARENA RAS TE, 
EI 
II rie, side pl e de G 538380. 


HR? BRAND HDT B 1.53 SET Ep T ES ELS ER 
分 的 和 (或 差 )。 例如 
f (G, yaa y) do - [| f a, y) dox f| te. ydo, 


1 p 
TERR S 如 果 闭 区 瑾 也 由 有 限 条 曲线 分 为 有 限 个 部 分 E, 
则 在 尹 上 的 二 重税 分 等 于 在 各 部 分 区 域 上 的 二 重 积 分 的 和 ， 例 
DRAMA D, E De, M I 
» 85 + 


ff fim, pa Ste ao ts, do. 


XU T EB R REAA TERDEE r PÍ IEE, 
TERR A WREDE, f y -1, c Df 


el 1«do "H de. ' 


AENA LIE BH AAA 1. AU SPERM IHE 
积 在 数值 上 就 等 于 桂 体 的 底面 积 ， 
ERO REDE, fo ses, y), 则 有 不 等 式 
rte oae j| ye. yas, 


n 


特殊 地 . 由 于 
E yi<f Dx fis, yl, 
又 有 不 等 式 


ze, as [fic a am. 
HRS M. m ARI DEAE D LARK A 
Fai E, c ED BREL MARTE RN f (f 89 T 8 5t 


mo |] fæ, ande x Ma, 
n 


事实 上 , AA m S Fo, D «M, HA H Et 5 # 
J x mado sz INS do < | Mdr, 


HU AREA ak/ 便 得 所 要 证 时 的 不 等 式 。 

性 质 站 二 重 积分 的 中 信 定 理 ) MAR a, y) ÉE D X ED 
上 连续 ,，o 是 D 的 面积 ， 则 在 力 上 至 少 存在 一 点 愉 , MERTA 
PR >z. 
, 86 « 


22 yjdo= J (S, m) "o 
D 
证 “把 性 质 6 中 不 等 式 各 除 以 oa, 有 


m — lan qy)doas M. 


这 就 是 说 , 确定 的 数值 + (fre, DEEST J Ga, y) UR 


ME EO MEM 21080. BEAM LESE ig 3 BU Jr B E 
B, ED LEER SG, x) NARRER AKERA 
的 数值 相等 , 即 | 

+ || f€, der. m. 


GRIPE ERA c, 就 得 所 需要 证 明 的 公式 ， 


3 m 9-i 


i. 设 有 一 平面 薄板 《不计 其 厚度 )， 当 有 w0y 面 上 的 区 域 D, 薄板 上 分 
ATE TERES p= p, DREH Ep yE D E, 试用 一 重 积分 表 
A FU a BELTS Q, 


2, &n- || Gef Aude, 其 中 Di ARA —le«r«l,-2«ys2; 


x= [Je +9 do, 其 由 DBA: eesel, aysa, 


试 种 用 一 重 和 分 的 几何 意义 说 明 五 与 la 之 间 的 关系 、 
3. MAZER EEH: 


O f[de-e 《其 中 为 也 的 面积 
a [Í sz, oae f| G, do (rage, 
5 D . 


4 .根据 二 重 积分 的 性 质 , 比较 下 列 积分 的 大 小 ， 
D ff certe s [frota REBARA D Eck 
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ROUX zb uy E E; 

D | [a + yyac sj Grip e, Pub DER Ce - 2*4 y 132 
= 所 图 上 成; 

LU detener t neus ns paano cua 

FBI 0, CL D, G, 05 

e [Í inqa yao s [Date Pio, Hp DEARER: Zens 
5, T f ° 

5， 弄 用 二 重 积 分 的 性 质 居 计 下 列 积 分 的 倡 : 

(o r= [] yee tas, Au DRA 0<x<1, Deeds 


© I= [fuera Hoh DAA. erem, «yc; 
e I=| Í (tyt do, RP D REISE, Oeral, 0<y<2; 


y ll (+4 +0)d0, Rh D RIO, Py, 
6. 利用 二 重 积分 定义 证 明 ， MRE D AA Di 与 Ds, 则 
FG, Wao = | [F ote | | FG, yao, 
jJ !) j 


第 二 节 ”二 重 积 分 的 计算 法 
HATERA, GEI mb nn "ERIC 
nay BUT yE Ae E RM RIMA AAA CLA 
分 ) 来 计算 ， 


一 、 利 用 直角 坐标 计算 二 虱 积 分 
下 面 从 几何 观点 来 讨论 二 重 积分 [| (e, do 的 计算 问题 


在 讨论 中 我 们 假定 Fo, y) 0, 
(88 + 


设 积分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
pra) EVE pela), esm«b 
来 表示 (图 9-4), KHER po), giel EEN e, 51 上 连续 . 
按照 二 重 积分 前 几何 意义 ,| fs, do KRELL DR, 


DI 


PI BB TBI z = fo, y ATR REE H 9-5) B kt. Pri RI e 
用 第 六 章 中 计算 “平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 的 方法 ， 米 
计算 这 个 有 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 


y= palm) 
y y 
ETC 

| 

| | | 

S BEN 
| | | 
D i ux o a A = 

(a ` Gu 


图 9-4 


WARMER. ep, 在 区 间 fe， 好 上 任意 取 定 一 点 to fE 
HF yOz 而 的 平面 «一 wo， 这 平面 截 曲 顶 柱 体 记 得 截面 是 一 个 
i re y) EL 区 IS lea), paleo] 7 
< NE. BER z— f (zo, Y) AA 
的 曲 边 梯形 (图 95 dy BA EE 
部 分 ), 所 以 这 截面 的 面积 为 


y= pa (z) = 


AG) = | fes dy. 
、 cete 一 般 地 , 过 区 闻 Le b] 上 任 


TT EE 
- THE 372: 371211 


e 89 + 


f Paiz) 

TOT He, yd, 
E A 05 rik, fB Ñi Tis 
体 体积 为 

y=] AG = UU G, ad )ts. 
Bekas pk RUD ALI, JURE AR 
frm oae LI, fs trus. a) 


LARARE MAA A RRA, MA, A 
EFRR, Dron RA y EGER, 3608 y TF RM gan). a 
PORER: 然后 把 算得 的 铺 果 (是 2 的 函数 ) 再 对 二 计算 在 区 
Mala, DEBER XP ND o H9 LOO A BUE BL IE 


Laf Jo, y dy, 


a 


ES EG, 等 式 { 也 可 每 成 
fire, ve =] del FC, ya, CU" 


这 就 是 把 二 重 积 分 化 为 先 对 gy、 后 对 2 的 二 次 积分 的 公式 ， 
在 上 述 讨 论 中 , THESE JG, 22:0, 但 实际 土 公式 (DD 及 公 
式 (1) 的 成 立 并 不 受 此 条 件 限 制 ， 
2&1 Hs, 如果 积分 区 战 冯 可 以 用 不 等 式 
f dy Ew eyd 
来 表示 (图 9-6), ARRA a). NAM Lo, dl E xESE, E 
ARA 


paky) 


f| re sae ge, wech, D 


Lais 后 对 2 的 二 次 积分 ,这 个 积分 也 常 记 作 
. 90 . 


edu) a) 


o S d = 
(a) (5) 
Ej 9-6 
Lol. zs nas. 
因此 ,等 式 (2) 也 可 写成 
E n CH 
fire, Vide = f dy ese y)da, en 


这 就 是 招 二 蛋 积分 化 为 先 对 后 对 Y 的 二 次 积分 的 公式 ， 
ARTS D BERT REA alo) <y a), atre 

示 , 也 可 用 不 等 式 Ha) abs), eyed ER, MAAR) 

X QW 

h pala d CH P o 

f de NC Sech Ia NIS y) de, (9) 


ERRI, MONAMRIRUUEÉS jy 
二 次 积分 相等 ， 因 为 它们 都 等 “| 
于 同一 个 二 重 积分 


ff ste md. | 


应 用 公式 (T ARCOD, | 
积分 区 域 也 必须 满足 这 样 的 条 " 


E ES DAS mor 
AAA AA 


: HI: 


vh (z MO 的 真 线 与 五 的 边界 相交 不 光平 丙 点。 如 果 区 域 卫 如 
Hoi saat D 内 部 上 且 平 行 于 4 Bh D 的 边界 相 
AP TR AU SERE D 内 部 且 平 行 于 2 WHARA D mm Rm 
交 多 于 两 点 . 对 于 这 种 情形 ,我 们 可 以 把 九 分 成 几 部 分 , 使 每 个 部 
分 区 域 上 的 二 重 积分 都 可 应 用 公式 全 或 ( 信 ， 例 如 ,在 图 9-7 rh, 
把 力 分 成 三 个 部 分 区 域 , 对 各 个 部 分 区 域 上 的 二 重 积 分 ， 痢 可 应 
用 公式 他， 各 部 分 区 域 上 的 二 重 积分 求 得 后 , 根据 二 重 积分 性 质 
9, 它们 的 和 就 是 区 域 DD 上 的 二 重 积分 
二 重 积分 化 为 二 次 积分 时 ,确定 积分 限 是 一 个 关键 ， MIR 
是 根据 积分 区 域 卫 来 确定 的 , 先 画 出 积分 区 域 刀 的 图 形 ， 息 如 积 
HRR DATES 9-8 PR, FER LO, 四 上 任意 取 定 一 个 % 
值 ,积分 区 域 上 以 这 个 2 值 为 横 坐 标 前 点 在 一 毁 直 线 -上 , 这 段 直线 
PEF y Sh, 该 线段 上 点 的 纵 坐 标 从 pi (a) ESI palo), 这 就 是 公 
式 ( 了 D 中 先 把 % 看 作 常 量 而 对 g 积分 时 前 下 限 和 上 限 ， 因 为 上 面 
的 2 值 是 在 Lo, D] 上 任意 取 定 的 , 所 以 再 招 = 看 作 变量 而 对 > TR 
分 时 ,积分 区 间 就 是 fx, 03. 


nt 计算 [| wydo, 其 中 力 是 出 直线 y~ 工 2~2 及 ys 所 
围 成 的 区 域 ， 
e 09 e 


解法 工 首先 画册 区 域 D(A 99 区 域 五 上 前 点 的 横 坐 标 
Daag 2. EREA, 2] ETEXSIBGE —- e fü Et 
区 域 D EART MARA EUER E, 这 段 直线 平行 
T y, AREA yd y e, 利用 公式 (得 

jl ayda = | [ow dy ln 
[oa 
Sr e af ar 1° 1 
-| (村 -各 da = [= 4,15 Co f 

解法 2 如 图 9-10, 区 域 DD 上 的 点 的 然 华 标的 变动 范围 是 区 

WE, 2]. END. 3] 上 任意 到 定 一 个 y 值 ， 则 区 域 ELX 


个 y 值 为 雏 举 标的 点 在 一 段 直 线 上 , 这 段 直 线 平行 于 z 轴 , 该 线段 
ERRERA 0y Ase 于 是 ,利用 公式 (2) 得 


[fof (fms 
E 


Dis Siche £3. 


图 u-19 Ë. A 
E" 53 D 


po 计算 || ay en, Job D Rr oh. y Sf Y 
1-2 EHNEN — d DR, 

MPO 画 出 积分 区 域 总 如 图 91 pn. 

利用 公式 (D) ,得 


E Bey do TU" By ay] 
-| [y] “do 
-['^a- yaa A 
FHAR (图 9-12), 就 有 
fi Ba y do = n een. a de | dy 
办 | «f mi zx 
将 上 、 下 限 代 入 后 ， CN 
a. FURxERAX CD 计算 较为 便 
AL 
$3 计算 [[evdo, Sp D hf "o R B i y= 
& — 2 WERK KIR, 
TR gH bom Dn 9-13 Bp, 
各 用 公式 (32), 有 


[joe Lf orare 


fT 
~ 去 [we dy | 
EISES El, -5 


Bj 9-13 


wd d 


. 94. 


ir d, —y 


图 9-13 BI 9-14 


EMAR RHE, MAPAR A [0, 11 及 [1, 4] LÆR 
gx(w) 的 式 子 不 同 ， 所 以 要 用 经 过 交点 (1， 一 4) 生平 行 学 gy 轴 的 直 
线 w 一 1 EKR DIR Di 和 了 两 部 分 (图 9-14), 其 中 

D, —VasyevVz, OSes. 
De —x-3«y«Mc, ir, -o 
BLUE, 根据 二 重 积分 的 性 质 3， 就 有 | 


fmt s bi 


vu | 
"LI aa et ann 
Hi E REL, AERAR (DAMA. 
54 RATRE PE ROA AA, 
O TIA 
g-- uy? E x aa = R3. 
Silben, HS ET (LR 
9-185(2)) tK Va, REAR SRT. 
HARO REESE ATREA, LESS 
为 20y 而 上 本 分 之 一 ir D (BL 9-15(5), 
Dee äise, Ba, suce Ry 
: 95:5. 


它 的 项 是 桩 面 z= NR 于 是 ， I | 
Vie j| 38 — de, 
TUB ZERO, 得 
ae, TR 


Du mi H3 — aal" ü Te DEEN 
从 而 所 求 立 A 
V-8V-22 m. 


3 EM 9-20) 
1. 计算 下 列 二 重 积 分 
f ol Goya, SP D RPE: lebat; Isl «t; 
E n 
D [arsenac ep Dati ERE ca BERE, 
qv [fer aeui AS osasi, 0<y st; 
D j soos(a-- pda, 其 中 D KH ERIC, (e, OMC Od 


-+ 96- "A 


三 角形 区 域 ; | . 
€» [|a aysay da, Ké D SR 8075 (0, 0), G, 0), CL DA 
n 
(0, DESTA, 
2， 画 出 积分 区 域 , 并 计算 下 列 二 重 积分 ， 
e IE Vido, Hob D 是 由 两 条 抛物 线 y~ VZ , yc! EREBP Hi B 
域 ; 
e» 有 ar, 4% Dmm v 4 Jy SURPRISE Se QU 
e [| =a, Jub DEE) All el EE 


c [Jes —2)do, 其 中 也 是 由 直线 y=2, yo 及 y=24 所 图 成 的 
Së: 
5) ffe- ydo, Hah DEKR: 0«y «sina, Dese, . 

9. REA [|F vas ay ERBES E, vo REM ACO 


AER mo, DH, 积分 区 域 DA ase, oy 
d; 证 本 这 个 二 重 各 分 等 于 两 个 单 积 分 的 乘积 , Bl 


[co aaa ay=[ pros P PAD, 
"B 4 a 


4&， 化 二 重 积 分 m 
` r= JE fl, 的 da 
eet 二 次 积分 >》 umo 
0) | dua y- = RUMOR = de B Eq CR: mM 
(Q Hic SRXCEBUS y (y OD Bra DURS - 
(3) HE r= t c2 RES HR y ](0>0) BEBO DM. | 
e EUR Le, 
， 设 Fe AED EE AH D Ri BA y mc, ga E a=b >a) 
pito ml UI 


Darro, parel af Ae, aa， | 
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6. RRE TATARARAA: 


E 
(famem o : dy n, gas 
(8) n dy pp non ol EZ às | "` te, Yay 
— 1 Fi E 2r f 
© fa Anas ` elei" re, yam 
f, . 一 HD 次 


cm IN f re, pidr; | 
(8) e Lek re vi doa f . dy fr. pes, 


- GUEST BI TE D REE HR og 2, yx fn > AA, 
cmm ea p mne, 求 该 薄片 的 质量 . 
3、 计算 由 四 个 平面 “=0, y=0, =l, y= 1 所 围 成 的 柱 体 被 半 面 s=0 
Au dy c6 GEREEST. 
9， 求 由 平面 “= 册 y=0, c-r gl HERE EE r =0 BB ta 
Py m6 — 2 HERE IK PST. 
10. REE r6] 4-297 及 e= 6 — 20^ — ERA SE HERE 
工交 换 积 分 次 序 , EAS | I 


f du f exeo ade [ (a O rada, 
° D 


二 ， 利 用 家 坐标 计算 二 恒 积 分 


有些 二 重 积分 ,积分 区 域 忆 的 边界 曲线 用 极 坐 标 方程 来 表示 
比较 方便 ， 且 被 积 钞 数 用 极 坐 标 变 最 r. 0 表达 比较 简单 ， 这 时 ， 


我 们 就 可 以 考虑 利用 极 坐标 来 计算 二 重 积分 || FG, ac. 
按 二 重 积 分 的 定义 ° 
人 ze ae tim EFE, mo den. 
下 面 我 们 来 研究 这 个 和 的 极限 在 极 坐标 系 中 的 形式 ， 
假定 从 极点 0 出发 且 穿 过 区 域 忆 内 部 的 射线 与 刀 的 边界 则 
DC 


线 相交 不 多 于 两 点 ， 我 们 用 以 极点 为 中 心 的 一 族 同 心 加， += W 
E, 以 及 其 裤 点 出 发 的 一 族 射 线 ， 9 — 常数 ， 把 区 域 五 分 成 冯 个 小 
区 域 ( 图 8-16)， 除了 靠边 界 曲 线 的 一 些小 区 域外 外, 小 区 域 的 面 
积 do, 可 计算 如 下 : 


do = > in HEGER r2- 20, 


= (27, dr) drid, 
wa mal 


= T," Ar. 28;, 
Arp n eoe AB ARA i 
HE. 在 这 小 区 域内 取 陨 周 r =+, 上 前 一 点 (ro fi. RAWAM 
MARBLAS Es, o, 则 由 直角 坐标 与 极 储 标 之 间 的 关系 有 可 一 ricost 
m — T, aint, TR 


lim 27, CN Ae lim X f (7, cosB,, mein 8) To dr. d, 
` Ae dm A-9423 - . 
EJ | Je. ES cos, r ain ir de dg. 


ua A ae on [res ndo eate |] Hos nn 
所 以 上 式 又 可 写成 


f Fe, yde dy = ff fct, r sin 8) r dr d£, (4) 


XC Ji A Hb de B RA n P MIS, 
中 r dr dg ERA BRIT 
Ask (4 3e BI, ER DEL ER UE E ARA 


DO RTM, AENA NAAA TE, HASS 
HRZ tt, 


» 99>» 


标 ， 只 冤 把 被 积 画 数 中 的 zz 分别 换 成 yeosg "ein, FUESE 
仅 标 系 中 的 面积 元 素 de dy SS de Suë ET EI E rdr, 
极 坐标 系 中 的 二 重 积 分 , 同样 可 以 化 为 二 次 积分 来 计算 ， 
设 积分 区 域 也 本 以 用 不 等 式 
p (0) sx rp (8), oix e 8 
来 表示 (图 9-17), 其 中 函数 O, NARA, 81 E £ St. 


ec 
ji 


(a) 
图 8-17 
ARE IL, 8] E TEXXIR RE — 04H. METRO, E 
BR D pg (HI 9-18 中 这 些 点 在 线段 EP F) 的 极 径 7 从 p (9) 
ZEF pa), 3.0 REl, glewen, rg PR 
区 间 [x, 81. 这 样 就 可 看 出 ,， 极 化 标 系 中 的 二 重 积 分 化 为 二 次 积 
分 的 公式 为 
ff Ti cosh, r sin )rdr dé 


D 


Ups 6 
上 式 志 可 写成 
|| zÇ coso, r sin yr dr dð 


- Ü dé po fr eos 0, r sinGyrdr, (8 
Ei pO) 


如 果 积 分 区 域 DAM 9719 Bron ir) i 3n BOE, 那 末 可 以 把 它 
v 1000 


D 
HL. 
ph A 
图 9-18 


UD NEUSTEN 


>} 


E 9-18 
Os rsp(85, 
来 表示 , ill A CDI) REOR 


os OU s B 
[ f(reos0, rsin 6)r dr de 
D 


dé pun 
-f de IN flr eos 8, r sin 8)r dr. 
SIRE A DC 1 D in Eq 9-20 Br zn, 


HERE 9-17 (2) h li =0, z+ (6) —p(@) 时 的 特例 ， 这 时 区 


BAERE PALA, BABE EA 


JER 9-19 $39 a=0. B=20 时 的 特例 ， 
这 时 区 域 力 可 以 用 不 等 式 


x 
a 
"A 
Dei rte (Én. 0<0<2%z 
FEA, MAR CD IO 
ij f G eos 8, rsing)rdrdó 
2 


r£ 8-20 
"m ` vie) 
| de [7 frowa, rsinñ)rdr, 


Zr 


由 二 重 积分 药性 质 E 


“了 DJ。 


TREE TP, HARR do 一 ?dr dg, 上 式 成 为 


ERRE D 3m E 9-17 (20 rS, HU | AS (5 r 
-r "B Morte) 
e-||rarao- |. as | rdr 


LALE 
i 


= t | (93 (0) —g1 (8) 46, 


TA 


T 5 3 
o=} | 00,00, 


pio 计算 由 edzdy, 其 中 万 是 由 中 心 在 原点 、 灶 径 为 


"D 
a BJ PEE Br FS R AR, 
MD AREA, RADAR 
Osrsa, Deise: 2m, 


EAUX GOD 5 OA 
x= C ` Ser a : 
j) egt Y'da dy = J e” drd = P p er dr ae 
eta 


= JG e) É dg 
leren, 
EE H TRA (67'de R fE A 3 F R 
AET, 所 以 算 不 出 来 。 现在 我 们 利用 上 面 的 结果 来 计算 广义 积 
a frei 


ELE 


在 第 一 条 限 内 ， 设 D 为 圆心 在 原点 
Or Pat ëng D Y 
^h Bi D E Ro SER T2 R BECHER 
的 四 分 之 一 ，5 为 两 边 在 沧 标 轴 上 的 边 长 
ST RIERA, BASEE D. 而 
SED, 2589-20, Dreis g 
Jit ef de 3k OR EU — RA RUN 
不 等 式 ta Pl. 


j evo dy = g * "da dy < | | e" dody. 


R2R e 


GES ff e pt da, dy 
= as . Lasep = (| mas), 
AMALIA 


ff 67? da dy er, 
D, 


ff e da dy = E (i-e), 


于 是 上 面 的 不 等 式 可 写成 
cem «(Jede i cem), 
BE RRM aU cy! 4 ME ay! 202 B 48, El 
HIRR RR GR de Re Uc POLI A, 图 9722). 
KO BN, 
103» 


图 9-22 


Vea [Ai ds dy, 
I 


dB D 323188] y= v ar a M o MEU IA A RG 
对 中 ,区域 力 可 用 不 每 式 


Osraige nos 8, 0505 
ER. TE 
— * Bicos —— 
F=4 Ja = Tr SE dB | dare dr 
ñ D y D 


-32 d — gia? 82 z Zi 
ge ue gin 8) d6— eil =). 


= RW 9-2(2) 


1. ERARA EES) [| rn, yaz qu ERARIO 
分 ,其 中 积分 区 域 D JE, ` 

QD eh aho, (220); 

(QD) eya 

(3) a? xm Ey wb, HB Oxacb; 

(D) Denel, Url; 


> 104. 


ET nd 


(B) eyel, -l«c«1, 
— — AER, À 
a Fae f ze y)dy; (2 fias [7 AE 


G far pesante 0 de Sta, aw, 

3. ETA AA AICA, 并 计算 积分 杆 : 

a ra f "(rd (25 Paz Fg e dy; 
€ fallera c Pa TT Greta, 
4. 利用 极 和 坐标 计算 下 列 各 题 ， 

a) J e", 其 中 D JEU ty ARA ER 


[o aen "are, RD RARI a t P =1 LEER PF BS k 
的 在 第 一 家 限 内 的 区 域 


(3) foe dc, XO DRE ey =+, Fil y XGA 


g=0, fe BERG UU ESSE SER PRIM, 


5. 选用 适当 的 坐标 计算 下 列 各 是 
D || Las, 其 中 卫 是 由 直线 z=2 ye RB AL zu—1 所 图 成 的 区 
f o 


(25 f ¡NES de, Pri D JE sl IUS 01 RAMA 


ZS SEES, Y KÉI i o Wr dy] 


G [fur+unao, Hp DAMA ==, y=20 +4, yea, y =30(a> 
D 


0) 所 围 成 的 区 域 ; 


(5) [ (RT Ac, 其 中 DAA 22 ty — Rz AAA, 
6， 设 平面 薄片 所 出 的 区 域 也 是 由 螺 线 ?= 20 k- BI (0<e< 和 号) 与 
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直线 9~- 可 所 二 成 ， 它 的 面 密度 为 p(m y, Rikuk A a N CE 
9-23). 


-& 
2= 


Kj 9-58 E 9-24 
7. HEY 2=0, g=ku(h==0), a=0 CUR SIG ERA A R BJ_E 
AA Fi pk Go — EMR ALE SEG nuk AS 9724), 


8. RI eum ERDA Ay ac ER Pç AA "Um . 


sry) 777 BO HTA HEROS, 


E. CERA G iN 
LOAN A AAA AAA 


@= +T cos f, y=rsind 

引进 新 的 变 最 7、 0, SACRE BOE BERE o y 并 得 出 二 重 积分 wk 
OB RANES gr bet, EC AEH 

一 种 特殊 情形 , 现在 要 考虑 二 重 积分 换 元 法 的 一 般 情 形 ， 

HERO y HEE u. v 之 间 的 关系 由 下 式 确定 ， 

EC (6) 
假定 在 4 ”前 某 一 变化 范围 内, ME RL Gu, v) sp Hs (6) EME 
一 地 确定 有 序数 组 (%, y), 且 反 过 来 (%, y) FTE EE Gu, 2), 
这 就 是 说 , 假定 (6) 式 使 (o, z) S Qu, ) 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 .如 
果 我 们 把 z. y 看 作 平面 上 点 M ëmer, 则 与 y Sënn, 
v 就 称 为 点 M BR RABAT. 如 此 平面 上 的 点 M 就 可 用 不 周 的 垦 


e AJ + 


HA AE . Faa, py tE D 


a RN 


E V Mp e "rox tegt 


TRAR. Mur, ec, uc reos, y= rsi 时 ， MIRAR 
- ERBI. 

Lamp 3: RIED AURCR TUAE, MTR- AK 
Abs m. y fü, RAE, EIA 6) AME. dB 
是 也 可 以 从 另 一 观点 来 解释 由 (6) 式 所 确定 的 o y 与 + 间 的 对 
应 关系 ， 上 除了 直角 坐标 平 而 201 外 , ARRE AAIEN vOv, 
MEX u. ó Ga y 分 别 看 作 uQo 平面 上 的 点 M (u, v) RAE 
标 与 20y 平面 上 的 点 M (o, pR. Wih (O 式 就 给 出 两 张 家 
角 僵 标 平面 土 点 与 虚 之 间 的 某 种 对 应 关系 ， 或 者 说 点 与 点 之 间 的 
某 种 变换 关系 ， 下 面 就 采用 这 种 观点 来 讨论 二 重 积分 的 换 元 法 . 

设 两 个 函数 

e=ala, 40,  y-yla v) (6) 
部 在 直角 坐标 平面 E D Lem, ag Friede fN 
导数 , ET, 


100 Get . 
Cas dz ul 
Fa LADA PP iuo (RED E), 
OL v) "ën ën, | 


Iĝu ðv! 

ALEA E, AO) E OA je ER vie 上 的 
ES TAR MM SKP. a 
WE RADA, DER Mio v) TT AO) ME Hb 8 sc 
De Mie an 反之 , DEEA YN) t; WJ H (6) ñ 38 


HH CRB sc p 3⁄ H) 

u=ula, y, ^ "(m y) 
ut HE D' 的 一 点 M ee v). Rb D 的 边界 曲线 与 如 的 边 
A MRY, 


ter, MARA, YA D Ess MA EA 
的 换 元 公式 
v 107 x 


ACID dy 


E 
! ! i ; 
"Daat d. wi D Zë aen (m 


(ay (2 
图 9-25 


BEERS, (mon ep Aer, DAC MIRAR 
Gët HTA GR UG DX oni, WR EH 
Re e WE E ex EE 分 割 成 过 长 为 下 的 正方 形 小 区 域 
《 管 边 输 曲 线 的 小 区 域 可 能 不 是 正方 形 的 )， 这 种 正方 形 小 区 域 的 
[RUBUS do? AT CEP 9—25(a0), Jer DN ARD Mila, oi, MiQorÀ, 
v), Mib, z--À), Milu, EDO) 的 正方 形 小 区 域 MMMM, 
E57 CO) 变 成 乎 面 wy EE rëm MMMM y E 
页 积 记 作 do (Hl 9-25 (5)), 它 的 四 个 顶点 的 坐标 是 | 

My, meu, 4), gyr-g(u, vh 
My, ga—c(udh, v) = mu, a) za, 2)h io, 
Ya =ylu—h, v) — y Qu, 9) +Yy (a, TEEN SE 
M, weas h, stéi 
ss léi, D) ala, Atala, v)h--o(R), 
Ya=yluth, v+h) o - 
=y lu, €) "Bet, 多 下 二 国人 os 
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Ma, aya, DHE se ED, YA Gn myb o(R), 
yi yu, OFA —uy(u, tala, ho, 
TI, JHH xg pQ xu DE MMMM, EIERE ma 
MMMM, Bj B6 1 24 0 RE 2518 阶 无 穷 小 ， 3C Th E ia # AS 
BERRYA, 车 不 计 高 阶 无 穷 小 , 则 有 
e JE PA E 137598 Yo 
Va == py a, Ya Mio Ya Ve, . 

REI, 直 边 四 边 形 M.M MSM, —— put, 
HARE, BRA MMMM, 可 卉 作 平 行 四 边 形 ， 
于 是 它 的 面积 de 等 于 AMM 的 面积 的 两 做 ， 根 据 解 析 几 
We AMIM | M, 的 面积 的 两 信 等 于 行列 式 

| ZA ës 
| Wad Ha Ya 


EK HF o 
aaa = ala, Aro), raw tu, Ohto, 
| a 
RU IR CER STAIR 
Ian, DA ala, Aj [xu 0) m,(u, "a 
ula, ai yolu, el gut, 9) gels i 
B 3i-gm BP ARNEE |. PA 


dr ' ps Y. ido” +o(dod (9), 


Ef, y) - f o (u, >, y, %)189 Bi Z8 Ej ARA 
F, 得 


Jm, y de = f Lele, 5 yu, v2]. $e ei ¡des 


| + fe G, 0), Mi, vJl rolar). 
EXE ULME BUDE: A0 求 极限 , 由于 上 式 右 端 第 二 项 的 
a 108 + 


Suë omg TESARI, 
TOM AH ES w= ree, Yraing AURA, TET HE 


X 
e. | ` 
ER ar | eos 2 —rsnül I 
MA u’ |siné rcosg |] ^" 
| ör 8 | 
db AXE: O 
(zc y)dx a= [f [fi cos B, rsing) rarag, (8) 
E nr 


这 里 D 是 也 在 吉利 坐标 平面 "022 上 的 对 应 区 域 ,在 上 一 月 内 所 
证 得 的 相同 的 公式 中 用 的 是 卫 而 不 是 D', 因为 在 那里 我 们 把 
(r, 全 看 作 在 同一 平面 上 点 (om 8605883548, 所 以 积分 区 域 仍然 是 
p. . . 
nz 计算 ([ ert dody, 其 中 必 荐 由 s 轴 、9 轴 和 直线 
2 所 图 成 的 区 域 . 
E Su=y—a, cm Hj oe P y= SCH 
Mare GE, y "M Oy 平 商 上 的 KOR D M'È 
在 uOv POE MOR ICA D" 如 图 9-26 所 未， 


TË BJ INO 
1.1 1 
00.3). | 2 2| 1 
ION ER | X 1 at 
2 2 
利用 公式 (7), 得 


o Sach A, AELG o) k0 ENER, 但 出 于 上 一 自用 的 方法 证 得 的 结 
Mu 我 们 知道 换 元 公式 8) 仍 热 是 威 立 的 。 


LEO 


f. e 一 de=e-e?, 


Y wu 


BIS RM we 
E SEER a= au, y=bv, MATRA AR D MET 
o 1EREEWI, viel, 又 雅 可 比 式 为 


O6, y). 
Du, Tu, Y) ab, 


从 面 , APR EE 


IP 


Ji de dy = SE ab du dv = =b, 


' 题 9-2(8) 
1. 放 适 当 的 变换 , 计算 下 区 二 重 积分 ， 
d [ferina 其 中 力 是 平行 四 边 形 区 域 ， 它 的 加 个 
UE, 0), Ex, 2), or, 2z) 和 (0 m); 
NE 


(2) [+ y! de y, rb D Rabe ËI i oy =l aye 2, E ys 
# y =a: HERRES 1 象限 内 的 区 域 ; 

G [| es 和 aaa Kb DÆM a Bl. y 轴 和 直线 4+y=1 所 国威 的 区 
Zë ` 

(D ffc sau, Ach D AR e ast, 

[提示 : TERA rares, y=br sinó, ] I 

3. Etat EC B CE, D D TL B, 

CD D AH ñz yt xye3, vg), zy! = 15 PRS EU ST 32 HL šB 
分 的 区 城 ; 

G) DAMA y", wie, gc, cy! 所 转 成 的 第 1 St EE BE 27 
的 区 城 . 

3 is D SH E 2-2 = l, 20, y=0 HE, RE 


Pa 4) az dy o sin, 


4. E TES, UEBT aa | 

a» [ye +a ay= [^ 700%, HPRH D 312] tu ts 
B 

(2 ff rarrtyrodaráy=2 f TT EE Edu, DD 
j | 


33 atyp al, EH. 2 5340, 


Hou PE Es z = on — DU n Dua 
ao TRGEPHAR AT y= AE | 


第 三 节 ”二 重 积分 的 应 用 


EFA RRRS, AFERA RREA A A EER 
元 素 法 来 处 理 ， 这 种 元 素 法 也 可 推广 到 二 重 积分 的 应 用 中 。 如 时 
所 要 计算 的 其 含 最 U 对 于 区 感 恕 具有 本 加 人 性 (就 是 说 ， 当 民 域 已 
劳 戌 许多 小 区 域 时 , 所 求 量 U 相应 地 分 成 许多 部 分 量 , 昌 忆 等 于 
HABEN, FEAR D PER FS R FSC S de BJ, 
. H2- 


相应 的 部 分 量 可 近似 地 表示 为 了 (w Aide D 的 形式 ,其 中 (%, YY 
de Pi, AFC, Dido WARRE U WERTE dU, MEN 
被 积 表达 式 , 在 区 域 D LB, 

U= [| fs ac, 


I 


这 就 基 所 求 量 的 积分 表达 式 . 


一 、 曲 面 的 面积 
EEES 由 方程 | 
| z= (e, y) 
给 出 , DD 为 曲面 号 在 x0y tank, MR, AED E 
具有 连续 篇 导数 fw, y) 和 ftw, ui, REHAR S By EDI 
A, _. . 
在 区 域 力 上 任 取 一 直径 很 小 的 区 域 do. GX C ih T RC 
记 作 do), HARE do 内 取 一 点 P(w, Y), 对 应 地 申通 仿 土 有 一 
AR M Co, y, f, 0), 13 M E 00y 面 上 的 投影 即 点 PP, 点 型 处 
HUESTES T (89-20). DUNE do 的 边界 为 准 线 作 


O 这 个 fw ud DELE de 的 直 色 趋 于 每 时 是 小 Qz NOS 
Eo 4 
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母线 平行 于 % 轴 的 柱 面 , ARMA ES ERF Ab, 在 切 
平面 了 上 截 下 一 小 片 平面 ， 上 由 于 de RRA, 切 平面 了 上 的 
BARA ÍA A PJ LEA ARAN BON A MA mi y 
D AM ETS LEAR GEO S z MIRRA Y, 
ju 


dá- der D 
cosy ° 
.1 
ie, y) foo, V) 
所 以 GÀ — itt y + Fo, yde, 


SEM El SIMA, HE LEE D Lan, 
得 | | 


A=] | ERG; DI, Ddo. 
1 


Q RATE Ma, Ha AKAH (PE, I 上 的 区 域 D 在 Th 上 的 投影 区 
dex De MD AAA AE D. 的 
EC 之 间 有 有 下列 关系 : 


= — 


SSC 
St, ARE isem, H. 
其 一 边 平 行 于 平面 Pf. T RA 
L j ea, Rakh (BH 
9-28), H| Do WEEBER, HU 
KATA aM b cos 9, 从 而 
€ ab coe =a A DOS, 
o 
Ej 9-28 En ám s 
Ben, HER D syr LES tem e CA eh ERRA RB , FII 
LEGES Fri dx 及 其 投影 区 城 的 证 条 rr ZERA A = SEE (m, 8, re m). 


cos E 


` m 85 l T 
NOÈ eR, ROA, ERA Ae, 
Li, 


[IG Gan. 
SORA i HEAR. 
BEBE e— g (y, D iE y h(, my, TARA ARA 
El yOz pt (投影 区 域 记 作 D) EX 200 qp (8 8 PC bü 12 fE 
De), 2p 3n] 18 


A= [y eR E IL z ay de, 
或 "M s (ac) +) di. 
D 


DIL 求 半径 为 4 的 球 的 表面 积 . 
EO REPRESE- vV S, MER Ou 面 上 的 
投影 区 城 刀 可 表示 为 Ptyca, 


A E 
Ox vaa y Oy Na ay? 
=) a 
i+ =) -—=“— 
得 "zs aP m 


I3 Jo 3X jS GE EC BD BH 十 护 一 上 不 连续 , 我 们 不 
SS SS Prize, Ary 4 (0-b 
<0) 为 积分 区 域 , 算出 相应 于 D. 上 的 球面 面积 A 后 , < boa HX 
A, 的 极限 忆 就 得 半球 而 的 面积 . 


d= JZ VAZAZP pd, 
TIRE ALES, 得 


— | a 
Ai $] "ar dd 


D RR PRA ii C ~ 3 


PERR D CURRO X Bl. 
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= 27 e —Sma(r abb. 
lim A= lim 23za(a — wd oi b) = 9: af, 
ik EJ 2E 48 PR Im Bu FRE PR, PS Ho AI pR ron 
A= Ama, 
=, CEHEBE BUR UO 


设 Oy FRIA AA, EPT Ie yA, ns, eis, 
(m, ya) 处， 质量 分 别 为 My, Mg, e, Ma 由 力学 知道 , HAAA 
EU s£ D> 85 AS ER 


H Cal 
OP ， ji 
一 M, > T i y= M, OE gi 
M A Af n + 
^ MS >` mi 
i-i fal ud 


其 中 M= n 为 该 质点 系 的 总 质量 ， 
A. v mz, M; = Nun. 
t=1 fi - 


ARA, 占有 Oy 面 上 的 区 域 也 在 点 (2 v) RE B fT 
密度 为 pl%, vi, Bra nE D LES, HERRIA RA I RE 
心 的 坐标 . 

AR DO AEB ARABE DOR do OX | DC Bii sei BU id 
Edo), (z, PERDERA PR. 由 于 小 区 域 do DÉI 
Ay E pla pE DL PURA REP AA do 的 部 分 
的 质量 近似 等 于 plo, do, KRAM E u[ yp MA $E $8 HEA 
(m, DE, TETEH My 及 Me R My 及 dM a 

dM ,= zp (z, pde, ` dM,=ypla, ydo, 
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Dër EI E EER 如 上 积分 , 便 得 
M,= E (e, yya , M= Y Le, y)dae, 
eee, gc, 
X di S — ETAGE, BE H: BU Bu Be 28 
M - (f pir, s da, 
Ef EL, 88 Fr By EDR EIRAN 


[| zot, ya | yate, yda 


z. H, E , J= M. — 0. —, 
A Joc, y)de M Tí pte, ydo 
D» n 


TEE, 即 面 密度 为 常量 , 则 上 式 中 可 把 p 838] 81 

分 记号 和 外面 并 从 分 子 , 分 母 中 约 汉 , 这样 便 得 均 义 薄片 的 重心 的 坐 
标 为 

a íf edo, s= j! ydo, i D 


Jtt A= || do pn nëmen, mn H 
Pp 


HPE Pre se ROBAR AE, UA ARA Dr 
EPA ERE. Du. 平面 图 形 也 的 形 心 , 就 可 用 公式 (1) 
HE. m 

82 求 位 于 两 I r= 38in 8 | 
fi r—4sin6 2108013518 HH im 
CG (FH 9-29), 

Et BAER D 对 称 于 y Si .. Í j 
所 以 童心 OE D Dit py E 一 
于 是 5 一 0, A | 

HAAR l E 图 9-29 

+ DIS, 


HE WETER DAT EJI 54A 2 AAE 所 以 
TERA AA MA AZ, BIA 3r。 再 利用 极 坐 标 计 
算 积 分， | 

SEN e? gin 8d 7 df = jJ. sin 6 a6 | 


m" 
"T 
- 号- N ate dé Tm. 

因此 E, 


所 求 重心 是 0 (o, E). 


三 、 平 面 薄片 的 转动 惯量 

ik rOy PELAS ARA, CRETA as, ya), (la Ya, 
(La YO A, 质量 分 别 沟 ma, may e, Ma, BAFA, MIRA 
Xp c LONE y 轴 以 及 对 于 原点 吃 的 转动 怪 量 依次 为 

1-3 Yima 1,-Y aima Lom, 

设 育 一 薄片 ， 号 有 Oy ELE IIR ID, ER, ai AE 
BES pla, Y, ME ple, iD YE D LS SIESOREGR HOT v 
轴 的 转动 惯量 Z, 对 于 "med EEE I, EJ J T ER RO Bg Si 
SMA Lo, 

WHATA. CRW D LER- HEDH R do ODE 
域 的 面积 也 记 作 do), G, 殷 是 这 小 区 域内 的 一 个 点 ， 困 为 小 区 
de 前 直径 很 小 Bois y) dk D LEE, 所 以 薄片 中 相应 于 小 
区 域 da: 部 分 的 质量 近似 等 于 pla, Nao, AS BUL RJ T UB E 
集中 在 点 to y) b, Saul: HT y BEAT 
. DIS, 


ER O AUR TO E, 
dl,=yYolw, do, dl,-=Pp(e, yo, 
dlo= (ety pl, yda, 
Desk ie ck, EER D Lan. em 


oo ais, T= siet, nas, 


D 
Io- || (et + ee, yao. 
, i 


例 8 REZA agyi 51 Ë 
AEF MEAT p) 对 于 其 


家 径 边 的 转动 惯量 . — | 
SR äis in E 9-30 所 d | 
—— 


A, MR F Dx de D ri 3 8 ~a O 

为 | 
Ala, uz; 图 9-30 

MRES TR Et PRADO To 轴 的 转动 惯量 工 . 


I= [f edel sinto drad 
D n 


=p [* a6 [oa Le 
-p | 08 | am gär er ; sin? 840 
ED ¿t a 3 


其 中 M= ap 为 半 加 薄片 的 质 景 、 
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L RRE tyt AE em as 内 部 的 那 部 分 面积. 
2. XD RTL MERERI 2! — 2r BERI T BO MORAL, 
8. KERR ESE ty R E. z3 + a? NEAR 


+ 119 » 


HREM, 
4. xe e —=1 4 de ARA TA, 


DEERE — HEEE A Da: 
(D DH gyes Bpr, ee, y=0 FREE: 


D DARA. + e, y>0; 


(D DEMI r-—acos8, r=bc088 (O-a-byB HER, 

6， 设 平面 薄片 所 虚 的 区 域 D AA y = 52 ES Sur Er EL DT, 
"ERG, yabi SEE plo, 的 一 09， 求 该 湾 片 的 重心 . 

7， 设 有 一 等 腰 直 角 三 角形 薄片 ， 采 长 为 %， 各 点 处 的 面 密度 等 于 该 点 
天 直角 项 点 的 距离 的 平方 , 求 这 薄片 的 重心 . 

8. TEX EPEIBUEPRH ES b, 要 接 上 一 个 一 按 与 直径 等 长 的 均匀 撼 
形 薄片 , 为 了 使 整个 均匀 薄片 的 重心 附 好 落 在 国 心 上 ， 问 和 接 上 去 的 均匀 矩形 
18 Frid HEEE E 509 

A E E Dër, RIRE Ha 
F, 

d) D. E + e x xl, RU 和 了; 

e mo r05E,r-2BBE,RI,TI, 


(8) Dub. — Os yszb, MIL, 

10. Das CET HE P te py) 的 长 和 宽 分 别 为 6 和 %, 计算 此 
拢 形 板 对 于 通过 其 形 心 昌 分 别 与 一 边 平行 的 丽 输 的 转动 惯量 . 

11. 求 内 . 外 兴 径 依 沈 沟 + 及 豆 的 均匀 回环 状 萌 片 ( 面 密度 为 常数 p) 对 
TGEDPEGEDOBI Edu BERE 

12. KEHUA y xà 及 直线 y=:1 ER SUO 352] 38 PF CL s BE EE 
SORTEA y=-1 MSIE 


第 四 节 三重 积分 的 概念 及 其 计算 法 


定 积 分 及 二 重 积分 作为 和 的 极限 的 概念 ， 可 以 很 自然 地 推广 
到 三 重 积分 ， 

EX Ufa y, DREUHEN O LEREN, T Q TE 
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意 分 成 1 个 小 区 域 
Des, Ans, 5 du. 


其 中 An 来 示 第 个 小 区 域 , 也 表示 它 的 体积 、 在 每 个 小 区 域 An 
HEM ER (Es 9, CO, MEAR SE, m CO de G=1, 2, s m), 
mm ÈS (E, m, Code, URBE SO JEO ANA E 
于 稚 时 这 和 的 根 限 存在 , 则 称 此 极限 估 为 函数 (os, y, VERO 


上 的 三 重 积 分 , 记 作 n (z, y, de, B] 
A 
HE Le, y, 2) do=lim Y fC, m, Cod, ET 


其 中 odo M ipe RITA. 

体积 元 素 dvo DAR An, 在 直角 坐标 系 中 , DST 
ATENTA ERA O, MARTOS Q 边界 县 商 的 一 些 不 规则 小 
区 域外 ,得 到 小 区 域 do 为 长 方 体 ， 投 长 方术 小 区 域 An, 的 过 长 为 
dv, dyr, des, Wl dvi 一 des Mya de, Eq F B dB e bn as rh, ARE 
把 体积 元 素 0% YE fE da dy dz, i= ERHI 


fff f (o, y, z)da du dz, 


Hp da dy dz 叫 散 直角 些 标 系 中 的 体积 元 束 . 

ZAR, Y, DARA O sn, (了 D) 式 端的 和 的 极限 
必定 存在 , 也 就 是 ,函数 了 (%, y, z) 在 区 域 日 上 的 三 重 积 分 必定 存 
在 ， 以 后 我 们 总 假定 阔 数 f(r, y, O ERRO LEER., AF 
汪 重 积分 的 一 些 术 后 , 例如 被 积 沙 数 , 积分 区 域 等 , 也 襄 相 应 地 用 
到 三 重 积分 上 .三 重 积分 的 性质 也 与 第 一 节 中 所 后 述 的 二 重 积 分 
的 性 质 类 似 , RETREAT. 

JUR fr, y, 2) 表示 某 物体 在 点 e, y, 2) 姓 的 密 BE, Q EYE 


CLIE I-II S FCO, y, 2) TEO LER, p m 
. 121 - 


En dv, 是 该 物体 的 质量 M 前 近似值 ， 这 个 和 当 A—0 时 的 极限 值 
就 是 该 物体 的 质量 M, 所 以 


m- flf re y, do. 


三 重 积 分 也 可 化 为 三 次 积分 来 计算 ， TERRACE 
兰 重 积分 为 三 次 积分 的 方法 . 
假设 平行 于 HHSARR O AREA pog Q BJ y 
gui S ANASTIA. MUERO REH Oy Hi D, 得 一 平面 区 
He DCE 3-31), b) D By LECHE SABER E 2 轴 的 柱 面 . 这 
EM GATES ERAS ra py HJ E. "ré. CTS) JE Y 
3A 
S3. gef, y), 
Ss #= za(@, y), 

其 中 ata y) Galo y 都 是 
卫 上 的 连续 函数 , Hate, v) < 
tala, y). 33 D PAE AR Co, y) 
作 平 行 于 z 轴 的 直线 ， 这 直线 
Xx LEES. XE A OH. 25 
通过 曲面 S, SF 40 Q bk, SA 
ASh Sa BJ TEC PE 
ala, NE talo, Y). 

z ` 先 将 wg 看 作 定 值 ， $ 

| B) SH Jo, y, RATE :的 函数 ,在 
Xx Tute, Y, e DIER 2 积分 。 BARBARA m. y f E 
ZS. dios F (s, y), 


£= ZE, HÄ 


. Sei. 
Ps, yg) KG Y, z) dz, 


! mmy 
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然后 计算 Fis, DERS D Liza 
ër, ni HUTT ye, y, Das] do 


(Ert) 
假如 区 域 呈 可 用 不 等 式 
ga (m) Ses lo, aaeh 
HER. 殷 这 个 二 重 积分 化 为 二 次 积分 ， 于 是 得 到 三 重 积分 的 计 
HAR: 


ES y, Ddu- [B uro, tv 7" re, yd (a 


qam) ` Bis, Y) 


ARDOZ e KAn 3 ARA. 

如 果 平行 于 % 轴 或 gy 轴 且 穿 过 区 域 O PEO 8 PR 25 Q Bi 38 
FU S HASTA, ATEO 投影 到 yO 面 上 或 dis 
F(E, 这 料 便 可 把 三 重 积分 化 为 按 其 它 磊 序 的 三 次 积分 ， 如 果 平 
行 于 坐标 轴 且 穿 过 区 域 Q 内 部 的 直线 与 边界 曲面 久 的 交点 多 于 
两 个 , 也 可 象 处 理 二 重 积分 那样 , 把 Q 分 成 着 干部 分 ,使 介 上 的 三 
重 对 分 化 为 各 部 分 区 战 上 的 三 重 积 分 
的 各， 


m 计算 三 重 积分 [|2dz avs 
u 


其 中 Q AZ IMA PE etay 
2 一 工 所 围 成 的 区 域 . 
M ERE Qin 9-82 Er 7n. 
H a BRER zOy 面 上 , GERD 图 9-32 
为 三 角形 OQAB. 直线 OQ4. 08B 及 45 的 方程 依次 为 y=0. w=0 
及 z+2y 一 4， 所 以 DD 可 用 不 等 式 


la 
2 A 


Ow 


ew 123 = 


KER. 
4 DAER xi Ce, Y, 过 此 点 作 平 行 于 z REE, MEAR 
通过 平面 :一 0 FA OO 内， 然后 通过 平面 * 一 + 一 < 一 2y SE H. (2 5). 
于 是 ,由 公式 但) 得 


| 一 号 入 
H || eddy de [B Dim of pdr 


-od (1—s—23»)dg 


if 2.5 _ 1 
we? L (o — Za a do g 
3 Hm 9-4 


1. mato r=| [| F, y, dsauds 为 三 次 积分 , ep ENG 
AIR. ` | | 

QD BRAHAN cy ms 及 平面 s+y 10, z=0 RAI 

(2) BAH soc? 及 平 出 + 一 所 周 成 的 区 域 ; 

C) Hl cat r2! Ron D rh EH Ut 

4) ini een (0, + LL, z=0 所 图 成 的 在 第 一 持 限 内 
的 区 域 i | 
O Hui recte, yo 0? BER yl, 20 所 图 成 的 区 域 

2. EEE, SEEM Z pü Q: Gesal, 0<ys<1, sral, YE 
(z, y, DALE po, y, z) mate, 计算 该 物体 的 质量 ， 


3. 如 果 三 重 积分 [s y, dn dy dr ABRI v, z) ZA 
n 


BA, PRO. FPaCr BER, RU yes, t, DAD "fay TAO, BAIE 
240% aereb,cxysd, leem; 证 因 这 个 三 重 各 分 等 于 三 个 单 积分 的 
2881. Bp 


[reas num ds f fray | Sege, 
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4. 计算 [| ey rdvayos, eh Q XE Ball s =ru, SPE yes, rel 
gt 2 0 AB, 

s. 计算 用 TY Sr, Buz O NIE =D, yu, z=0, shyt 
二 所 图 丰 的 到 面体 - 

6. VOR f [| ous dr agde, Kr QI RE q et m1 RRE 
mee AE, | | 

7. 计算 [| as aa auqa, 其 中 从 是 由 平面 :一 0, my, y=1 CURE 
Eysi ERNER, 


第 五 节 利用 柱 而 坐标 和 球面 坐标 计算 三 量 积分 

在 第 二 节 二 重 积 分 的 计算 中 我 们 看 到 ， 册 于 积分 区 域 和 
Sage EAR Sp 
Hen RIAL EAE DAS RR AB jn e db fd 


.PBRHRAGHEIERA 


dE Mis y, DARA A, JPR M de 20v 面世 的 投影 P 
ARAB N r, 0, 则 这 样 的 三 个 数 ?, 6, z LIUM A 的 柱 面 坐标 
〔 图 :9--83)， 这 里 规定 ç, E, z 的 变化 范围 为 ， 

Uar t Co, 

Os Os. Ze, 

s. OI De zk OC, 

EE 
7 一 常数 , 即 以 z BABA TA, 
8 一 常 数 , 即 过 % 轴 的 半 平 面 ; ` 
= 常数 ,中 与 20y EIER, 


图 90-83 图 9-84 


显然, 点 M PUER AUSSER AE 2538 3 
z= + eos B, 
Lan e 


A | 
现在 要 把 三 重 积分 [|| f. y, Dde toe eee B g: 
ü 


Fi. it. ZAER RR, O 常数 , + MB Q RN 
SMER, Bx Y 38 O 的 边界 曲面 的 一 些 不 规则 小 区 域外 ， 这 种 小 
KITA, 235 H z, Z, z Ska Jt de, dë de 所 成 
的 柱 栖 的 体积 (E 9-8, XAO SIEMBRA, I 
EH dz, EEREN RD EADE A rdr dë (WRM pR 
前 面积 元 球 ), FÆI 
do = r dr dð dz, 

AMADA ss s BI POLOS X. 再 注意 到 关系 式 CD OUR 

JH res y, 2asaya =] || Fe, 6, raras. m 

a a É f 


Hh Fir, O, 2) freos, rsin6, 2), (SKS EU ES 
变 景 从 直角 坐标 变换 为 柱 面 能 标的 公式 , . ETE 
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宗 后 的 三 重 积分 的 计算 , 则 可 化 为 三 次 积分 来 进行 。 化 为 三 次 积 
分 时 ， 积 分 限 是 根据 z, O, z 在 积分 区 域 Q 中 的 变化 范围 来 确定 
的 , 下面 通过 例子 来 说 明 . 

例 工 利用 桩 面 坐 款 计算 三 重 积分 [Í| ade ay as, 其 中 区 域 Q 
HERA, Pep, 20, ` 

解 WERO HEA zOy 面 上 ， 得 半径 为 工 的 现形 区 域 D. 
Oxr«l, säin, fk DER AG, 9), 过 此 点 作 平 行 于 z 
轴 的 直线 ， 此 直线 通过 平面 < 一 0 SA 9 内， 然后 通过 上 兴 球 而 
z= 1-3 — Bi s= e O At. DEEN SS 
" | 

Osce d og, Ox rei, 0&8 «27 

HER. FR 


H! zde dy dz = It er dr dë dz 
B pa] 
Ss 1 KEE 
-| dé f rdr f zdz 
5 DI D 


L dà rar» dy 


Di 
T -二 | -g 
22|-5 4 e +" 


二 、 利 用 球面 坐标 计算 三 重 积 分 
设 Me, y, z) 为 空间 内 一 点 ， 则 点 M 也 可 用 这 样 三 个 有 次 
Er o, 0 来 确定 ， 其 中 7 AO SA MAKES, oeh 
有 向 线段 OM 与 z 轴 正 向 所 夹 的 角 ，8 为 从 正 z 轴 来 看 自 z 轴 按 
着 时 针 方 向 转 到 有 向 线段 Opus, BE P ARM # 20y 而 上 
的 投影 (图 9-85)， 这 样 的 三 个 数 r, p, 8 mk M 的 球面 学 标 ， 
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这 里 7 p, 8 E su B 29 
Dese os, 
O< =m, 


UKAT, 
SERER wa D 


T == 3E, BD ELI PA 27 PARE; 

p RE AX, 即 以 原点 为 顶点 、# 38 i R WI, 

e= WB 即 过 zz RHET. 

iM de Oy HERA P. A P ye eS E 52 A, 
DN Od=x, AP=y, PM =z, X 

GP — sing, zT DOS mz, 
因此 , 点 M BO EP NIS EI ph BN AI ERI ROT 
x —OP cos 9 — r sin p cos 8, 
Lesen 6) 
z = 008 p, 

ETE Gb ID BIS E ASS RT AA, HP 
HAS BR TEE r= RENE, 8p 一 常数 , 0 常数 把 积分 区 域 虽 分 成 许多 小 
EM, FRH T o, 9 各 取得 微小 瑞 量 dr, do, d? 所 成 的 六 面体 
的 体积 (图 9-86), 不 计 高 阶 无 穷 小 , 可 把 这 个 六 面体 看 作 长 方 体 ， 
iz 


dr, < N 
. dem 1427 caue dü 
rsin9 A rip 


3 y E| DUE: 35 ndo, ERE TRIES AA r sine dé, 1148 Jy IN 8) 
高 为 dr, 于 是 得 

de = y? sin pdrdp d8, 
这 就 是 球面 坐标 系 中 的 体积 元 素 ， 再 注意 到 关系 式 ()， 训 有 


II ft, y, z)da du da 
D 


- (ff Fir, p, 8) r*einpdrdgd6, (4) 


JE h F(r, p, 0) — fin sin p ned rsin gp sinó, rcosg). (DRA 
k= CU ESL 3k A H V pue hp PRE E ba SE n 
ER TL AE p 0 = 3€ 8123, RYE (SENI T. 
对 9 及 对 日 的 三 次 积分 . | 
车 积分 区 域 如 (60 33 8 i EE JE — ta PR E PE VILE PET BT, 其 
ROA EA rro, 0), 则 | 


I= Fir, y, Or sinodrdpdO 
(f 
- IN EIN f^ ? F(r, o, 9)risin par, 
amb OQ RE r = z 所 围 成 时 , 则 
10 [700 [ao frin, p, rra par, 
特别 地 , 28 F(r, o, 0) —1Hj, 出 上 式 即 得 球 的 体积 
p=) aof? sin pap J ar= 2a pom me, 
这 是 我 们 所 熟知 的 结果 ， 
12 sos a 的 球面 与 半 顶 角 为 & 的 内 接 欠 加 所 国 成 的 
立体 (图 9-37) 的 体积 
解 ” 设 球面 通过 原点 0, 球 心 在 z WE 又 因 接 锥 面 的 顶点 在 
原点 0, 其 办 与 EA, 则 球面 方程 为 r= 2e cop, UNEN 
, 29, 


9 一 a%。 卫 为 立体 席 占 青 药 空间 区 域 怠 可 用 不 等 式 
(eier cosp, Deeg, 050 «2m 
is HER, By UI 


y - ||| r*sin parado 
"à 


br e Det cos P 
-f ae | L del “són pdr 


3008 p 


- 27 | sin pap rar 


+ fa 
EE m 


aá 
= Ze (1--cosfo), 


在 蔚 蛋 积分 的 应 用 中 也 可 采用 元 素 法 . 

设 物 笨 占 有 空间 区 域 中 ,在 点 Cz, y, DILE plo y, 0. 
假定 这 画 数 在 如 上 连 释 , 求 谱 物 体 的 重心 的 坐标 和 转动 慢 鞭 ,与 
第 三 节 中 关于 平面 薄片 的 这 类 问题 一 样 ,应 用 元 素 法 可 写 出 


A 


L= {| (ts) pa, Lo [fete 


$, 其 中 M= |] paw 为 物体 的 质量 ， 


例 3 求 均 名 半球 体 的 重心 . 
和 解 ” 取 举 球 体 的 对 欧 轴 为 x Sh. Ip TERR E, dëss 
Aa, 则 半球 栖 所 占 空间 区 域 Q 可 用 不 等 式 
Ayora, z2=0 
RER. 
BR BOHM RUM kesy 
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ü 


Bj VR mat 为 半球 体 的 体积 . 


“TEETE 


(f zda = i reng, r? sino dr do de 


e ed 


Ed z 
=| dg | cospsinpdo | dry 
LC E 
Bb, 3-he, 重心 为 (0, O, Sa), 


例 4 REAREA FUERA NEST m. 
解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 ，z ASADA, LERH SE EA 
z， 则 球体 所 占 空 间 区 成 他 可 轩 不 等 式 
2 
Ax. | 
所 求 转动 惯 恒 即 球体 对 于 2 轴 的 转动 惯量 7 


I= fS aeae 
=p i (1? ain? p cos? 9 + r ain? p ain? 9) rf ain p dr dp dd 
"à 


[ 2x Ki ) 
a 4a ; IO — 7 Ze Ë ap. 7 + 
ejl] r*sin?qdr de dä el dé f sin? gr dp Pr dr 


其 中 M=- wasp 为 球体 的 质量 . 
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x E 95 
1. ARA TALES: 
c fff sav, REA ii tene Rer FUR EE 
D 


c. (laange, scm 0 8 BB ster i 及 平河 2—2 pru 
EX. O “ 
2. ARMA AE ER, 
Q ff [ect +y ratas, Ke Q E BIERIE c7 -y7-- —1 BER DC ER; 
it 


à [| sav, RRRA BRER SILA, c eg ct i 
i 


5. 选 用 适当 的 坐标 计算 下 列 三 重 积分 ， 
e Il agas, Rh Q mol ECEB ri, ësst, 2=0, y=0 
HARRER- SEARE 
e f| ve twr ran, xn PE T Wi 22 + s ARAUCA: 
¿ | 


€ [ferias 其 中 人 是 由 曲面 trm x Gh yo RE A ECR 
Ser: 
O fff +a, Rob Q E h Bi 4 E 8 8 e IT, 


vaa (A>a>0 E PH z=0 SD ESSO 
¿lación 1) : _ L3 Ez: 

€ Jar qu Fih A ERRE dure BE 
成 的 区 域 . | 

4. EIER ALR le e Er ERNER mn. 

(D ër 及 ivy 

(D ehy hama (al0) E a (252 rh, 

(8) z= a? e? E uma 

(á) xy? rm UE spy mde, 


EH 


6. RE EEA RARE EM. LESE ES 
心 的 距离 成 正比 , 求 这 球体 的 车 置 . 
6。 利 用 三 重 积分 计算 下 列 出 曲面 所 国立 体 的 重心 (说 密 次 p=): 
D a+, ëss il: 
(D ee VA, a (Ara), £20; 
(3) zs al Laf, zy ma, Z= Ü, y =0), = O. 
T. FRE PL IR A Okt Ee TA PIAR vs BS EE 
离 的 平方 。 试 求 这 球体 的 重心 . 
8. —3i95)89bk CIERRE p 25 8 380) ANA JE Ei dioi e E RUE 
Tg z=0, Isi =a, |y! =a FE HERR, 
CD 求 其 体 各 ; 
(D 求 物体 的 重心 
(D 求 物体 关于 e AAA. 
9. REF a. 高 为 庆 的 均匀 辐 柱 体 对 于 过 中 心 需 子 行 于 母线 的 四 的 
TECATE pS. | 
10. HERA a, BUS h BS ESTE EE RESET rE Carti E CT RE PRO SË 09 
FERCA o2. 


“第 六 节 含 参 变量 的 积分 


Wf Gv, 力 是 矩形 ( 闭 区 域 ) Raw bh, a«u«8) Em E S 
HA. Eie, 杂 上 任意 取 定 & MIE, "Kito 肋 是 变量 4 在 
La, 8] 主 的 一 个 一 元 连续 殉 数 , 从 而 积分 


T Fæ, vay 
存在 ,这 个 积分 的 值 依赖 于 职 定 的 = di i o WEEN, RH 
来 这 个 积分 的 值 也 限 着 改变 。 这 个 积分 确定 一 个 定义 在 [a; b) LE 
的 2 的 函数 ,我 们 把 它 记 作 pe), Bl 
eG) m fis pay (out). Wes 
这 时 变量 之 在 积分 过 程 中 是 一 个 常 蔓 ， 通 党 称 它 为 净 迹 梳 ， 因 此 


DAA A RSE o 的 积分 ， 这 积分 确定 的 一 个 通 数 
go， 下 而 讨论 关于 9( 人 的 一 些 性 质 ， 
定理 1 UREA, PAER R(a cas, oy B) F 35 
tt, 那 末 由 积分 (全 确定 的 函数 ple, bl bt. 
证 efiet de Rio, b] tin, BU) 
platae) plo) = | UG ac, s) Sa yl. @) 
HPO, DEMRE RL LER, Jm TAR 
取 定 的 e>0， 存 在 8>0, T R gg BJ TE 28 W VX yo A 
(xs, Ue), FUE 242 BED ER SP RF 8, Bl n m) (Yaya) 
«0, MÁ 
` Jy Ges, Vi) — f (an, Ale 
ER Jy (e 4 Ae, Ae, YES |4., PEL 4 [del <a mM, 
就 有 
lf Gea dz, flo, y) <, 
T'J& ur (2) RA 
[pad de) pío) | | 
<| Leide, g) Fs 的 | 加 <e(8 一 四. 
Bi EA odit, 5) EEH. | 
BEAR E ple) dela, b] LE, WEEE 后 上 的 积分 存 
在 ,这 个 积分 可 以 写 为 


fotu PT zs a "mm WEE 
ERAMOS ui EOS. V J e pn SR p. 38 f (z, y 
在 矩形 Lan for, yy R Eg co gun || fos vide duit 
E EE EE 
+ J34.» 


对 了 积分 ， Boe Es 的 这 个 DUX. BEZAN |f: fe, yde dy 


也 训 化 为 先 对 e AR y E maf [f Fe, nas] dv, REE 
下 车 的 定理 3 

定理 多 TES y) SES Lo, ay). 
连续 , ai 


MEC ay jas= | {| z, jode Jay, | (8) 
. 公 武 (及 也 可 写 万 ` 
l f da NI ya = Wi 2 fü. dnd. (8n 


O UE OL 
CI ER T1 FO, y BASA Za y) BEEKE 


(ex mem b, ay SB) LEER, ERARA OBI E 
Le, 6]. F uj fa n, AE 


sea fos mara Pana, MEC 


证 Aple) = p atA mela), ATRACO, AVR 
xa OD EH 3 ZIE 
god de —p(r) . -| ftd de, pfe. V) dy? (5) 


do 
Biss BS B PIBE ER, na dz T. masseg, 我 们 有 
FICA n- - Y Ge, "n | Of (wt 84, y) 


de 
AE onia, y, dei, (@) 


Joh 0<8<1, [7 可 小 于 任意 路 定 前 正 数 s AE] do bT T 
EXI. AR 


B8 f El 
nto, y, andy sl edy= 88-0) CaL 5, 


这 就 是 说 lim Tote, y, deii =0, 
由 (5) 及 (6) 有 


gr de) pe) A Np Te 
—— Le Br dy epu D, Y, indy, 


A dr->0 取 上 式 的 极限 , MEAR. 

在 积分 {1) 中 积分 有限 « 与 8 都 是 常数 ， 俱 在 实际 应 用 中 还 会 
MAA FEE O 的 不 河 的 值 , 积分 限 世 不 局 的 铺 形 , 这 时 积分 限 
VESEB o MAR, 这样 , 积分 


oG) = |” fs dy (n 
AER SS DO 
量 的 积分 的 某 些 性 质 


定理 生 MRAR, y EHER Rasa b, ay s B) k. š 
续 , ABRI) ARA ls b) CERE, 并 县 
aKa) KA, BER (ars), 
列 由 积分 C) WIE EE Dela, b] EAE ERE, 
证 tolet de dEle 的 上 的 两 点 ， 则 
O(m- de) — (>) 


Bm dei Biz) 
-| fst An, y)dy- uf (e, yMy. ` 


eist dr 
Siet dei 
Bos | fas, ey 
a(ET Ji) 
at) Gei 
=S] Ford, gode |" fetar dy 


ucro dan 


Bü da u 
al G+, dy, 
Biz) 
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ata) 
E 


E O fGc 4, Day 


(xt dm 


Sor Ar) 
«| J a+ dz, y)dy 
Gre) 


* ISt 内 一 Fe 93109, (8) 


当 400 P, ERARE BUS AE, 根据 证 明 
定理 工时 则 样 的 理由 , 这 个 积分 趋 于 零 ， 又 


NE, Y+ de, Nay! <M ais? dei e), 


aqu+ dc) 
Die 4o, dy Al ëtt do) — B), 
其 中 MEL y) MEE RISA E (e) 与 BG) 在 
La, 5] 上 连续 的 假定 , 由 以 上 两 式 可 兄 ， 当 4220 BE, (ORANA 
前 两 个 积分 都 趋 于 零 。 于 是 , 当 dzr>0 时 ， 
etd BD (a«a«b), 

EHS ëiei ts, b) E 3589. 

关于 函数 宣 (w) 的 微分 ,有 下 列 定理 . 

定理 5 RAMIS OR KR Ses q 
(ars; b, au B) EIS X REL aka 5 Sia SEI IB le, 5] 
ETA, 并且 

anala KA, «sv «8 (as x b), 

财 由 积分 (7) ie 6988 (a, b) ESTNE ER. 


, d Sn) 
Diz), TO dy 


人 


(PAD ay-- fle, BOB ff ae 人 


curl 
(8) 
证 fH (S) KO 
e 137 + 


Plet dej- tb (ay [99 fla de, 办 = Tim, ai 
dr -| dy 


RICH 
1 ELE EE 
bo G+, My 
1 ata 


—— | ae, dy. (0) 


de Jam 


SOM 4020, ERA TELE BIBAT RAE, 根据 证 明 


ERE S 村 同样 的 再 由, 有 有 
[^7 pea, i) fle D ay (H9 fen 9) 
Jen) dy s Dx dy. 
Ap — — 项 ,应 骨 积 分 中 值 定理 得 
1 "Elat da) 


p ky Far do, dy 


Aee- A Ae — BES aH Az, a, 
Hip n AO KEEN 3$ Ae-A0 Es, 
[Blas de —BlO > Bla), Fes de, Dale BOO, 


FE i T fi de, y)dy-»f Lo, B(2)]8' (e) . 
2S LRL HI AE, 4 Ae 0 kt, 
= Lei: de, dy > Ls, alaa 


因此 , 4» dea, ELO) RAMA O). 
ARO ARALAR. 
ai Da) f LL ay, RO, 
UTA, 得 


at " Bi 
Da) - | cos ay dy BE. e SB ua 


NE. Sai mE 2sinz* sina? _ Ssina?—2sins* 
L g z a 


138 ， 


1 ab — ¿A » 
812 &r-[ E de (0<a<b), 


RH AA , EM 
a due LZ. IC 
fie dy T lng " 


b 
Br EL 1—[ de | ody, 


x HB p 3 f (z, Y) — a" ZE R(0<x=<1, 0axysb) E Eg, 


根据 定理 IE 由 此 有 
Ief dy Paraaf LZ La 


in Atl 
-fi y+i dy- int 


918 计算 定 积分 工 - [Lee as, 


E ERASE Oo GRA AE 


BA, p0) 一 0, pH =I, RARO 


pla) — f. xam aras * 
MTB ARA RAR, 得 到 
m 1 — g a 
tar) Ara Lire sl + iis + Lei L 
TE 1 TI -ais ,(* ad ad 
" — ada das z 
-| 
Lu | -in (14-2) In 217], 
ERED, 1 上 对 a 积分 , 得 到 


mt em: BULA do 


ola a L+ 
_ „m2 sæ ENGEN) 
从 而 ` I-— n2 
"= SS 9.8 
1l. RTARESE AVR A EB) 8k 65948 til, 
CD lm f" 0 (2) lin f V ayay; 
sx Ja lm ys en JA didi 


(3) lim f'y? cos (eydy, 

2. ATARI 

Do G0 p= f BILU ay; 
G) eco = [^ aeta a; (4) ec) = [^ eray, 

3. i FG) — [Gen fona, h fay TERH UFO, 
《， 应 用 对 参数 的 微分 法 , 计算 下 列 积分 ; 


š l--acoam de ajel) 
wm Da cos z dal 


ZS 
e» i^f Iln(cos?x-.ajsu?az)deo (a0), 


[提示 ， 设 pto [^ InCeos acc? sin s)ds, HS pC) =0, e) 7.3 
5， 计 算 下 列 积 分 ; 


pareteæ de . 
c» faner Ji 

" aretes ` d 
Lp MEL 


(2) po de, (Q«acb), 


ina n" m 


[提示 RR AS 
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RATE ”曲线 积分 与 曲面 积分 


讲 重 积分 概念 时 ， 已 经 把 积分 概念 从 积分 范围 为 数 轴 上 一 个 
多 闻 的 情形 推广 到 积分 范 轩 为 平面 或 空间 内 的 一 个 区 域 的 傅 形 ， 
由 十 实际 需要 ， 还 有 必要 把 积分 概念 推广 到 积 务 范 围 为 一 盘 曲 线 
弧 或 一 片上 曲面 号 的 情形 。 这样 推广 后 的 积分 称 为 曲线 积分 和 间 面 
PA AR AA ADA AAA, 


第 一 节 ”曲线 积分 的 概念 与 性 质 
一 、 对 纺 长 的 曲线 积分 的 概念 


曲线 形 构 件 的 医 量 ”在 设计 由 线形 细 长 构件 时 ， 为 了 合理 使 
用 材料 ,应 该 根据 构件 各 部 分 受 力 情况 , 把 档 件 上 各 点 处 的 截面 大 
小 设计 得 不 完全 一 样 , 因此 , 可 以 认 
为 这 构件 的 线 密度 (单位 长 度 的 质 
量 ) 是 变量 , 假设 这 根 构 件 所 占 的 位 — | 
SA zOy 而 内 的 一 段 曲线 弧 工 上 ， 
它 的 端点 是 A. 吾 在 五 上 任 一 点 (mw 
屹 处， 它 的 线 密 魔 为 pœ. BUE 
要 计算 这 构件 的 质量 MA 10-1), o 

如 果 构 件 的 线 密 度 为 常量 ， 那 E 11 
末 这 根 构件 的 质量 就 等 于 它 的 线 密度 与 它 的 长 度 的 乘积 ， 现 在 构 
件 工 各 点 处 的 线 密 广 是 变量 , 就 不 能 直接 用 上 述 方法 米 计 算 ， 为 


(D ARIANE KEE AAA A RATE, 
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了 亮 服 这 个 困难 ,可 以 用 二 上 的 虚 Mss Ma + Mia 把 L SHR 
n E, BUE rh — A 来 分 析 . ERBE EEA 
EE EN T EU (s mo 处 
的 线 审 度 代 赫 这 小 喘 上 其 它 各 点 处 的 线 密 度 ， 从 而 得 到 这 小 段 构 
件 的 质量 的 近似 值 为 
. P, m diss, 
其 中 As 表示 Ar B SEE, "Eer AR 
Ma S o(bs, m) dn. 
DEETIME UIT MERE M IT 
ERAS 2.0 0 时 的 极限 , 从 而 得 到 


M = lim Y p(£, n) ds. 
AD dni 


EIERE A db S]. MESET DES 
REX. | 

定义 1 ELA sO0y WD 0) — # 3 EE Xp. EM 
flw, 内在 了 上 有 界 ， 用 天 上 的 点 M; M» M. 把 工分 
成 吕 个 小 段 . 设 第 个 小 段 的 长 度 为 ds, 2 (Es m) 为 第 5 个 小 
彼 上 任意 取 定 的 一 点 (一 2, =-, n). ERR 

lim S f(£,, n) ds 

存在 ， 这 个 极限 值 就 叫做 函数 (n, y) deg L Lage 
线 积分 , 记 作 | fs, was, M 


f. fim, y ds - Um $ fE, TH. 484, 
其 中 f(x, 22888 ER E, LOMA. 


DARA A A, ARA FOECQALEDIAUN DER, ANAIS 
BAREA Ab a ej. 
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在 第 二 节 中 我 们 将 看 到 ， 当 s, Y AARNE 上 连续 
F, sal RBA | ze, ids 是 存在 的 。 以 后 我 们 总 假定 
Fa DEL LACAN, | 

根据 这 个 定义 ,前 述 曲线 形 构件 的 质量 M 当 线 密度 pos, v) 
LERI BLE plo, 179 LBS, M 

M - [, sie, yea. 

上 上述 定义 可 以 类 似 地 推广 到 空间 光线 T 的 情形 , 这 样 便 得 男 

8 f (e, y, DERRAT ERE 
L zs y, z)ds = lim X6. Th, 60 der. 

AUR LGR DP) Etage D GR T) 上 
NR AUBLAHAE Ti AER ABE E i A8 D 2080. 例如 , URL 
ATRAS TR Do QE Lo Lee), RAE 

L Jæ nds |, Flo. Ddst [Gs Was, 

3 LALA, MAI SO, Y) ERR T, Late ` 

半 线 积分 记 为 中 Fe， ds, 


Z., HERO A AA EUR 


O MRE ARA 20 IO H A W 3 
AA LEIAB, TEBA, 这 质点 受到 力 
Els, y = P(e, yM -Q(a, DI 

UA, Apai PO, y), Qi 四 在 上 上 连续 ， 要 计算 在 上 述 
移动 过 程 中 变 力 Flo, y) EROS 10-2), 
(€ WE LD TURAR, MERO, 以 后 我 们 总 能 定 
Lok D AAA EA, 

(KEE 


RHE, RAF RARA, HERA 4 WERE] B, 
Zen kär ur 等 于 两 个 向 量 百 与 4 的 数量 积 , 即 
W=F.AB, 
现在 Fo, yp) ED) HELAI 
曲线 工 移 动 ， 功 W 不 能 直接 按 
以 上 公式 计算 .但 是 前 面 用 米 处 
理 构 件 质 量 癌 题 的 方法 ， 原 则 上 
也 可 用 寺 月 前 的 问题 . 
Ü ES Jc Hj gh £6 LL E DO o 
E m Mia 5:2, Malta ya), c 
M, Gro YDE L AJ JANE, BAER — GE 
MM) 由 于 A.A, Jm AR m, n[EL RIS RE 
Mi M.= CAzd + Cayo. 
KEBRE E, 其 中 da 0 mia, Ja Jh Vis. X HT BD 
P (G, y), Qa, 10 Xc L Exft, n ARI MM, 上 任意 取 定 前 一 
AR S n) 外 的 为 
F(E, yD = P(£ »)i- Q(£, mi 
RAE AAA xk Hi, EJ: Fle, ai 
ASE M. M, Sir A, reos Y € JEFE GO ?0 党 
Air Bra, 
Av FG, 22 rech 
BU JW,= Din mai det LE, m) 4. 


TR dr EXP Gs n) And QUs n) 4g). 
为 了 计算 W 的 精确 值 , 2 A->0 取 上 述 称 的 极限 ,从 而 得 到 


W = lim > iP (Es, m) Zu; + GIE zi Ah .. 


s] 


dde 


这 种 和 的 没有 限 在 研究 其 它 问题 时 也 会 遇 到 ， 现 在 引进 下 面 的 
FM. 

EX? iR L 3 rO WL DA S ADA B bet AC 5 B) % Er E 
Sa. HER P (e, y, Qe y) TE L es ALEA Mita, 
Y), Malos, yi), c, Maai Oni yaoi) ËB 53 pk n ° £ 9) o] RR 
E 

Ha, (i1, 8, see, m Mcd, M, B, 

iE mim a, dy —yi— oa, AES 02391 aa LEERE 


的 一 点 ， 如 果 极 限 lim 2 PE, n) de 存在 , 这 个 极限 值 就 叫做 
EMP Y 在 有 向 曲线 绝 万 上 对 坐标 的 曲线 积分 记 作 
[ PE, Daz, 264038, fn BIR lim 21 Qs 1) Ay 存在 ,这 个 
极限 值 就 叫做 函数 Oe, y) 在 有 向 曲线 弧 ENER HEBR 
分 , 记 作 | Qt, dy. 8 


f, PG, Par=lim Y Ps n) Am, 
L Aaf del 


Í ee Way tim S Q(&, 由 如 


Hop PG, y), QG, ven Lm. 
在 第 二 节 中 我 们 将 看 到 , 当 Pis, y), Qe y) EA EYE h 


线 弧 了 上 连续 时 ,对 坐标 的 曲线 积分 | Ps yaa 及 | Q, as 
都 夺 在 ， 以 后 我 们 总 假定 Ple, D .Q(e, VE L LS, 
Ltr Siem Én 了 的 情形 
| rie y, ds —1im D P, m ED des 
Late y, 2) dy dia ÈR Eu 1 00 An, 
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| Hv, y, E) d:=lim Y R(E, [NEA 
应 用 上 经 常 出 现 的 是 
| Pío, y) geil Qr, pd 
这 逢 含 并 起 来 的 形式 , HERR LRS R 
f, PG, masr Q(e, pay. 
例如 ,本 目 开 始 时 讨论 过 的 功 可 以 家 达成 
w-[ P (e, w3da +Q (z, y)dy, 
类 似 地 ,把 | 
[Pis y Dd |. Qe, y, og | DG, y, dde 
简写 成 
{ Pie, y, Dd Q y, Ddys- Bis, g, às. 


mE LOT) 4 EOCIBBIS, RISE AAA TH] HELL L 
(ng D XI T RIR E op SS Y rien op BI ELS 
分 之 和 。 


三 、 曲线 积分 的 性 质 
AE d p EUER y UE 2 ni J SR HE SEE ARAS ER (0 
(1) 如 果 把 二 分 成 $ü Lo, WW 
n PésrQdy-| Pdr+Qay+ | Par+Qay, — (D 

4s (D) 可 以 推广 到 于 下 Ls Ls, =, La 组 成 的 情形 。 关于 
XTSR 15 BJ Hip £P Ay IBERERS TERMI, AE: ADEL 册 儿 部 分 组 
R WEL RIMA AE TAB MA LAA za 
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Q) i L 380 mU -L&S PRESS 
28, 则 


人 PG, oda =| PG, pas, 


[ gie, ya--/, Oa, day. (2) 
证 Ln SE AA on JE, TR 
4-ANBLBERSUL, 2 M ALLIES e CHER, A ILE s Ah e f 
影 的 绝对 储 不 变 但 要 改变 符号 , 因此 (2) suit 
ORAR, 当 积 分 弧 段 的 方向 改变 时 ， 对 坐标 的 向 线 积分 要 
bere, Ditze, IER 
的 方向 。 


3 mi 101 


1. ik Oy EPA AREA, 在 点 (z, Y 处 它 的 线 密 度 
为 p(v, ui, RSA më ERR Ar BIS, 

(1 这些 线 对 2 Ri y ARA O 的 转动 惯量 Zu, Ty, Ta 

(2) AMENA DAR z. s. 

2. AAA du, 

(D ARA L PEER AL: E Lu 则 


f Fæ Was=| Ha yds+f, fa, Das 
E --4 la 
《2) Au L RA mR, Hi 
f, P, detoa DEER Pis, yqa Q (m, dy, 
3. 4E D J 20y TES CER, ea 上 的 一 段 ,征明 | 
A Pig, yde=0, 
4. d Lo Ee Aa, DAAG, 0 6) E: E 89, 证明 ， 
[ Pen dre f (Pt, Das, 
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5. TARATIA SHER 
(O [ce+ynds, xh LA 4 ma, 


O [ Aer Genie up -220dy, Ah L BERDA y= EJ 
(0, 全 到 点 (4 了 D 的 一 自强 . 


第 二 节 ”曲线 积分 的 计算 法 
一 、 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 法 
UA ISAM 
ap), y= (ast<8) 
ER, Mer iii oi. b CO dE [e, 的 上 具有 一 阶 连 续 导数 (这 样 , dl 
#& L A: 3636 By), AMES a, Y E L EEH, 
假定 当 参 数 Hp “ BE, L EAR MG, Y AK A EA 
B 的 方向 描 出 曲线 工 ， 在 荆 上 到 一 系列 的 点 
A= Ma, Mi, My, +, Mas, M,— B, 
V ATE T — 8 Pin N AT E e S ft 
amid xg e 1 <t, = B, 
AAA R A B SE S, A 


f zs y decim DIE, n) As, 

设 点 (S, mO IE UE AE r, El E =p le), m= (r), ME 
or€ucqSmA,. HT: 

= 人 Mg 0) + V Gd, 
应 用 积分 中 值 定理 ,有 

dE ds, 
Hop di Sit, ha <t, 于 是 
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[ Ar ala $ fip), bed A TE An. 
] 24 d 


由 于 函数 A uL) 在 闭 区 闻 la, B1 上 连续 , 我 们 可 以 把 
SIDE et, Hm 
f Fæ ai s= im S Forte, M GO1 TI FUPCR) An. 
Lima, REBRO, O NOE OL 
I IB [e, 8] 上 的 定 积分 , 由 于 这 个 函数 在 [zx, 8] 上 连续 , 所 以 这 个 
定 积分 是 存在 的 ， 因 此 上 式 左 端的 曲线 积分 [了 f(z, o ds ihi 
e, 3 EUR | 
| fim m0, POIO EP COE 
| (a B). e» 
公式 (D BM, (Nam gaere p) ds nb, P 
SR: y, ds HUC HON PO O, VIO TE dt, RAA a 
浏 及 作 定 积分 就 行 了 。 这 里 必须 注意 ， 定 积分 的 下 限 e EEN 
于 上 限 &， 这 是 因为 , 从 上 述 推导 中 可 以 看 出 , 由 于 小 弧 段 的 长 度 
4 总 是 正 的 ,从 而 67-0, 所以 定 积分 的 下 限 “ 一 定 小 于 上 限 B. 
MRAR D AIA 
y—di(m) (masa X) 
给 出 , 那 来 可 以 把 这 种 情形 看 作 是 特殊 的 参数 方程 
met, y-4 0) (m <1s< X) 
的 情形 , 从而 由 公式 CD 


f Aæ, ma |? fle, (OY ERGO ds (mx). (2 


DO EEH ARAARA 30) Tat Gy TE Bl Z BJ [my 81 上 的 一 致 连续 
Ë, k AM, 
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类 似 闻 , WRR DOTA 
o=ply) (sys) 
给 出 , 则 有 有 
f, za, ato 100, VERSA EN, (n 
Ast CO EHI SE pe D 由 参数 方 和 
en, — god. amo QSA) 
B NOD, 这 样 就 | 


[se z, Dds 


SI, APOT 
(a<). l | (4) 
NI 计算 [vas Hub LEA y. F BR OO, 05 
M BO, 1; Zu] —pex 10-8), 


A 51,1) 


Ux R EN 


qe A em en cc 


Si 10-3 图 10-4 
NW moe, L 由 方程 
ya? (Osca) 


给 出 ， 因 此 
| My ds— n wä vlt (ail de 
L 
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=f EN Iride- Oger 
l iH 
Ag 0 5-1. 
82 计算 半径 为 R RECKEN 
的 转动 惯量 设 线 密度 p= t), | 
解 ”到 坐标 系 如 图 20-4 所 示 , 则 
I | r= 9 ds, 
为 了 恒 于 计算 , 利用 工 药 参数 方程 


g= R cos 8, y= Kan (—azb<o), 
TÆ 


LN zas = |” R° sint 6 / Baar (eos gy aa 


=ef wegag- Ze R28 Y 


«E. (Qa — sin 2a) ~ R*(a— sin acosa), | 
818 计算 曲线 积分 | (Peas, Hob P 3503883622 
=a cost. y—asini, z—tt EAT + 从 0 到 27 MBE 
s [yr emas 
-| f (a cost)24- (a sin ts (re? 
* — asin 10. (acos + Edi 


quy 
-| (04100) V ATP dt 
Ü 


—— A8 24 
= *-r K8 | a*t + —— 1? 
va m E + | 
- z z E (Bay don), 


tale 


二 、 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 

W BH 22 TL, E 
| sit, ION 
给 出 , 荆 的 起 点 4 及 终点 BALE TER o RÉI RL a + 
ENT E, Mp0, VOZ a Rëm LAE 
EURIIINTL.SETLIRIS SI LESE 
L 又 函数 P (z, y). QC, y) 在 上 上 连续 . 

EL bR RIRIA | 

A=Mo, M, Ma, =>, Mia, M,» B, 
它们 对 应 于 单调 变化 的 参数 什 
Gig, ta fa, t, taa t, = 应. 
根据 对 举 标 的 曲线 积分 的 定义 ,有 
|. Pt, ds im Y PE, n) Am. 
证 点 GG. vxo xp oT ORAE vu BB E= pT), m= bird, XK HE nE 
hu E É: zu. 由 于 
dt = 2 Ya mp) — 9i), 
应 用 微分 中 值 定理 ,有 
Zw; =p (7, ) dl, 
HB ii, T£ E ba BZ, TE 
{ Pie, y) de= lim E Pete, IA. 
因为 函数 g O EAKA 83 GRE, 0d) EE, 我们 可 以 把 上 
XX ei RUN TO, Mm 
|. Pe, y) deo im Y Piste, Wise Go A. 


D EE e" 的 的 一 致 速 续 性 , 这 里 从 路 。 
WC ) 


上 式 帮 端 的 和 的 极 限 部 是 定 积分 [^ PO, YOI 的 aa, 出 于 
Py), POIO 连续 ,这 个 定 积分 是 在 在 的 , 因此 上 式 左 端的 
曲线 积分 |, PG, ée 也 存在 ,并 且 有 有 
L Pæ, De LR, YOI Od. 
同 理 可 证 
ep (IDA, 
把 以 上 两 式 彬 加 ,得 | 
l f Pia, y)ded Q, ydy 


APO, POWO, POJNOJ O 
这 里 下 限 a gr L RR, ER AREF DKA, 

LR) dE HÀ, VOR Abs BLA 

LL PG, do Qt, vay 

BÓ, 具 要 把 z. y, de, dy 依次 换 为 p) (D. p (Odi, Y Dal, 
然后 从 三 BOR S PORE S e 39208 aA LB ES TEE 
8 作 定 积分 就 行 了 ， 这 里 必须 注意 , 下 限 “对 应 于 五 的 起 点 ， 上 
限 局 对 应 于 工 的 终点 , 4 不 一 定 小 于 8. 

mF D AFE y= yla) E espli) 给 出 , 可 以 看 作 参 数 方 程 
的 特殊 情形 , Pl, 当 L iH y= b (a) LAS, AR ORA 


n Ps, g)de d Qr, y dy 
= | (Pta, 601 Qo, b Qs, 


这 里 下 限 “ 对 应 于 二 的 起 点 ,上 限 对 应 于 了 的 终点 、 
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SAOP EZRA 二 出 参数 方程 
=p, g-h), 2=w(t) 
Ari AD, 这 样 便 得 到 


| PG, v, 2do QG, y, Ddy-- Ris, y, dë 


= PEO, 0, adu CO 


QS, HO, DIO HREP, CD, fie C) dt, 
u 这 里 下 限 w 对 应 于 T 的 起 点 , ERE AX 
ve EDD Bp P Mes 

$4 计算 sde, ob E Säin 
A Poo EAA AC, DAA BO) 


o 7? 前 一 段 弧 ( 图 10-5), 
解 第 一 种 方法 ， 将 所 维 积 分 化 为 
aua, 对 的 定 积分 来 计算 ， 由 于 gg 十 
o ~ -i (1, 一 H 


! TORRE, HUSS LARA AOGN 


图 10-5 OB MA. Æ AO E, ye wë, a 
MIRHO 在 0B E, y= m, o MO 38] 1. 因此 


Lage |, aot), an 
aa eV Ed 
La- 
第 二 种 方法 ， 将 所 给 积分 化 为 对 9 的 定 积分 夹 计 算 。 现 在 
e=, y A —1 283] 1. BE 
[rin fma fr, A 
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Bis 计算 | tas, Sth LS QR 10-6), 


CD 半径 为 .a BD 73 Ug, RANA 8] £85 RJ FF BIS]: 
( 从 点 A, ir v Es B(—o, 0) HERE, 
解 D 工 是 参数 方程 

T-= 008 P, y = G sind 


ER O V. O 3⁄2] SAL Dii 
[| ae = | at sint 8(—asin8)a9 


=a? 1 (1— cos? 8) d (cos B) 


1 A4 


Æ 10-5 图 10-7 


BARI O E h, LER HABUI RC BS Skil nl, AL SCREEN 
OCT THE KE 


例 6 W| 20ydo+o*dy, Kop LA (8 107), 
O eko KO, 0) 8] BO, US 
e 1559» 


(2 SH y k A G(0, OF B, DE —ES 
(3) 有 向 折线 O4B, 这 里 O, A, BB 依次 是 点 (0, 0), (1, 05, 
G, 1). 
E (D dEXDOM e ER, L. y=, 2 X O 233 4. Bl 
f, 2 æy do + dy = j Coat dr e de=1, 
(2) 化 为 对 g 的 定 积 分 ， 五 e, y 从 0 变 到 1， 所 以 


[22ydst ody= | (9°9y 9 y=5 | ydy, 
„0 
(3) |, 22985 ay = | 2 ax de 4- a? dy 
yA 


INT 
TE OA p, y —0, v 从 0 383 1, 所 以 

L. 2ay de + oy = | (22:04:00 do=0, 
# AB E. et y MOSES] 1, 所 以 

1, 
fa 2ayda--stdy- |. (2g*04-1)dg — 1, 
从 而 f, Zon drta dy =0+1=1, 

从 例 6 可 以 看 出 , 虽然 沿 不 同 路 径 ,曲线 积分 的 信 可 以 相等 
例 Y 计算 L aè dz--8zy*dy-—a'ydz, Hop D mM A, 


2, DER BO, 0, O) 的 直线 段 AB. 
解 直线 段 AB BARE 


化 为 参数 方程 得 
& —8i, y 2f, «t, t M 1388] 0, 所 以 
e 156 + 


jf a? da T Sy? dy — yde 


-f 180534 31(2%2- (803.20 di 


= As er 
87 | Edi = Së 


GL Kl smi EE EA Br THERA 
mi MAMAS A Sal EE SEE 
EIA FRI, AG Y) 

Ni EXTHRA z 98, y 
2145 E IRL E (B 10-8), WESE 
两 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 

P (z, y) -0, His, y) = mg, 
ME y ARMA, TE, A 图 ws 
点 从 A Gto, yo) 移动 到 点 BA, 了) 时 ,重力 所 作 的 功 为 


w= | fäeg. (—mg)dy 


> 
= -f mgdy= —mgtY -yo = mg(go— Y^. 


KERK, xx HL WK Jg Bp TE B9 D ae MERRET F ERI 
EW, | | 


三 、 两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 
设 训 向 曲线 工 的 起 点 为 A, 终点 为 如 B. Bak AM =H i 
线 也 的 参数 (网 10-9), 曲线 工 的 金 长 AB 1, 
设 曲 线 工 出 参数 方程 
EIS), gef) (0<s<l) 
Së. BC Y GO 4E [0,0] ERA mëss Vë Play). 
Qv, y) fe LS TH RAMA RITA) 8 
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J. Pía, Widz+ Oe, y dy 


>| (PEO, 0101, v1 as 
Leeo sem SEA vin 


其 中 cosa TE, eos 8— SI. di Te ba BOTA e 3k, 
这 切线 向 昌 的 指向 与 有 疝 井 线 L 
ir 的 方向 相应 . 
JM, HARPER IC R 
Y BOO 积分 的 计算 公式 (DD 可 得 


A . 
z f P, y) cosa 


+(Qíz, y) cos 8) ds 
i =f {Prw(s), y(s)1oosa 
19-9 +Q[e(8), y(s) eos Gids, 
HH Bf BL, FERR LEA Bh ACRAS ZEAN F RR 
|, Pas Qay= | GP eoso--Q eos &)ds, 


HB eG, y). B, YA L 上 点 YN REIS EUER I5] Sen ir" 
fü. | 

类 仆 地 可 知 ， 空 间 曲 线 D Di EH AULAS A inr e 
ET i f 


| .PartQdy+ Bds- | CP eosa--Qcos 8+ R cos )ds, 


RoR ale, g, 2). Bio, y, 2), v Go z, DIT ER Go, Y, z) AI 
切线 向 量 的 方向 角 ， 
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3 m 102 

1， 计算 下 列 对 邮 长 的 曲线 积分 ， 

Cb $, Ce A und, Hp LARR 2=acost, ymasint ` Isi Bech? 

e Lea, bt, ORO TEEN 

(3) f, sin, ju Loo BUR v=x EUER a PEREA DE 8 0 85 
个 边界 ; 

(4) |, es as, R DER ey, 直线 gm Pk z 轴 在 第 -~ 
Sr ETA 
ol. E th D gil anne eost, yme'sini, e! 上 相 
应 于 + 从 0 变色 2 的 这 自强 ; 

(6) [rds, 其 中 P 为 折线 4BCD， 这 里 A, B. C, D 依次 为 点 
(0, 0, 0), (0,0, 2), (1, 0, HD. G, 2, 2; 

CD. [ as, b BEE a =a sin D, y=a(1—cos1) 
(0<i<2m); 


(8) | (ahy ds, LA io ma (eost + Fein D, y ma (sint — teost) 


Le tme 


《的 f. (ds, 其 出 卫 为 曲线 2 一 to08t) y=tein t, g= (0h); 
C10) n Vds, 其 中 三 为 图 出 2) ey! az, 
2. 诗 算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 : | 
CD f, Ge 一 gg， ës L RRR y= AAO, 的 到 点 (3, 4 的 
SR: 
(D d mudo, ML ERR Gt nest (2-0) B = RAS 
AI DIRA ge UR ROMA EE 
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on | aza 24, Su L SUB ao Rost, ye Rent 上 由 6-0 到 
二 也 的 一 段 ; 

D f, ESA gib L, SN BN et egt ca? CE RE $F 35 
向 绕 行 ); 

© D a'dz--:dy-yde, Hm T 3 il ep z=k0, y=acos0, s=asin8 
DEE 

(D | ade--ydy-- G--y- dz, Pob T ENS G, 1, D BIA, 3, 45 
的 一 段 直 线 ; 

C) $ az —du-t-u de, 其 中 古 为 有 应 闭 折线 ABCA, 这 里 的 A. B. C fk 
次 为 点 (1 0, 0), (0, 1, 0,00, 0, 1); 

(O || G^ - 2: de e GP Sain, bL RR yo LA 
(CL DAAC, 了 的 一 自强 ; 

(9 l, Ca ue tady, Erh L IER &—a(t—&sint), y=all cost) 
EE t=0 Sj tam Sar tij ES 

ao Jg nas+ Soe ide, op D EER al, ym E 
H t0 到 t1 EE. 

8. 计算 | God (rdv, Fb L Re 


CD SER y =a FARO, DEAG, Zen. EE; 

OG" MO DILA, 3) 的 直线 段 ; 

(8) 先 沿 直线 从 点 人 1, DIAC 2, 然后 再 沿 直 线 到 点 (4, DAS 

(DO Mae 241441, 9—0--1 EURO, DARA, 2) ]— ELI, 

4， 求 半径 为 a, DA 2o IAEA CER GEHE p —1) 的 重心 

b. AMBER X — B| BJ 2; 2 A n—acost, y—asint, s==ki, EH 
Dei ee, TOA EE pr. y, 2) ie 求 ; 

(CD CAT s AR Lg 
(2) 它 的 重心 . 
6. 一 力 场 由 依 模 轩 正方 向 的 党 力 百 所 鬼 成 。 试 求 当 一 质 王 为 好 的 质点 
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WIB a+ RO BORN SEA MERE Rent BO 47] Pr TE 
的 功 ， 

7. ik z 轴 与 重力 的 方 南 一 致 , 求 质 量 为 mm 的 质点 从 位 置 pb go e 语 — 
ESI, yo ss) 时 重力 所 作 的 功 . 

8. gäeren | PE, d+ QU, ydy RATAS H ii E 


积分 ,其 中 工 为 ， 
QD Z zOy 面 内 沿 直线 从 点 (0, 0) SIDA CL, Ds 
O ibo yc RO, DALACL 1); 
(3) ELE Le JURO, 080, D, 
9. ik Iud sg s] AS š JA 0 3501 OR, ju 


对 从 标的 曲线 积分 | Pas Qd Bda 化 成 对 弧 长 的 曲线 积分 . 


第 三 节 格林 公式 及 其 应 用 
一 .格林 公式 
定 一 元 函数 积分 学 中 ,牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 
i F'(a)dz— F(b — P (a) 


ER. FAR Ta, b] ERAS TALE RNA FQ) qx 
这 个 区 间 端 点 上 的 值 来 袁 达 . 

下 面 要 介绍 的 格林 公式 告诉 我 们 , 在 平面 区 域 取 上 的 二 重 积 
分 可 以 通过 沿 区 域 呈 的 边界 曲线 荆 上 的 巾 线 积分 来 家 RAN 
规定 区 晟 忆 的 运 界 曲线 亏 的 正 向 如 下 ， 当 观察 者 消 二 的 这 个 方 
WIER, 了 内 在 他 近 处 的 屠 一 部 分 性 在 他 的 硅 边 ， 


j A Pu" "nm (1) 


这 蜂王 是 忆 的 取 正 向 的 整个 边界 曲线 . AR) më e (Green) 
公式 . 
yet uc E BERE PPC D Pi E. 
E PIE y AD d xh PL INI 
D 线 的 交点 恰好 是 两 点 ， 例 如 区 域 了 
| ^i 18 Hr LR. 9 一 各 (0), m pla) Chi (2) 
y- GSP gy _ hw Ssd) É É Së 0-4, 
m= b ERC 10-10), 于是, 根据 
二 重 积分 计算 法 ,有 有 
TEE 


Hj 10-10 


PE 


~- GPs, da 91 — P [e, WDT, 
另 一 方面 , rh il BU ERR A 
d Páds-[/ Pda+ |. Pas |. Pas | d Pd» 


=| Pa, t. 63do--0- | Po, deier Merg 
= | Pts, yaldo- [° Ple, tato) lds 
-f (Pe, die) Pla, d'a (z)]1da, 

因此 KE Pas. 


MARTA DO BEST xm HD BEA 
DS AUTE PES, EARS DUM RT UE 
2Q = 
J| ze dy- P. Qdy, 


MARA D Pu 9 lli 28 ts Ser D jm B ETARA (o 
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3k y 辅 ) 的 任何 直 钱 的 交点 都 恰好 是 两 点 ， 那 来 以 上 次 式 间 时 成 
立 ,合并 后 即 得 公式 (了 ), 如 果 呈 不， 
PELAS, 那 末 可 以 在 必 内 引 | 
进 一 条 臣 儿 条 辅助 些 线 把 到 分 成 | 
有 有 限 个 部 分 区 域 ， 使 得 每 个 部 分 区 
域 都 满足 上 述 条 件 ， 例 如 就 图 
10-11 来 说 , 引进 一 条 辅 甚 线 把 DD o CTE 
分 成 Di 和 .Ds 两 个 部 分 区 域 , 应 用 m onu 
公式 书 ) 于 这 两 个 部 分 区 域 力 ; A .Ds, 得 到 两 个 等 式 ， 


IÍ H - 2) de dy=4, Pas Q ay, | 


¿Om 
IO 

LP 0 $ P 
(f zs à; ) ve dy , P det Qay, 


把 这 十 个 等 式 相 加 , 注意 到 相 加 时 活 辅 动 线 的 曲线 积分 相互 抵消 ， 
便 得 
ff eq E dar dq = $ Paz 43 Qdy, 


E 
n 
这 就 证 明了 公式 人 对 于 图 10-1L 中 区 域 五 也 是 或 立 的 ， 
下 面 说 明和 格林 公式 的 一 个 简单 应 用 . 
在 公式 全 ) 中 取 卫 = 一 网 Q= m, M 


aff de dy =$, dy—ydo, 
n 


EXARE pO DEJAR A 的 两 倍 , 因此 有 
A = 二 ety. (2) 


511 RPs acot, y bein Ó 所 于 成 图 形 的 面积 A. 
E RRALO)S 
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AF, edu ydo 1. | (eleng aide 09 
1 E 
ab f dé = m ab, 
812. iU LJLEE ADI ER, HEDI Ó 2eydo+e%dy=0, 
证 4 P= Zon, at 


EN ar 
Hi] p dy 


DR. i ASA CD 


d Sax d 4- ef e= [| Odzdy-0, 
D 


— Dan 24 —- 0, 


=. FOLIAR Rer 2 PS SR PF 


第 二 节 鲁 8 表明 ,重力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ， 在 物理 ,力学 中 
要 研究 所 谓 势 力 扬 ,就 是 要 研究 场 力 所 作 的 功 与 路 人称 无 关 的 情形 ， 
在 什么 条 件 下 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ? 这 个 问题 在 数学 上 就 是 
要 研究 阳线 积分 与 略 径 无 关 的 条 件 。 为 了 研究 这 问题 , 先 要 明确 


什么 叫做 曲线 积分 | Pas Qa SETA. 


设 对 是 一 个 开 区 域 , BS 3k PC, y, QGo, y EKR G AAA 
一 阶 连 续 偏 导数 ， 如 果 对 于 对 内 任意 指定 的 贾 个 点 A. BURG 
P1 AR A B| š B WEER Pd AR Bh ER La, 
LS 10-12), EX 


J. Pde+Qay= | Pdo Qdy 


par, 就 说 曲线 积分 | Pas Q dy 在 


G 内 与 路 径 无 关 , 否则 便 说 当 路 径 有 关 ， 
Bi 10-18 在 以 上 叙述 中 注意 到 ， 如 果 上 曲线 积 
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分 与 路 径 无 关 , 那 来 
L EE P de4-Qdy 
《图 10-12). + 
IN Pds*Qdy- —| ， P de 4- Q dy, 


所 以 I. PdsQdye| , P da--Qdy = 0, 


从 而 MM Pda Qdy—0, 


这 里 DS (La) k A B AR, XU, E DOR Q phum 
HR AE E G 内 沿 闭 曲线 的 曲线 积分 为 零 。 反 过 来 ， 
和 如果 在 区 域 G 内 沿 任 意 闭 曲 线 的 曲线 积分 为 零 ， 也 可 推 得 在 G 
MARA ng HERNE: 曲线 积分 | Partea 
+z OREA TAO AER ARO A A 
中 Paz ay EFE, 

定理 2 AFERO 是 一 个 单 连通 域 O ,函数 PP(z,g), Qo, Y 
# SG 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 曲线 积分 | Puz+9ay 在 G 内 
与 路 径 无 关 (或 洛 G 内 任意 闭 曲 线 的 曲线 积分 为 零 ) 的 充 要 条 件 
RER 
# G 内 慢 成 立 . 

证 先 证 这 条 件 是 充分 的 .在 全 内 任 取 一 条 闭 曲 线 0, 要 证 当 
条 件 (3) 成 立时 有 中 Pae+Qdy—0, AX BER, 所 以 
o Seege 内 的 任 登 一 条 财 曲 线 所 围 成 的 区 域 完 全 属于 虽 ， 就 说 G RS 
连通 域 ， 形 象 化 地 说 * 音 连通 城 是 设 资 "空洞 "的 区 城 ， 
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A O HERA D ARCA, TE (3) XD ETUR, 
立 。 应 用 格林 公式 ,有 


Jj (28 — Ey) edy- 中 P da 4-Qdy, 


上 式 左 端的 二 重 积分 等 于 零 (因为 被 积 函 数 29 — ED pd 
AL), ， 从 而 右 端的 曲线 积分 也 等 于 堆 . 

再 证 条 件 (3) 是 必要 的 。 现在 要 证 的 是 ， 如 果 沿 OPERA 
曲线 的 曲线 积分 为 零 , HU GO RE O 内 粳 成 立 ， 用 反 证 法 来 证 ， 
假设 上 述 论断 不 咸 立 , 那 来 日 内 至 少 有 一 点 M. 使 


ABE -和 -> 


由 于 SE. Zi 在 G 内 连续 , 可 以 在 全 内 取得 一 个 以 Mo AD, 


半径 是 够 小 的 周 形 闭 区 域 E, 48 7E K LIOS 
oQ GP 


RE As 


dr Oy 2* 
"ZK RI ES 


H Pdz4Qdy— f! (28 - A) de dy rg, 


这 里 ?是 去 前 正治 边界 曲线 , o E KO eg D'So, 020, 
Am 
d Pd+-Qdy>0, 
这 结果 与 沿 内 任意 闭 昌 线 的 曲线 积分 为 零 的 假定 相 矛 盾 ， n] Jh, 
G 内 使 (8) 式 不 成 立 的 点 不 可 能 存在 , MORE GS ABA E 
证 毕 ， 
在 第 一 目 例 2 中 我 们 看 到 ,对 于 在意 一 条 闭 曲 线 D, 曲线 积分 
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中 2zg dz 二 太田 等于零 ， 由 定理 2 KE, 这 不 是 偶然 的 ， 因 为 这 
ne ERT zOy 面 内 恒 成 立 ， 而 整个 Oy BERE 
an. EHE IRA LA, Pas Qdy- 0. 
定理 中 关于 区 域 9 是 单 连通 城 这 个 条 件 也 很 重要 ， 例 如， 
P-— ao Nr aig 
ni ri IA GPO), 
B LABRA o cost, y sint idee), 取道 时 针 方 向 , 则 


d Pas-rQay- $, — - (siwa + eos di Pr, 


这 里 积分 不 等 于 誉 的 原因 是 因为 P, Q, E, E 在 原点 处 不 连 
a TAE AAA L 的 单 连通 域内 ， AS = 
然 ， 这 个 圆周 二 也 可 以 包含 在 某 个 区 域内 部 ,例如 包含 在 环形 区 
M La 内 部 , 而 P, Q 在 此 环形 区 域内 部 具有 - 阶 连续 


"DES 8 恒 成 立 ， 但 这 环形 区 域 不 是 单 连通 域 , 因此 不 


REMERA, Pas Q dy —0 成立， 


=. LESER SCA RR 


现在 要 讨论 ; EUR POS, y), QG, 的 满足 什么 条 件 时 , EAUX 
Pie, y)dz--Q(a, Ddy 才 是 某 个 二 元 函数 uo, y 的 全 微分 ; 当 
这 样 的 二 元 函数 存在 对 把 它 求 出 来. 
定理 和 RAER GE- TERAK, ARP, D, Q (e, y) 
在 好 内 具有 一 阶 连 续 偏 导 整 . DJ Pix, aide tte, y)dy G I 
为 某 一 函数 wlw, 儿 的 全 微分 的 充 要 条 件 是 等 式 
. 167 + 


2P 28 (3) 


ZG APRE. 
E 上 先 证 必要 性 ， 假 设 存 在 着 某 一 函数 wo, y), 使 得 
du -- Pie, y)de--Qio, y)dy, 


则 必 有 POD, -Qe p. 
Pu P Fu ` Q 
从 而 Ona ` Zu" Oyóm Ger 


由 于 P. Q RA MERRI, A E E, TRU 
Gu Bu 


ato "Gy Coe. 这 就 证 明了 条 件 (8) 是 必要 的 。 

青 证 充分 性 ， REMAR ORG WB, HJH SE PEN 
A, 起 点 为 Mero, go) 终 点 为 M (e, v) 03 Ry AE PCH GE SS 
路 径 无 关 , 把 这 个 曲线 积分 写作 


|“ Pe, Dart Qle, géi, 


《ea 
当 起 点 Mo(ze, Yo) MER, AA BANDERA TIA M (o, an, D 
JG, EE m. y 的 函数 ,把 这 函数 记 作 ula, ui, BB 


wm, a" LU PG, Yaz+Q(o, gap, (4) 


(Zo, Yo) 
TERENAS ele, y) I] 1 IER AR Pl, yda tte, y) dy, 
7 JG, ZEH 


Pto, Hat S - Qs, y). 


TR S ER BUE X o 
Lu pim "Gr de, y) ute, y) 
E" 


lim 


HB UD, A 
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ade, gy 


uta dn, y) - | "U Ple, géet Q(o, pay, 


UTOR MUR BU E 5482028, 可 以 取 先 从 M 到 M, DE 
FEF e MES M 到 N 作为 上 式 右 喘 曲 线 积分 的 路 径 
(图 10-18)， 这 样 就 有 
nie? do, y) =u(e, y) 
(OAP PG» par+Qí, y)dy. 


(m,y 
从 而 
u(a An, y) —u(o, y) 


rm, Y 


«us PG, aide gie, Day, 图 10-13 
HARE MN by OE dy=0, 所 以 上 式 成 为 
ulet de, y) —ulo, y) = Pl, gid, 
AH SUP TP SERE, 48 
drot de, y) —ulz, y) =Pís+0 de, y) Ze, (0<0%<1). 
上 式 两 边 除 以 de, 并 令 do > DIER. 由 于 P, v) 的 偏 导数 
在 内 连续 Pie, y) 本 身 也 一 定 连续 ,于 是 得 
S Ple, y). 
SEDE: 
Ue, y^. 
"nd rn 这 就 证 明了 条 件 (3) 是 充分 的 . 


y Size MO. y? 


证 毕 . 

图 104 根据 上 述 定 更 ,如果 函数 PCs y), 
Qe, 幼 在 单 连通 域 愉 内 具有 一 阶 连 续篇 导数, 且 满 足 条 件 (3), 那 
OP da Qdy ETA, RBA (a) eR H, 
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HAAAT (P B E ES ER (S 3526, Dany PEE DH R XL, 可 以 述 
PEPA P Ap BRI E SEL E RANA MEM 或 MOSM 作为 积分 
HRE 10—145, DS (Bl 3c ue dr £8 Sp RR DLE G Vi, 
在 公式 (中 取 MO RH DU sx, 18. 
ula, y? -f P x, side" |^ Qt, y)dy. 
EAA PE Mo S M DEA BR £L UU] ix e te B n] 3k 3 
vie y) = ^ Q Gu, ydy | PG, yes, 
5098 验证， 在 整个 Oy mi. ey? da + zy day 是 基 个 函数 的 
Zr E, FRA qx A 
解 MA Pac), Q= a, E 
ap , 8 
y "TS 
在 整个 xsOy LP RZ, 因此 在 整个 Oy BI, ae detay dy 是 
E aba A. 
BABA Pix n E] 10-15 Bron, S] FI ACD 得 所 求 语 数 为 


fim 
vie, Y) -人 iy? da — ay dy 
-| ay dais dy-| a? doy dy 
04 AB 


== ú 3 34 = ^N f 2 
o+ yay m Y du —- 


H y 
,的 
Bix,Y co. 
Ü EIER E Q Ad, ^ Ba, F 
Bj 10-15. Hj 10-18 


pa pm, SIde 在 右 半 平面 (o>0) 内 是 某 个 通 数 的 


ga? 
dii Pr, JEXR H — F K PE TH ER St. 
M ”现在 
Prap VOF” 
E 


在 右 半 平面 内 恒 成 立 , MEARE, TA 是 某 个 了 
数 的 全 微分 ， 
取 积 分 路 线 如 图 10-16 PER, AA OBR EH 
ula, 的 一 MEX 


ao g +y” 
-| v dy —y do -f ady —y do 
an Wty je aty" 
_. CH wdy EUN yy * 
uv sb. te A 
= m. 
aro te "Z 
z E 103 


L 计算 下 列 曲 线 积 分 , JH UCM ik AO TE, 

D yt Ge rare, Hob L halo y ca? M hos Bi 
El it OC ER EE RS 25 RS: 

Gb J, -adet op Lada, 其 中 工 是 四 个 顶点 分 别 为 《0, 0. 


(2,0, (2, DAO 引 的 正方 形 区 域 的 正 | 向 边界 . 
2, 箱 用 曲线 积分 , 求 下 列 曲 线 所 转 成 的 图 形 的 面积 : 
C REA r-—acos!, y —asin? 5 
(2) ERR 9-162 — 144; 


IU. 


£3» BU z24 32 Luz, 
3 证明 下 列 曲 线 积分 在 于 个 Oy EA SS BECAS, 并 计算 积分 什 : 
Df, cri 


(2 A (Exp — mée + (Guy — 3xy dy; 

O [T Quy 2931 de GP Any dy, 

4. HARIA THESE F PUER RIZ: 

wm d (2 —y--4)dz-- (By --3e —6)dy, 其 中 天 为 三 顶点 分 别 为 (0,0)， 
(3, OMS, DEE ARA, 

a $ (mu cosa + Boy ein a — y ende L Gr sing ye dy, Sr fat 
E ma (a0; 

QD |, Gay? — y eosa)de + (1—2ysin oy) du, Së L ëmge, 
Gem 上 由 点 (0, ORE, Ale aen 

(D |, (dr (er sindy, Ate P, QE US c? sham 上 由 点 
(0, 00 £l C1, DS BER, 

5. 验证 下 列 Pis, dr Q (a, sDdy EE A sOy 平面 内 是 某 一通 数 
ela DARA, ERRESA a, y): 

CD Gc y dad (2049 dy; 

(2) 2eydx A. gur 

(9) 4sinzsin 3y cosa da — 3 cog dy eos Zar diy; 

(D Bety Boy io + (a Bay — 12 ye da 

(f (2xcosy ty cos d) da + Ciy Sin x — a? ein ydy, 

G. mem, ZEN 在 整个 zOv WEE EIER A TE ih 
上 内 是 某 个 二 元 函数 的 全 微分 , 并 求 出 一 个 这 样 的 二 无 函数 2 y). 

Y. RA- ERAN LA X=, Y 2048, aA E 
定 了 一 个 力 场 . 证 啊 质 点 在 此 场所 移动 时 , Feieren asetze, 

8. RAFF ipa O HUS JI F= Lat 构成 为 场 , 其 中 天 为 党 
散光 一 人 ts, 证明 在 此 广场 中 场 方 所 帮 的 功 与 所 取 路 径 无 关 ， 
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第 四 节 ”曲面 积分 的 概念 与 性 质 
一 、 对 面积 的 曲 画 积分 


在 本 章 第 一 节 第 一 目的 质量 问题 中 , 如果 把 曲线 改 为 曲面 ， 
着 相 应 地 把 线 密度 pla, 四 改 为 面 密度 plo, y, 2), AREAS 
长 As 改 为 小 块 荐 面 的 面积 AS,, m + ^E HE ZEIT, oi 
或 为 第 针 小 块 曲面 上 的 一 点 (二 ms. £0, MA, TE TERR BE plo, Y, 2) 
为 连续 的 前 握 下 , 所 求 的 质量 M 就 是 下 列 和 的 极限 ， 


M =m È plén, m CO A85, 
Mob A ROR Nin AER O Bt dic flr 
SOPA EEE RA, MATA AA 
AA BUE. | 
定义 1 du SEXRI, BAE y ODER 
iB X 4p n JE 4S, (48, 同时 也 代表 第 去 小 块 曲面 的 面积 )， 设 
(É, n, 的 是 .4S; 上 任意 取 定 的 一 点 ， 如 果 极 限 


Him 31 (&, v, 0248. 
LAND ILCISINPADET I ER II I 
ERA, 记 作 [| ZG, y, 028, m 


f[ fi. v, DaS im FCE, m, to 48, 


E 


其 中 了 Cw, y, onse, 2 neg. 


O HERE ADA ut py BO TEES EL R, D GEET, 

a BERGER LITEP Pa P EE BIKE. 

A gt RUE, OS EAMA ARA RUE E, E 35 uE gi E aE 
Baur, 砌 平面 也 连续 转动 。 
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我 们 指出 , BI, y, cr 2 上 连续 时 , OI TEUPAB E 
Ra E PEB. GIS IRA fe, v, DET 上 连续 ， 
REEERE HEEE WE PSS plo, y, 2) AGA OD TES 
的 质量 M, TERA plo y, DA E EWERS A HA 
M= || ois, y, 28. 


AUR 2 4 EIE, ATAN E Eb ay O 
ETARTE MULA, 例如， 设 RIA 
成 两 片 光 请 曲面 有 及 E. GEIE Zut Xa), 就 规定 
中 fi y Das = f] y (0, y, das+ || fm, y, nas, 


2172, 


=. HEREDA 

PANAS EE E In A AGA, 

IN 3] Py ALE, A te, y) 
示 的 曲 画 , 有 二 例 与 下 侧 之 分 @; 又 例如 ,一 张 包围 某 一 空间 区 域 
up dml. 有 处 倒 与 内 铀 之 分 。 以 后 我 们 总 假定 所 考虑 的 昔 侧 是 
双 侧 的 . 

在 讨论 对 坐标 的 曲 而 积分 时 ， 需 要 指定 曲面 的 情 。 我 们 可 以 
通过 昌 面 上 法 向 量 的 指 阐 来 定 册 曲面 的 伍 。 例 如 ,对 平 曲面 
zt, 的 ， 邵 果 取 它 的 法 向 量 下 的 指向 朝 上 , 我 们 就 认为 取 定 曲 
mid E. 又 如 , TD we art bo Bh pa, 我 们 
就 认为 取 定 曲面 的 外 戎 这 种 取 定 了 法 向 基 亦 即 选 定 了 侧 的 滥 

D AHi eh E A E A ERAR m. BA BeN E a JE h 


TOCATE S ERS, 
仿 ” 这 里 的 曲面 积分 包括 潜 苗 积 的 曲 曾 积分 以 及 下 一 自习 介绍 的 对 举 标 的 曲 玫 


Där, 
O EUA XE EE AA AL, 
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Bü, PR DE prp HET. 
BARATA. 4p 2 men AS, W AS 投影 到 
Oy Ei E19 —18 XE DC, 这 投影 区 城 的 面 狠 记 为 (dlww， 假 定 AS 
上 各 点 处 的 法 向量 与 2 BUE y BJ 3252 cos y BRI BUY an 
cosy 都 其 正 的 或 都 是 负 的 )。 我 们 规定 4S 在 20y 再 上 的 投影 
(4S) 09 22 
(do). 35 cos y 0 hh, 
(AS) =Y (do). H cosy <0 BJ, 
. dÉ 当 cos y ==0 Br, 
其 中 cos y=0 也 就 是 (doym=0 前 情形 ， AS 在 00y TE ESTER 
CAS) s, 实际 就 是 A8 在 vOy tf nm R RR pit 
fs. fpi n] EL KE XC A8 ZE ais 而 及 stiw EPR ACASO o 及 
(AS) us. 
下面 讨 论 一 个 例子 ， AA BAAR TE BLA RON. 
HA REA: tih E uha] D ny AA (假定 
DEA 1) THE D H 
ie, y, 2) =P (z, y, e) +G (e, y, DI +R, y, Ok 
给 出 , 2 是 速度 场 中 的 一 片 有 向 曲面 , A PG y, z). Q Go, y. 0, 
Riv, y, v) BE Les, 求 在 单位 时 间 内 流向 之 指定 情 的 流量 
b . 
HRM EE mA A AER, ERA DCN 
上 各 点 人 的 流速 汶 { 常 向 量 ) €, 义 俊 如 为 该 平面 的 单位 法 向 量 
(图 10-17(a))， 那 末 在 单位 时 间 内 流 过 这 区 堪 的 流量 组 成 一 个 底 
ELO AL SHE t| RHEE 10-170), 23 H: Ik HE 
Ale)eos0—= Av- m, 


(D 所 请 稳定 流动 ;就 是 说 BOE BHI EL, 


(a) (bj 
e 10-17 
SS E PCR T 3 Em, ARE o 
不 是 常 向 量 , 因此 所 求 流量 不 能 吉 找 用 上 述 方 法 计算 ， 但 过 去 在 
引出 各 类 积分 概念 的 例子 中 一 再 使 用 过 的 方法 ， 也 可 用 来 解决 目 
前 的 问题 . 
Sim DA nhik 4S;(45: 同 时 也 代表 第 纪 小 块 曲面 的 面 
积 )， 在 吾 是 光滑 的 和 是 连续 的 前 提 下 , 只 要 AS, 的 直径 很 小 ， 
我 们 就 可 以 几 AS, 上 性 一 点 外 m, Es 389380 38 
v£,—UV(É, m, E) 
= Dën, w, COE FQ, m, CM -R(S m, EDk 
RUE AS. 上 其 它 各 点 处 的 流速 ,以 该 点 Es mo C0 AS 的 单 
位 法 商量 
ft, — cos a.d -+ coa B, + cos y. fe 
TUER AS, 上 其 它 各 点 处 的 单位 法 向 量 ( 图 10-18)， 从 而 得 到 通过 
A8, 流向 指定 侧 的 流量 的 近似 人 为 
emas, (61, 2, +, n), 
于 是 , 道 过 名 流向 指定 侧 的 流量 
. 176 。 


B] 10-18 


= DLP és Ti, L£9)eosa,-- Q(£;, Bit, Locos 8, 


TR, ny Epey] AS, 
fH C08 c4* AS ez (ASe qu, 
f C08 B, AS e: CAS us, 208 yit 48,2 (CAB) ey, 
Bit, EX nf LS SR 


$= LP, m, C) CAS) QU, m CO CAS 


HR, 0, £0 CASA. 

GAO HERMES, 就 得 到 流量 盏 前 精确 信 ， 这 样 前 极限 
还 会 在 其 它 实际 问题 中 通 到 。 抽 去 它们 的 具体 意义 , 就 得 出 下 列 
对 华 标 的 曲面 积分 的 概念 . 

EX2 设 呈 为 光滑 的 有 向 曲面 , 函数 B» y, 分 在 了 上 有 
QR. 把 之 分 成 由 块 小 曲面 AS.( AS, 同时 又 表示 第 5 瑞 小 曲面 的 而 
BU, 45, 在 >O 面 上 的 投影 为 C450 uy, (Eo ms bo 是 AS, 上 任意 
BUEB)J—A, iR 


tim 3 RS, m, ASe 
CMT DD ES bi PETIT. 
c. y MERA, 记 作 jl Ræ, y, z)dody, BD 


f. [ Ri, y, da dy= im $ RG, ns 00 4825s 


dB Río, y, case MARS BB Dn. 
Zënn DL RE SC Pak P Go, y, DABLE LEE A yz 


HAERA || Pn, v, dvds, BER y, 2) dedi iul 2 
LABS z e Etna | | Qo, y, edo 


ff Pi, v, Day dec tim B PG, z, t) (4801 
E : 


ff Qs, y, z) asas tim SQ, mo 10 (482. 


我 们 指出 , 当 Ptw, y, ei, QG, y, z), Re, y, DEA EGR 
HHI REE, AMAR Hl CPU RATE, ELS EU P. Q. 
召 在 号 上 连续 

在 应 用 上 出 现 较 包 的 是 ， 


ff Pla, y, 2)dyds^ || Qs, y, Z) dede [T Ríe, y, Ddedy 
这 种 合并 起 来 前 形式 , 为 简便 起 见 , 我 们 把 它 写 成 
[Í Pio, y, duda Q (a, y, 2dsdz-- BG, ae 可 
例如 , LERMA BE MI D ERA 


d= [| Pc, y, «dg dad- Qa, y, z)dz dz + Rv, y, Sas dy, 
> 


(18. 


=, BERDEA 
HE AA HRR E. DUI. 
(1) WREG 2.0 E UH] 
ff P dy ds --Q dz do i R da dy 


E 


- ff P dy dz -- Q de da + R da dag 
En 


+ff Paydz+Q dz da: 4- Rda dy, Wey 


公式 (二 可 以 推广 到 卫 分 成 NL De, +, Z. JLB ARTE. X 
二 对 面积 的 曲面 积分 也 有 同样 的 性 质 ， 这 就 是 , 如 果 2 分 成 几 部 
分 , 则 在 衬 上 的 此 面积 分 等 于 各 部 分 上 的 则 面积 分 之 和 . 

(2) IRAH, 275 PERNA 5) 曲面 ， 


B 
` f Pía, y, Ddy dz — -ff Pío, y, Sud, 
J ew y dardo = || QG, y, darás, 
[| Ri, y, dedu — {| RG, y, Diody (9) 
ORER, BBV MMC, JAIR 
要 改变 符号 。 因此 关于 对 坐标 的 曲面 积分 , 我 们 必须 注意 积分 曲 


AREA, 
AE AE. 


= mi 104 
生 。 设 有 一 分 布 着 质量 的 曲面 孔 让 点 WW, 妃 风 处 它 的 面 密 度 为 plz, y, s), 
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用 对 面积 的 曲面 积分 囊 达 这 须 百 对 于 “ 轴 的 转动 惯量 ， 
2. 技 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 证 明 公 式 


[| ze, w, 028 = [| e y, aS + fÈ Fee, y, oas， 
E 


Eh I Eh 21 ST 名 组 成 前 . 
2. PRA EIERE 
f CPE, ys 2) Pata, y, 2) ]dudz 


z 


- f f Paces v, 2 ac Pata, y, DA Ad, 


4. 34 2 为 20y WA RAN, tas Í| fo, y, as 与 二 重 
E 
积分 有 什么 关系 ? KWER || nc, v, dedy 与 二 年 积分 有 什么 关系 ? 
A 


第 五 节 ”曲面 积分 的 计算 法 - 
一 、 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 法 


设 积分 曲面 了 由 方程 2=z(%, y) 给 出 , EE eOy TRE Bd 
| EKRA Dey(EH 10-19), 函数 
amoo, y) tE Doy ER 38 9 
og, REI f (e, v, E 
2 px. 

按 对 面积 的 湖面 积分 的 定 
义 ,有 

f[ 5e, y, das 


KEEN 
AS; 


Hi 10-19 - dim f. 9, COAS, (D 


设 呈 上 第 $ 小 据 曲 面 5, ( 它 的 面积 也 记 作 5, TE «Oy E 
-> 180 + 


BJ TE SE DOLO (do) y (E E EHE i FE Cou), W 四 D 式 中 的 AS; 
可 者 示 为 二 重 积分 
Aë || Vit, mia, verde, 


dry 


TUS — A MA 

AS,— 41 +2 Es, IFE, M) T) (40D oy, 
m GL, m) RAN (do de LI. XA (Go n t) JE E E 
的 一 点 , 改 La m), Hs m) 也 是 小 区 域 Zeien 上 的 点 ， 
于 是 | 


Si (£s Ti Wu AS, 


-之 dE TH, (£s, GARE icu, EA cto, GR NÉE 


由 于 函数 了 [wy z(o, 的 ] ELE ERE AV 1-Ezz(m, y) +20, y) BE 
Pipes D. LER, 54 A— 0 BP, EXA ES 


Sé? H 2(£,, ail ` 1-3. m) 3-25 Es, 7h) (Ao) zy 
的 极限 相等 , 都 等 于 二 重 积分 | 
[Í sto s, «o, yv Y) Gr, ded, 


Dry 


而 左 蜡 的 极限 是 曲面 积分 | e, y, 949, 因此 有 


f[*te, y, dS 


= H rte g, elo, DVI ym Vardy. 


30 XE TIE IRC ED k tk St ES 
记 扎 的 , 因为 曲面 的 方程 是 z=ztw, 殷 ， 而 曲面 前 面积 元 素 ds 
. 181， 


divido, y Ta, pdody, hir, HEREA z 换 为 
z(e, 只， 曲面 面积 元 素 dS bréit, 再 确定 了 在 
207 商 上 前 投影 区 域 如 ,这样 就 反对 面积 的 曲 半 积分 化 为 二 午 
HAT. 

in BAR BRTS Y HIDE ral, z) 3E y=Y(, m) ESHU, 也 可 
35 PUEJE DEBIO fo 29 48 jr BJ — 38 BUS. 


例 1 E teret 


ACE Bil 2=4(0<h<a) ERI B DES (E 10-20), 
BH WBRA 
g— Vas — a — yo, 
X d£ «Oy 面 上 的 投影 区 域 Du, eg Ao, 3 


A ae . 
Zo = —— 
icc | Ep a3 — gi? — J+ 


Js ds se SS, 
TUB T Abr, 得 


有 


ks r t = 2aa ln Z- 


. REAA GO, A 


$2 Wt donas o, on 3 是 由 平面 z=0, y=0, 2-0 


Roty+=1 PEA VO AR BTE (Bg 10-21), 
SR Sigg Erg 00, y=0,2=0 a 


O is db magemam z be. 
x= 


| 182 + 


图 10-26 Bi 10-2» 


ERMER Dn Le, XEM, WE 


Joras- j] owas J oyast anc: || owas. 


En 


由 于 在 Z, Ey 34 b, HAB fo y, 2) ey PNE, 所 


b! 
as [fesas UE a 
Æ u E, 2=1—a—y, 所 以 
AER EDAD E, 
从 而 


Payas {foveas= fj vS cy(1—o—3)dedy, 


其 中 Dw 是 2, É zOy MOB, WHER 0-0, y= 0 X 


#+y=1l Hrs on DI 
Payas = VEF sel ` y 1—-a-—y)dy 
laa $$] oe 
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El uU rmt M da 


d 


Be 


== 


"6 f. (a — a) a? does S 
二 、 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 法 
设 积分 曲面 Y AAA o, y) PA ROTA, 2 在 
eu 面 上 的 投影 区 域 为 Da, Boo, VE Day 上 具有 一 阶 连 
RATE ATEK Ro, v, dër LER, 
氢 对 举 标 的 曲面 积分 的 定义 ,家 
f] R€, y, Dar oy tim Y RG, z £0 (4822. 


HA 2i RR E08, cosy 0, 所 以 
CAS en = (dk, an. 
XAG, n, 全 是 五 上 的 一 点 ， 故 oz mi, MAWA 
> R(Š, m, CO (AS) = > RÍ£, Dt, LE, mJ] (400 uy, 
LA=>0 REAPER, 就 得 到 


Í| a. Ddady= {| Rs y, ste, aide, 8) 


这 就 是 把 对 坐标 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 的 公式 ， 公 式 (9) 表 明 。 
kil ur [| Sie, v, 0dedy 时 ,只 要 把 其 中 变量 z BARR 


Z Rye O, v), REE Y AREKE Du, HAZE RARE 
ÈT. 
必须 注意 , 公式 a RERE hr 2 EN ES 如 果 监 
面积 分 基 取 在 3 É T XE cosy«0, PEL 
- 184 ， 


(AS = — (20) sy, 
从 而 有 


f[ BG, y, Davay=-— {| Rte, y, (æ, andy. (8) 


类 极地 ， 如 时 zB e=w(y, DAR, 刚 有 
ff PG, v, Day a= + || Pre. 2, y, dér, (8) 


£ ya 
BRAIN: Tn Rr E RARA, 应 取 正 号 ; 
EZ, 如果. 名 取 为 后 侧 , 应 取 负 号 . 
MR E RB yvy, DA, WS 


ff Qc. y, Dd oa = = || elo, a, z), demde, G) 
x Der 
等 式 右 端的 符号 这 样 决定 , TUR BLUR. E OA, 应 取 正 号 ; 
反之 ,如 果 卫 取 为 在 侧 ,应 取 负 号 . 
例 8 计算 曲面 积分 [Jovsdea, 


Sr RRE Ptge 让 出 在 
m0, yl0ggN. 

NE 125% 2: Za 两 部 分 ， 
Zi MARA a Via, 
Za 的 方程 为 VIA Qu 
10-22), S 30-22 


f eyzdedu= | | mr da SEAN æy da dy, 


上 式 右 端 的 第 一 个 积分 的 积分 曲面 2, Xt EU, 第 二 个 积分 的 积分 
.曲面 2, 取 下 侧 , 因此 分 别 应 用 公式 (3) E (87), 就 有 
|! 185 » 


| mz ha dy = f a d. — a 2 due d 


Day 


~ [f ea va da dy 


Dey 
=2 ff au 1—2a)—3 de dy, 
Pry 


其 中 Dy J& Z, É oXixkeOy 面 上 的 投影 区 城 ， 就 是 位 和 平 第 一 象限 
内 了 的 局 形 Lues zt, zi, BUH ER PEAS ER 
AUT. 
2 || eps 797 y dady 
-2 ji r "sin? cosh VI i3 r dr dB 


-| sio 2040 | a L — r’ dr = 


mu í STE 2 
Ani |. ayuda dy =z. 


三 、 两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 
TU B] I BT 2 hirse y) HR H, 2 #E rOy 面 上 的 投 
影 区 域 为 Do， 函数 rx, E — B E Hi EE 
Bla, y, 四 在 号 上 和 连续， 如 果 IRER, RUD DESI HORE BUY 
计算 公式 (8) 有 
j5e y, Ddedy || Rs, y, ste, Y de dg, 


54 —Jr T8, O St ñ y TER AR AAT 


et? z 


一 E. Ve 
owa TI EDI o $= DENGE SCC 
^ j86 > 


3 
TE" 
RHH xE Paq MERA AA O2) A 


jj Ríe, y, DcosydS= li Rm, y, sin, 9 ]dedy, 
ENIE RE e 
ff Re, y zdsdy- [f Re, y, 2003 y dS, (6) 
Anak X mors, W H (3778 


p Ris, y, z)da ~ um J Ris, KÉ ale, g)1ds dy. 


但 这 时 cosy Er (OO, 


AD Bb TA 48 
f Ps, g, say das {| P(e, y, ioo dS, dt 
UE (8) 
£350, (7). 9) 三 式 , 得 两 娄 有 曲面 积分 之 问 的 如 下 联系 : 
fi P dy da Queda 4 R da di 
xil (P cosa +Qcos B+ R cos pas, (8) 


其 中 cosa, cos B, eos y RARE 了 上 点 (m g, DAMA 
ERA, 


3 Ei 10-5 


1. RO || fe, y, 49, Xp 2 RR e—2— GP E 
e 187 + 


TOY LAO, re, o z) 43 BERT. 
O f, y, 0 =1; 
(D fG, y, 2 a 5; 
(33 FU, y, D — 32, 


2. vëlleg, RH 
G) ili EFG RETI =L RRN EA RE UR 


(2) BER d BL y ) ECE IE 0 和 #=3 所 截 得 的 部 分 , 
3. HA TAA ERR hm A: 


D JJ (242244 y)as, sti 2 Sg a LL cle 
的 部 分 3 
D (f ey - 22? 211028, Ah I PR ety += 在 第 一 过眼 


中 的 部 分 ; 

B) ji (c--y- dS, jp E SERIE ama E E 
的 部 分 ; 

(4) [| ev+us+an)d8, Kr 25 E T KÉEN het 
Zur 所 截 得 的 部 分 ， 

O [Gir PoRIAJCPYR-0X:—H IHE 
ais, 


4. ATAI ERRA: 
Q f f eis de dg, 其 中 I ERM g*--y* a= B? 的 下 半 部 分 的 下 侧 ， 
(2 [|z as du + s au ds yqa dz, ith E eo 


X 23 ABRAS ABLA B3 A BOR NS 
"ded aoa be UIT - 
(3) PES tB XO rev Ry EX z=1, z=3 BE 


ARAU [TEC NEE WE 
> 188 + 


(4) een +oydyde+yadedo, ium Z ST 2=0, y=0, Se, 
E 


hy tol EERSTEN 
© Ha ayda D "iiser H 2 AMA 


Vai ARTS O FEA EH 

5. RBA + QE (0<:<1) PER. (zess 
pu m 

6. KG p MAYRA a Eye? sal ¢>0) 对 于 * 轴 的 转动 
ind. 

7. RS Bü e— vat -2z*— Pisos. 

8. 把 对 坐标 的 曲 毅 积分 


ff Pi, vs 2)du da Qe, y, dz de+ Bis, y, dedy 
z 
化 成 对 面积 的 曲面 积分 : 


QD IREN Be Du 2 Dep A Renten LI: 
(2) Bing E hiiia 8 (7-9) Oy ii L2) R85; EN. 


“第 六 高 斯 公式 MESHE 
一 、 高 斯 公式 

格林 从 起 妻 达 出 平面 区 域 上 前 二 重 积分 与 其 边界 曲线 上 的 查 
载 积 和 分 之 间 的 英 系 ， 而 高 斯 公式 表达 了 空间 区 域 上 的 三 重 积分 与 
其 边界 曲面 上 的 曲 面 积分 之 闻 的 关系 , 这 个 关系 可 陈述 如 下 ， 

xum RSIK OB Hmm 2 所 图 成 , Eñ 
e P, y, D, dis, y, 2. Eto, y, VEL LAR Br ERE PE 
数 , 则 有 公式 


ML 2P A LÊR) an dp raue Q as de + R doy, (1) 
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([j mo 


-$ (P cosa Q cos B + Roos y) 28, (15 


这 里 曲面 积分 取 在 闭 曲面 Y 85 2549, cosa, cosg, cos y 是 了 上 点 
(o, y, 1) k 0) BL EET MEE (DA G) 叫做 高 斯 
(Gauss) ZA 

证 Onst, ARO ROA, 
an Ze Ets y) EH E Tt s GE BH py K 
人 就 可 以 了 . 

"fi i HER OxkcOy El 
tal | mro» 上 的 投影 区 域 为 Dw， E 

"s RE Q rS z 

218145 Pr 2 PL HR Bi 
2 的 交点 恰好 是 两 个 ， 这 
PE, Y e X, Ja 和 Es 
三 部 分 组 成 (图 10-23), 
其 中 号 和 名 分 别 由 方程 alo, y) eet, y) 给 定 , 这 里 
ala, y Szale, y), Zi CEA, Z. REM: Xs 是 以 Ds BU SÉ 
RAER RPA e MESE ER m BRA, AN. 

很 据 三 重 积分 的 计算 法 ,有 


Wm 


rf (Bla, y, ala, 的 ] 


Den 


— Rie, V. &(o, yiljdedy. (2) 
根据 曲面 积分 的 计算 法 , 3 
: 190 + 


f| ne, y, Ddady=— (pts, y, ste, ns, 
En Day 


[fac y, 3asay= || Ata, y, ste. Wed, 
Za zy 


因为 Xs Lie — Hle v0g 面 上 的 投影 为 零 , 所 以 直接 根据 
XE AB SB EJ Hi BLEU O5 XE S£ BIG 
J| RC, y, dazdy=0, 


T. 


PU EBD, ZŠ 
IE y, dudy 


= [| Gto, y, ao 1— RI, y, alo, Yldedy. — (9 


Day 


Ix 2). AR, A 
EE E dos f 2c. y, dedy. 


MEFA AREF T % 轴 的 直线 以 及 平行 于 轴 的 直线 
与 介 的 边界 曲面 之 的 交点 也 都 恰好 是 两 个 , 那 末 类 似 地 可 得 


Jj ZS de d) Pía, y, 2)dy dz, 


MEL Q(a, y, D dede, 


mt Sin, EE 
d). 

在 上 述 证 明 中 ,我 们 对 区 域 9 作 了 这 
样 的 限制 , 即 穿 过 A 内 部 昌平 行 于 坐标 办 
的 直线 与 9 的 边界 曲面 也 的 交点 恰好 是 
两 点 ， 如 果 Q 不 满足 这 样 的 条 件 ,可 以 引 


EILERA 缚 分 为 有 限 个 区 域 ， 使 得 每 个 区 域 满足 这 样 的 
条 件 ， 江 注意 到 沿 辅助 曲面 外 反 两 合 的 两 个 曲面 积分 的 绝对 值 胡 
等 而 符号 相反 , 相 加 时 正好 抵消 , 就 不 难 证 明 公式 CL) 对 于 这 样 的 
区 域 仍 然 是 正确 的 . 

SI 和 用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 


PWDarayt Cu — n av dz, 
其 中 号 为 柱 面 AAR) RER 2-0, 23 所 转 记 的 空间 区 域 Q 
的 整个 边界 第 画 的 外 侧 ( 图 10-24). 


解 现在 ， P- (g—2)w, Q-0, Bam 


Poe y R 
Qe V 7 y SS" 


38] gr SB Pr AR HR TREE k= s RA. AE MA bn 
算 三 重 积 分 ; 


d (z —4)da d t (y —2e dy dz 
一 J| (y —2)do dy de 
一 fí[« sin 8 —z)r dr dO dz 


as | AE (rain 8 — z)dz 
"o ft [rising dy 


"f. 

-| 

-faf 87? (ese r) ar 
-ff nor Lag 
ie: De 
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112 RERU, y, UV Co, y, ) EMER LAA 
阶 及 二 阶 连续 偏 导数 ,证明 


Je Co Rm) uso 


e eU E 2U eV ,0 Y) as, 


Ta öy ` Eg 


RPI ARR iocans, Y ón V snm V (z, y, SE 


外 法 线 方向 的 方向 导数 ， MAPA UH RR. 
证 在 高 斯 公式 


NE 2 RER gu = —M i 


ay” 
A 

JD E ER 
er. 


mero, on n-7 4f, ema NE" 


-fo (E cosa + Gr pt 
把 上 式 左 端 分 成 两 个 积分 , 将 其 中 一 个 移 至 等 号 右 端 , 再 注意 到 
av. ——-— 0085 + oy. cos Br 2 - eos y = LE 


FE ey 
便 得 所 要 证 明 的 等 式 ， 


二 、 沿 任意 闭 曲面 的 曲面 积分 为 零 的 条 件 


现在 提出 与 第 三 节 第 二 目 记 讨论 的 问题 相 类 似 的 问题 ， 这 就 
Je. Gc HERI AKTE T, 曲面 积分 
193 


[| Payaet Q asqa R da dy 
E 


HAH Z 205818 PORGACT I RUND AS UI, IER 
GET 
解决 而 有 以 下 绪论: 

设 空间 开 区 域 是 一 个 ( 依 空 间 的 ) MERO , Ple, y, 2). 
Qe, y, 2), Rie, y, z) 在 全 内 具有 一 阶 连续 篇 导数 , WER 
[| Pasaz- Q as do + Baz du Ze EIA 2 无 关 而 只 取决 


于 全 的 边界 应 线 Qm G AEEA HB EL BS ir ARAA 的 充 要 
条 件 是 等 式 
| ap, Q R o | (O 


FORM RE 


A 

OR OR 
RUR BG Ps RO HERE TR A B TARRA AE, E JA HERE A I 
另 一 方面 ,仿照 第 三 党 第 二 目 , 用 反 证 法 可 证 条 件 也 是 必要 的 ， 因 
为 只 要 假定 G Ue a e o, 就 得 上 
G PEA A DBA I k Dr US AAC PRAE, XOU 
BARA IR 69. 


=. MES Wk HE 


下 面 来 解释 高 斯 公 m 
II AC U T RE e te= Paya +Qdzde+ Bdady (D 


| (D dngpm MO 内 的 任意 一 张 渍 曲面 所 国 成 的 区 域 完 £ 8 + G, wk N GQ RUE 
空间 的 草 连 通 域 ， . 
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的 物理 意义 ， 

设 稳定 流动 的 不 可 压缩 流体 (假定 密度 为 1) 的 速度 场 志 

vía, y, z) = P (e, y, DEA, y, DÍ +R, y, OR 
给 出 ,其 中 P. Q. R 假定 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 2 是 速度 场 中 一 
Jr HET, 又 
$1 — cos od + cos Bj -- r cos yi 
ERE Lita y, DABA ES] E, BU Hí 35 Pq 35 — F A, 
单位 时 间 内 流体 经 过 三 流向 指定 便 的 流 眉 总 质量 下 可 用 曲面 积 
ZS, 
&- [f P dydz- Qdzdz-- R do dg 


= Jerome omi Ras 


gd náS- J) va dS, 


Hh 0 =8-1t= P cosa- Q cos 8 + Roos y 表示 流体 的 速度 向 车 v 
FA FI EISE 2 RO TATRERE ERO BE, MERTEKE X 8 ERR 
高 斯 公式 (t) PERR Q 的 边界 曲面 ， HIKER AR Z PDN, k Pë 
就 可 看 出 ， 公式 四 的 右 端 可 解释 为 单位 时 间 内 离开 区 城 马 的 流体 
HARE. .由 于 我 们 假定 流体 是 不 可 压缩 的 ， 且 流 动 十 稳定 的 ， Bi 
此 在 流体 离开 如 的 同时 , Q ARA E ARS 源头 :产生 出 
癌 样 多 的 流体 来 进行 补充 ， 所 以 高 斯 公式 左 端 可 解释 为 分 布 在 O 
内 的 源头 在 单位 时 间 内 所 产生 前 流体 的 总 质量 . : 
为 简便 起 见 , 拒 高 斯 公式 (了 改写 成 


JI: ; ES m dv= G vads. 


以 区 域 Q A V 路 上 上 式 两 端 ,得 


, 105 + 


Pf Gm as 


LAZE Q AT —————— 


BATHE. ERA PERIS Le 


GAS E» yw 


这 里 E, v, D HOER. 4 Q gi Mío y, z), Bz 
上 式 的 极限 ,得 


eP , 2Q | ap | 
iz By T+ ind feuis 


mov VEM ARRE, GIE dive, BI 


divo ER E y RIE SRE ML al PF a H: Ha kE M 点 的 源头 强 
度 一 一 在 单位 时 间 单 位 体积 内 记 产 生 的 流体 质量 ， 如 果 dive 27 
fai, dE M 外 流体 在 消失 ， 

一 般 地 , 设 某 向 量 场 由 

An, y, z) = Pe, y, Of Lët, y, D+ Bio, Y, Ab 
给 出 , Eh P. Q. RRA - 阶 连续 偏 导数 , 号 是 场 内 的 一 -一片 有 向 


曲面, n ei Bi E Lët Y, 办 处 的 单位 法 向 量 , 风 ja «nas ml 
sans A ES TRACE Im 
2E niis A MERE OE div A, H 8 
ged AS 2R 
高 斯 公式 现在 可 写成 | 
Ii div Adr $ A dS, 


+. 496 - 


EX 


-其 中 卫 基 空间 区 域 只 的 边界 曲面 , Vu 
A, m A'n- P cosa +Q cos ti, Ze 60s y 
是 向 量 A mm exBMEeS E yE, 


*5 Ei 10-6 
1. RIF EE ET ZERO EHE s 
(D [[# 46 a+ dean + dna, 其 由 3 XE e=, y=0, z=0, 


za, ya, sme 所 围 成 的 立体 的 表面 的 外 他 

2D [[ asqa P dodata da dy, Up 2 3938 Bj sey eat! t $ 
. ` : 

(9). [|a dyde+ (y-as det Gay tnde dy, 其 中 为 上 半球 
dk a iy ed, Osca wei — EMM; 

(9 [| za ae as daa da au, Hon 2 RAT eco Ria —3 EN iñ El 


bk oo. duse Sem P 
(5) [J tosayaz—y* dada tuya da dy, xt X ESPE z==0, y=0, z=9, 
. ` 


z=1, % 一 1,，z 开 所 围 成 的 立方 体 的 全 表面 的 外 倒 ， 
2. s FEE SE S] 2 BRE: 
CD Aryeitraiayk, 了 为 圆柱 gia a (0= a cho ae RT; 
(2) Az(zr—20irzxyj-ssjk, DAT Oma Oy a, Vara 
EG E IBS | 
(3 A=(20430)5- (cs +y + (ët Sank, 如 是 以 点 (3, —1, 2) GER 
、 心 .半径 五 一 3 的 球面 ， 
3. Erleis A THREE. 
(D A= tysi o (tania (22 2) e 
(3) A-—e*"--cos(ug)3 + cos Gee?) K; 
(B) A= Lat mek, 


4. PURSE] 3 的 计算 结果 ,证 洲 
file (£a ey + SCH V LH D 20, " o 
J Gae AT ga” cy C og d] 
= Pus Y ry SU Jas, 


dob z eub Q ER TA, Día y, D. VG, v, 人 是 两 个 


定义 在 Q IRA AR A A SU les UG, Y 2), 


V (z, 9, 22i X EE REENEN 

5， 痢 用 高 斯 公式 推 证 阿 基 米 德 原理 : AAA ES Er E 
ETA PINAL RATA A E 
E, 

[Biz HORIS «Ow. s BEA, AAA RB 2 LA, y, 
en keet AAA 一 rps cosa — frot 008 3 — Ki 92 COS Y, 其 中 
ro 为 滚 体 单位 体积 的 重 最 ，cogw、eos 有 cosy 为 点 (ps y, 2) SE 2 SAP HE ER 
的 方向 你 编 ,] 


* 第 七 节 ”斯 托 克 斯 公式 ”环流 量 与 旋 度 
一 、 斯 托 克 斯 公式 
斯 托 克 斯 公式 是 客 林 公式 的 推广 ， 焙 林 公 式 表 达 了 平面 区 域 
二 的 二 重 积分 与 其 边 蜡 曲线 上 的 曲线 积分 闻 的 关系 ， 面 斯 托 克 斯 
公式 则 把 曲面 LAU E A i 
积分 联系 起 来 ， 这 个 联系 可 陈述 如 下 : 
EE 设 并 为 分 段 光 滑 的 空间 有 向 闭 曲 线 , 了 是 以 了 为 i 
界 的 分 片 光滑 的 有 向 曲面 , 耳 的 正 向 与 2 的 侧 符合 右手 规则 中 ,年 
BMP, y, Z), Ole, y, O. BG, y, z) 在 包含 曲面 作 在 内 的 一 个 
空间 区 域内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 有 
o RER MATREMONI PASTA AA, OEA Eng EL 
沁 向 量 的 指向 相同 ， 
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j Ae OL. dz + (22 - E aas ($8 2P e) eet 


- $ Pdo+Qdy+Rde, (D 


X OD n EFE LA (Stokes) AR. 

证 GÍ b 5347 T z HEAT TA, HH 
pm z— Ce, y) BJ EDU, 3 PARAR 
Ri 22, L 3E aO 面 上 的 投影 为 平面 图 
线 C, C J ELE BJ XO Da US 
10-25), 

我 们 设法 把 曲面 积分 


OP op 


化 为 区 域 Day 上 的 二 重 积分 ， 然 后 通 
过 格林 公式 使 它 与 曲线 积分 相 联 系 . 图 1025 
根据 对 面积 的 和 对 坐标 的 曲面 积分 闻 的 关系 , 有 


ETS ÊP wdy— il EE (2) 


dy a ey 


HARRA F LEE PJ i a RO TAS Su 15] EL RS y ALIA 28 


TO "iis 
EUN 

KE CES ch 

因此 cos B= 一 cos y, FUERA DAR 

aP ob 


j ER jc x to cos y d, 


QUO = 


008 y 


gU 
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[| ren D ed -|| (EE fjdd. (9) 


ez 


EXA BLS (y T enn, PZB Ple, y, z) 中 的 # 用 
Fa 9 来 代替 ， 因 为 由 复合 应 数 的 微分 法 ,有 


á Pis y, f (z, = Ms 


所 以, (8) 式 可 写成 


ap A [[ 
J| gat tmt || Pis, y, Fa, 914269. 


BERRAR, RARO ERIEIN KA Duy 的 边界 C 
的 曲线 积分 ， 
JE y, f @, y) ])dody- b. Pla, y, f (o, y) da, 


FR J E dedo 57 dady =$, Pte, y, f(z, y ldo. 


两 为 函数 Pis, v, f (z, y] EHR OBa (z, v) 处 的 值 与 函数 
P (e, 9,2) 在 曲线 P 上 对 应 点 (zy y, =f, 功 ) 处 的 值 是 一 样 的 ， 
FERIA ERNST ALLA AER, PTA 
iE APUL RUE, 上 式 右 端的 曲线 积分 等 于 曲线 二 上 的 曲线 积 


分 | Pis, y die, Hi, RES 
|| teta dad =$. Pio, y, Ddo, (A 


Up S eTA D qu B mU BC Ex, XE SE GOD SX PX 
局 时 改变 符号 , BS Do GOD SRL DEUS 

其 次 , 如果 曲 面 与 平行 于 g 轴 的 直线 的 迹 点 多 于 一 个 , 则 可 作 
BB Drik O ES ULA, AREA A OA ARA 
E 2 T A TAPA RARA RUBENS 
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EEES AA 
SENS 


J| d asas -22 aya - 5 Qay, 


on 
IS AS dude 1 $, Rae. 
把 它们 与 公式 (全 相 姑妈 得 公式 人 . 
TETEL, AMARA io m EN TIC XL SO 写成 
dyde dedo de dy 


2, ER RAM $ 
ff E š ,Pdv+ Qdy-A- B da, 


P Q R 


EEEE ETAURA, $ E ERAN A 
T ramos E s ERAAI ET” 


(GE ane ÎR) dedo + (ER - Sr) da dg, 


TAREA ak OD Zu 6) ec BUR GA 
MR 2 d Oy 面 上 药 一 所 平面 区 域 ,斯 托 克 斯 公式 就 变 成 格 
TAG. HUH, 格林 公式 是 斯 托 克 斯 公式 的 一 个 特殊 情形 . 
例 利用 斯 托 充 斯 公式 计算 曲线 
积分 A ¿da+ody+yde, Rb DUO 


平面 2 十 y 十 4 一 填补 三 个 华 标 面 所 截 
成 的 三 角形 难 整 个 边界 。 它 的 正 向 与 
这 个 三 角形 上 侧 的 法 向 量 之 加 符合 右 
手 规 则 (图 10-26) . 

NS HONDA 


d zdod-mdy--yda- II day da A dz de Land. 


x 


TZ IA tr eat, 又 由 于 对 称 性 ，. 上 
AAWIT | 
sl da, 


其 中 D, 3 0y jüj i-i r£ 4 十 Y=1 AMARA AE =Z S 
区 域 , 因 此 


3 


d zeda dy- uge, 


二 、 空 间 由 线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 
在 第 三 节 中 ， 利 用 格林 公式 推 得 了 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 
的 条 件 ， 完 全 类 似 邮 , 利用 斯 托 这 斯 公式 , 可 推 得 空间 浊 钱 积分 与 
路 径 无 闫 的 条 件 . 
SERIA, SAMARAS AE IIA TRE É 
线 的 曲线 积分 为 零 ， 关 于 空间 沿线 积分 在 什么 条 位于 与 路 径 元 关 
的 问题 ,有 以 下 结论 ， | 
设 空间 开 区 域 9 CA O) së RI ER IP, v, 2), 
Q, y, 2), BG, Y, ECO PR BEES E, ER ID i RE 
积分 | Paz Q dy Rd dz G ASERAU G Ph FE S H 


曲线 的 曲线 处 分 为 零 ) 的 充 要 条 忻 是 等 式 . 
op ou Q Ən An Sp 
Ze , E (5) 


TEC MER. 


© WEER G RHEE EI Herr a E, ei 
EL A SE iA ELE EXC ECRIRE PR ÉB iri BR. 
A APR hk ak Sat FR TET EB EGRE RT, 
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EXE, MASA O AA, MAREA AO 
AA, ARABE BA, ARRENA, d 
Z RAI, MEA AE. BR G AR Mo 


使 (5) 式 中 的 三 个 等 式 不 完全 成 立 , 例如 Co» S. PUB 


过 点 Molto Wo, 细作 平面 “一 az， 并 在 这 个 平面 上 了 一 个 以 2 
为 较 心 . 尘 径 足够 小 的 圆 形 闭 区 城 五 ， 使 得 在 AK 上 恒 有 


PN 
de dy? 


因为 在 F e= Bm ds= 0, 于 是 由 (1) 式 有 


$ Pdzt Qi Ràc- [| (28-27) do dy Ze, 


这 里 是 K EA, o E K UA, >, 020, 
从 而 


$ Pde+Q dy +Rde>0, 
A 


RARE, AORE O AERE. 


三 、 环 流量 与 旋 度 
设 斯 托 克 斯 公式 中 的 有 向 曲面 人 上 点 (%, y, JARA 
HA 
f1 — cos a.d -- cos Bj 4- cos y k, 
而 的 边界 曲线 荆 上 点 (zy, 动 处 欧 单 位 切 商 量 为 
£= c032, d + cos y j H- cos v k, 
Jit] rr +E ya Wi A FERE Te EE ia PEU TES 
为 
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IO 
El cos y] Jas 


= 中 (P cosA+ Q cos 4-+ Roos vds, 


GE 
Ate, y, z) = Pio Dila, y, 23 -R(o, y, Ob, 
AAA ERA ` 
eR  eQ oP OR eQ SI 
Gy ds” e da” ër y 


EE A BEE, "OI rot A, Bn 
rot A= -S Pi ED "(22 E). 
现在 ， m ARAS 写成 向 其 的 形式 
ff rotAnds=¢, A-tds, 


D 


或 
Jes A) dS. Ads, 


其 中 
(xob AN, — rot A-n 


(6) 


(D) 


(8) 


一 28 2) eos or ($E 8 $8) cos g4 (28 - £P) C08 y 


ey 
为 I0t 生 在 人 的 法 向 量 上 的 投影 ,而 ` 
A, Af — P cosi + Q cos ud- Boost 
JAR 盘 在 工 的 切 回 量 上 的 投影 。 
ip P BI Hg £z T BE HE 203812 


| $ Pdx+Qay+ Bda $ A, ds 
m 
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叫做 向 量 场 .4 AAA TENE. HECTOR (8) 现 
PETT, DMA GATA LS ARRESTER A 
的 施 度 场 通过 本 所 张 的 曲面 的 通 量 ， 这 里 耳 的 正 向 与 了 的 侧 
应 符合 右手 规则 . 


为 了 便 陡 记忆, rot A kak O 可 利用 行列 式 记 号 形式 地 
表示 为 


i j k 
la a è 

rtA= 27 27 y 
P Q R 


最 后 ,我 们 从 力学 角度 来 对 rA HELFER, 

设 有 刚体 绕 定 轴 转动 ,角速度 为 o, M 为 刚体 内 任意 一 点 
在 定 轴 O AE O AER, MESSI, Er 
与 定 轴 7 EA wake, 而 点 M 可 用 向 量 r=0M = (z, y, 2) 
来 璃 定 ， 册 力学 知道 ,点 M 的 线 速度 可 表示 为 


UvU—oXfT, 
Bud 
i j k 
和 一 | 0 0 e com, e, UP 
f e y c 
而 
i j k 
da a el. _ 
rott = E" dy E" 10, 0, 2%} Za», 
oy cov 0 


PRRI v BUE 552 56 0 PEBE lk 238, TAMBO 
词 的 击 来 . 
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"a E 10-7 
1l. 利用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 下 列 明 线 积分 ; 
(1) $ vano a dya as, SO Ip ddy tema, m+ S= 0 
Z RATE s, RAA EROR 08 25 Els 
O $ -odat ddr (ode, Am T' 39 8 PyR, 
FA FL, $20,202 AERE R ORCOS A: 


a 


Eo f, Syda -sedy ge? de, 其 中 TRAMA o ve, £=2, mM: 


ALEA, A DOE RS 
C4) $2ydr Tanay ds, Bop I ERBJ m+ 426-9, 250, 2A e 
轴 正 向 看 去 , BATARYA. 


当 ， 求 下 列 向 量 场 A BDE EE, 
(D A- (Bi + EEN 
(2) A-—Cr-BRunig)i-—(r—zcongjM: 
(3) Acidi 5gyrJjy sina) +E aysin (cos a), 
3， 利 用 斯 攻克 斯 公式 把 曲面 积分 [| rot Ands 化 为 曲线 积分 ,并 计算 
EE EE Ze 
(QD A-y ru task, S LZ sm VII E EN ob? 
竟 童 位 法 向 量 ; 
(295 A=(y-—D0i+ys cd, DA Om, Qaya, arag 
RETIRA sOy 面 上 的 那个 底面 , nE D RARER, 
4. 证 明 : 在 向 童 场 A 中 沿 任 意 一 有 向 六 曲线 芽 的 坏 流量 等 于 零 的 完 襄 
S IAE rot A=0, 
5. E FUE ES A A TORA REES, 
(DM A= —yi -sj-ck(c ADO, TABA aryl, 2=0; 
(2) Air GP yr) -Bayhk, EAS 22 VA, 
g —D, 
B. irota +b) — rola t rot b, 
7. gusu, y, 及 具有 二 阶 连续 偏 寻 数 , 求 tot grad y), 


`. ZOE » 


HA E xd Ad 


无 穷 级 数 是 商 等 数 堂 的 一 个 重要 组 或 部 分 , 它 是 珍 示 函数 . 研 
究 函 数 的 性 质 以 及 进行 数值 计算 的 一 种 工具 ， 本 章 中 先 讨论 常数 
项 级 数 , 介绍 无 穷 级 数 的 一 些 基 本 内 容 , 然后 讨论 孙 数 项 级 数 , 着 
重 讨 论 如 何 将 函数 展开 成 器 级 数 与 三 角 级 数 的 问题 . 


第 一 节 ”常数 项 级 数 的 概念 和 性 质 
一 、 常 数 项 级 数 的 概念 


人 们 认识 事物 在 数量 方面 的 特性 ， 往往 有 一 个 由 近似 到 精确 
FDA. 在 这 种 认识 过 程 中 , 会 过 到 出 
ARARA BEAR E Ja HE, 

AMARA R By A A 
体 散 法 加 下 。 PERA REA, 算 
出 这 太 边 形 的 面积 a1, ERMITA A Ry 
一 个 粗糙 的 近似 值 ， 为 了 比较 准确 地 计 Ae 
算出 44 的 信 , 我 们 以 这 个 正六 边 形 的 每 图 na . 
3S E 2-9 A 4 t R EAA LAFE AE (Bi 11-1), 算出 
这 祥 个 等 腰 三 角形 的 面积 之 和 a. 那 末 arts (BA SET 
形 的 面积 ) 就 是 4 的 一 个 较 好 的 近似 值 . 同样 地 ,在 这 正 十 二 边 形 
的 后 一 这 上 分 别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 等 采 三 角形 ， 算 出 这 十 二 
个 等 典 三 角形 的 面积 之 和 aa. IE at aatas ARES A 
XE DEO A 4 的 一 个 更 好 的 近 亿 秆 .如 此 继续 下 去 ， 内 接 正 
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8x 2^ JH JP BJ DP ER XE z 38 Yr RUEDA. 
Aren, ÁZO +0, Acid Ga Ga, zen, 

A agit st -tan 
如 果 内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增 多 ， 妈 % ARMA, MF atga 
十 十 tm 的 极限 就 是 所 要 求 的 加 面积 和 44， 这 时 和 式 中 的 项 数 无 限 
垃 多 ,于 是 出 现 了 无 穷 多 个 数量 恢 次 相 加 的 数 尝 式 子 . 

一 般 地 , 设 给 定 一 个 数列 

Un, Un, Ua, tty UM, tn, 
GE 

EE b (1) 


ni fik (4 8030 257 BO ER ECO i ALA Y w, 即 
Y us ta usb bt dons 
其 中 第 项 u, AO — REED, 
ERE XX AR A TERA, PERERA 


HARE ABBR? HALA TH NOE BU EPBABU DICT, 我 
TAR RATA 22, UREA II 29, B ORAR ICO 


EE ARA e 
` TE CECI GU CD Bg m 项 的 和 
En — Urt Ms 十 十 on (25 
3k s 为 级 数 (D) 的 部 分 利 ， 当 兄 依 次 取 1 2, 3, + 时 ， 它 们 构成 
了 一 个 新 的 数列 


S= 94g, Ss UU Pila, 83 = t-ta Ua, ess 
Ba = Ua Y Ua do rS, eer 
RAE BEE, ANIMA) AS ERR 
概念. 
EN Hn EREA, 如 果 部 分 和 数列 5, HAL s; 
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s= lim sn, 
MEA S RR CD d Sx, 这 时 极限 s CO LASA 
S= Uy tH Ug-l- *7* tH ate 
$DIR s, 设 有 极限 ， 列 称 无 穷 级 数 ( 刷 发 散 ， 
显然 , 当 级 煞 收 化 时 , 其 部 分 和 s, 是 级 数 芍 和 5 的 近似 值 , E 
们 之 间 的 差 值 
Ty = 8 — $4 ot tg 
RAI DPE a, MER s 所 产生 的 误差 是 这 个 佘 
项 的 绝对 值 , 即 误差 是 [my]. 
H1 无 穷 级 数 


> ag" =a tagtag t --- Hag" te (3) 
叫 艇 等 比 级 数 (又 称 为 几何 级 数 ), 其 中 oct, 9 叫做 级 数 的 公 比 ， 


PATAS) RE 
RA Rosi, 由 部 分 和 


sata tato BE n M 


当 |g| «LI, s T Him 90, 从 而 lim E, A 


SH, 其 当 [g]|>1 时 ,由 于 Hmg"—oe, 从 而 
Hime, oo, 这 时 级 数 (8) RE. 
如 果 [q] =1, WA g =l IJ, ëmge, HB) AR 
3 q= 一 1 时 ,级 数 (3) 成 为 
a— ata ata, 
TA s. MEn HARRARI P a RETE, AM s, 的 极限 
DFE A AS) AR 
综合 上 述 结 果 ， 我 们 得 到 ， 如 果 等 比 级 数 (8) ALAN 
| 209 + 


ial«i, ABU indi lolo, 则 级 数 发 散 ， 


512 证 明 
14-29--8-- tnte 
是 发 散 级 数 . 
证 这 级 数 的 部 分 和 为 
—— ED, 


SS. ums, = eo, ELIT E RC CER t. 
例 8 ANTCA 


1 to... 1 
TS tato? 
药 仇 获 性 . 
fa BF 
po t 1_ 
mnt a atl’ 
因此 
1 1 1 
SLE Amt 
1, /1 1ħ, (A 1 
-G-3e Ge CES? 
H 
Weber 
而 lim s= lim (1 Tt) > + 
Bel akrar TAL, 


二 、 无 穷 级 数 的 基本 性 质 


狠 据 和 无穷 级 数 仇 散 性 的 概念 ， wm FEOLA 
性 质 ， - 
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性 质 革 PREK 
154 ato n uy Hee 
WE SET fn, MENEAME EA EE TR kk 
kuat kus nob ue 


收敛 干 和 Es. 
证 设 级 数 lu, 与 级 数 D bu, 的 部 分 和 和 分别 为 5 与 co 
W 
Gy = kata d kug + hu, — Es, 
FE Lim o, = Hm ks, = klims,— ks, 


3x b le B 28: 38 > Ku, We ar TH Ke, 


又 由 关系 式 c. = ks, DIR, Es MEM A A0, ER or 
也 不 可 能 有 极限 . 因此 我 们 得 到 如 下 结论 ， 级 数 的 每 一 项 局 乘 一 
SAAFAR, ERRATE GRRE, 
mS 设 有 两 个 收 钥 级 数 ， 
8— 4 us Fay dens, 
9 — 01 Tad ttov n, 
则 级 数 Qua ck 01) + Cus Eva) ttt Qs ck ba) Henn 
UST $053. 
证 E RPM BORA 
= (us ck t4) + (ugt va) Henn be Deck gel 


= (Us Ug Lens E al E (Qi ad- 0) = Ber C, 


其 中 % 与 on 分 别 为 级 数 Su, 与 So 的 部 分 和 。 根据 假设 有 


Gm 2, = s, Jim cm = ç, 
所 以 lim ra= lim (ston =t, 
Eo no 
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这 就 表 角 级 数 也 nde) kak l sio, 
性 质 2 也 说 成 ， 政 合 级 数 可 以 逐 项 相 加 与 逐 项 相 减 
TES 在 级 数 的 前 面部 分 去 掉 或 加 上 有 起 项 , 不 会 影响 级 
数 的 仇 散 性 , FIA, 一般 说 来 级 数 的 和 是 要 改变 的 ， 
证 设 将 级 数 
tat Uat e ttie E décke Ue nie 
的 前 上 项 去 掉 , 则 得 级 数 
Us eic Mya do tttm otc 
于 蚌 新 得 前 级 数 的 部 分 和 为 
Gy — Upra T Uppa = e aes = Bonn By, 
甚 中 sus ARRA ARIA Eon mëi EDS se k b E, 所 以 当 
n— co D, G. 与 Sica 或 者 同时 具有 概 眼 , 或 者 局 时 设 有 极限 。 在 
有 极限 时 其 关系 为 
U=2—8x, 
其 中 o - lim da, s= Hm Sein, 
类 似 地 ,可 以 证 明 在 级 数 的 北面 加 上 有 浪 项 ,不 会 影响 级 数 的 
ABE. 
性 质 和 EEES DELE ES 
和 。 
证 设 有 收敛 级 数 
$7 4 t uat Eu. ens, 
"Ed EUR UR nd ges Pr RR IER Se tz y 
(t; ua) + (Ua bus)... 
用 ow RARA me BRUTAL, 用 Sa 表示 相应 于 om 的 第 一 
个 级 数 的 前 % 项 的 和 ,于 是 有 


Ui 788, 037 85, ..., Cm == 3, Wei 


. 212. 


BA, 当 mo B], n— eo, 因此 
Jim Om = Lim $58. 
CERE CPUS S Jd DIU RA BASE P RUE 
| (1—1)+(1—1) +. 
HATE, fH ERE 
1—141—14-- 
却 是 发 散 的 . 
根据 性 质 和 可 得 如 下 推论 , 如 果 可 插 强 后 所 成 的 级 数 发 散 , 则 
MERRER FKE MERKAR EA, 贴 根 据 性 质 和 二 知道 ， 
A US OA. 


Z., ARAE Ri 
对 于 级 数 | 
Uy us ntu nn 
它 的 一 般 项 与 部 分 和 有 如 下 关系 
Un m Sa — 88-1, 
BERAS OA PAL, WH 


lima, = lim {s4 Al = lim s, —lim 8 41 一 3 一 4 一 心 


FERRERA = n RA B), 它 的 一 般 项 
Us RECTE, RD 
lim wu, = Ü, 


Le 


由 此 可 知 ,如 果 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 零 , 则 级 数 发 散 。 例 如 级 


数 
1 2 3 ni PR 
Bra WW 
Ci oy. 35 n— eo Bl, SEE ES 
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此 这 级 数 是 发 散 的 . 
注意 , gn ROMA TRAD ACC RAR. 有 
TU BL A — a EAE, IELUS POE ACRAS. PER UL ER ES 


i,1 1 
LL 7. TED base A 
i i > i 3 + m 3 ( ) 


它 的 一 般 项 zs 一 二 -0 (n se), RITER ER, 
363: E, BU HR B CD BER, EUR, DR IE 27 e 
ll 
RR E DE 


1 1 
一 | 1 - d- | T _ 
F ( umi y ana t 


- 1. 
HT 于 十 Kë 


1 1 1 


> Dm+1 KÉEN UE PE! 


-4 
2, 


因此 这 个 加 括 弧 的 级 数 前 (me 十 1 项 的 和 大 于 (me 七 D) 去 ， 从 而 这 
级 数 发 获 ， 根 据 性 质 4 的 推论 可 知 调 和 级 数 (由 发散. 


"pu. JES SE 
怎样 判别 一 个 级 数 的 收 伍 性 或 发 散 狂 呢 ? 我 们 有 下 人 述 柯 西 审 
Sa. | 
EREEREER) 级 数 Xu, 收效 的 充分 和 必要 条 件 
为 , 对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 总 存在 自然数 N, 使 得 当 n>N Bf, 
~ BIZ, 


对 于 任 党 的 自然 元 p=1, 2, 8, 都 有 
A l| = 
mi. | 
证 “ 作 级 数 D u, ORAR o AA 
enii usando ttt aas] = 188p 73], 
PEEL Hh 321008 O HR HO, RD RA e 
9/4 ARAS o -L. moet. 
解 ” 因 为 对 任何 自然 数 名 
EE EE tngo] 


= loq 1 zen 4 1 _ 
QE? (m+2) (nop)? 


1 L 1 
TU iD Ot Sr ANS We 


ln m--1 ae | (ric "1 iz) 


ES 
qm 


于 弟 对 于 任意 给 定 的 正 数 o, WC B AMEN eL, tno NM, IE 
m p=1, 2, unn 都 有 

[tnpa aat e E agp] <8 
vi, BEA, Gu Zi 收 全 


H Hj H-I 
- SET ÀIZUIic B h Yl: 
my CS, D SES, 
E e $n 
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写 出 下 列 级 数 的 一 般 项 ， 


1 1,1 
CD e + 
B 4 5 B 


FC Vx 3 
(33 ND O A O 
(C) tata 6 4488 575 


2. 423 REE CREE PUB SORGE. 
D È aTi- AA 


1 1 1 1 
Co . a LO NN NUM 
2, LS $85 BY One ; 
gar ng 
(8) sin = tsin EN +: bin Tm e .| E Bü 


湾 一 般 项 分 解 为 二 个 余 缠 函数 之 差 .|] 


4. PEL TARR CEE: 
B ai ga 
D -ptp ogr t 
:1 1,1 1 1 
(2) zty ttia tas F. 
F: 1 1 1 
O yta tyy 
3 3 


O ptits 


D (ptr) hati) rt) 


1.3 1,14 lad f 
€ utputa tU IS TOP E 


Seo ARH T— — 
(Lb, 


o 
(2 ME E E EE D 
G 3 DE 


(4) 


Au wm) 
> ni EISES on4-3 
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第 二 节 常数 项 级 数 的 审 钱 法 
一 、 正 项 级 数 及 其 审 敛 法 


第 一 节 所 讲 的 都 是 一 般 的 常数 项 级 数 ， 即 级 教 中 各 项 可 以 是 
正 数 .负数 ,或 者 零 。 现 在 我 们 讨论 各 项 者 是 正 数 或 零 的 级 数 , BD 
正 项 级 数 ， 这 种 级 数 特别 重要 ,以 后 可 以 看 到 许多 级 数 的 敛 散 广 
问题 会 归结 为 下 项 级 数 的 敛 敬 性 问题 . 

DL. | 

UH acd edet dne (D 
是 一 个 正 项 级 数 (umz>0), 它 的 部 分 和 为 mw. 虽然 ,数列 s, 1 
词 增加 数列 

ER A 
如果 数列 s, 为 有 界 , 即 ss BARATA, 根据 单调 有 界 的 
数列 必 有 极限 的 准则 ,级 数 CD Pie OCT S, Bosse M, EZ, 
如 果 正 项 级 数 人 收敛 于 和 8s BD lima, — s, 根据 有 极限 的 数列 是 


有 界 数列 的 性 质 可 知 ， 数列 5。 ER, 因此 ,我们 得 到 如 下 重要 的 
结论 ; 

正 项 级 数 CI) Waka ye y d t 65852 f0 349 s, 为 
A, . a 

BUE LED, RUEDA rann | 

UE RUE GE 9 H- -- (2 

把 级 数 (1) ERE, ARS CU XE SUR RS — oW 
iR. 

ERES HRR ki, FE uum n—1, 8, +=), 
m) 25k 1) 4 EE in RR Sud (2) 发散 ， TR tert n L, 2, +) 
5 2:38 CD) 46 e f 


1 
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E EHAGKQDUUESUPR o, 3RH um m —1, 2, +), M2 

At CO BU SEAT 

8g t dr ao Eum äs raus, 
B s, 总 不 大 于 常数 G, PRAE S SE RU 7523 p EAR FERT 3125 38 
CDI, 

设 级 数 0) E MATERIA M mm 一 eenz el, Xd 

tau (no Í, 2, e), MB 

Sa = Urt Uab t -Hiner tit nob Sr oum + oo, 
ES E PE H DA 351 SUN: 
CD ZH. 

ZEE E RC D EE EXC E, 以 及 法 掉 级 数 前 
Dp A M MS AL AARE, AN AA TAE e: 如 果 
BRO 3 EL A o se AAA NE), uu s bv AN), 
MAA MI SUR BC (2) RH, 并 县 从 某 项 起 ， | 
Un 20 e 


58 22386 0D) ui ACT, 
例 +hep 2% 
| L.T, 
i+- tg O CA E (3) 


IBOR, Hop 93k p>. 
* pi. 这 时 级 数 的 各 项 不 小 于 调和 级 数 的 对 应 项 


LL, 但 调和 级 数 发 散 ， FUSE ERRATA, 当 pct nj 


Hat, EEN IT A M E 


i) Genere) 
de pui. us, ^d 


+ BIR + 


ENCANTO 
1,1,1 


e zoe rata 
1 1 
B HUN 


的 对 应 项 ; 而 后 一 个 级 数 是 等 比 级 数 ,其 公 比 am sereni, 所 以 级 


数 收 敏 .于 是 , 当 p> 1 N, BB CO rk. 因为 正 项 级 数 的 部 分 和 数 
列 构成 一 个 单调 增加 数列 ， 正 项 弘 数 各 括 弧 后 所 成 的 级 数 的 部 分 
和 数列 是 上 述 数 列 的 一 个 子 数列 @， 而 单调 卉 加 数列 的 任 一 子 数 
A 因此 ,着 正 项 
REMEI RRRS, Eat, Bibi, He (A) 
e, US) A. 

NI E BERE, 4 p> 
时 收 敏 . 
` 例 8 证 明 级 数 El BRANI | 
E DO, B Sr RET Bi 


xx : 
t, ,-.1 io. 
| à xir -7 BR CN HEN 
idis: MERA 
下 而 给 出 比较 审 煞 法 前 极限 形式 ， 它 在 应 拥 时 更 为 方便 些 . 


比较 审 敏 法 的 极限 形式 ” 设 > "ES SÉ 3) PST EGG 
E nx c E UC 2 


D ASCER AI SNA (MERER) HUBS PEA BEBA 
KREE ee . D. E 
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lim 22 =} (0<I< +00), 


Mo Un 
则 级 数 Y ww 和 级 数 Xl o, DIT CILE 
证 由 极限 存在 的 定义 可 知 , Xl e Ly 在 在 自然 数 N, 当 
n> N BH, # T ES 


H 
2 H 


A _ 
D q "m «d 


即 有 不 等 式 Loy tu D ns, 
FERIR ILAET QOO, manie. 
例 3 aan Xin LCS 
ES | 


wan È 是 发 若 的 ， 由 比较 审 伍 法 的 极限 形式 知道 ， 级 数 


Beini agt o ME a 
将 所 给 正 项 级 救 与 等 比 级 数 比 较 ， 我 们 能 得 到 在 实用 上 很 广 
RI BERLIN EE, 
HERSE GARE As (Alembert) 判别 法 ) REA, 
DIETA ZE e, 


dim fes 
fito y Toro; 


M p<1 RRS o>1 (或 Bm t oo) RR PA 
PRAET AEI ak b TT RE eR | 

E (O 设 p<1， 取 一 个 适当 小 的 正 数 e rB poem rel. 
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根据 极限 定义 ,存在 自然 数 m, nem RARA 
<o +a = r. 
因此 
Un419 P a, Uma Ta na s, n, 
这 样 ,级 数 Vang T naa d Mag t tt 
E Er XL T br ok hu S RR CI E n1) 

Tum + T ia H rt e nt 
AER, ME UA. HTA CD M k E ECT BB m 项 ,因此 
Rue CMA. 

GH) 设 e>t。， 取 一 个 适当 小 的 正 数 e, Hb ooi. 根据 


和 极限 定义 , 当 n> 时 有 不 等 式 
+>p—s>l, 
也 就 是 85,4177 n, 


根据 级 数 收敛 的 必要 条 作 可 知 级 数 (1) RE. 
类 似 地 ， 可 以 证 明 当 Lim P255 — co pt, SOC CD AL, 


Qi) p= 工 时 级 数 可 能 收 敏 也 可 能 发 散 ， 亿 如 人 -级 数 夫 ), 太 
it p AMA 


> 1 
lim A = lim nl =1, 
Ho Uy Ma 0 1 


n? 
但 我 们 知道 , 24 pec RARA, sin BLA 
根据 p=I E MEET 
$14 证 明 级 数 


Le be 


P _. odere 
1121-28 1:3:3-(n—1) * 
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Wu ay FAA RIA s EREM s 所 产生 的 误差 . 
解 第 nn 项 为 


1 
ud 1:28. (n—1) ? 
. Mail _ 1. . 1 _1 
TAR La Did MB m 
RUE De ic mnt, 
18 H6 Ho 45 RE 2k zk uj ALTEA CC 
以 这 级 数 的 部 分 和 近似 代 蔡 和 * 所 产生 的 误差 为 
1 i 


— J. -L EE E 
db ai ` CEST (n+2) 1" 


- 1 1 ue LL i - aen 
"UE CESVICES B ) 


nl JL (m—i)(n—1)1" 


i9 108 T 398 ^7 
B)SU HE, 
N 第 ”项 为 

u DI 

"= Age 
saz uny MAD att 
于 是 得 " 7510937 m! 10 ? 
因此 Jim “et = lim "tio, 
JB 38 r A cT HAU AAA 


| 002. 


86 amas S oL vaa. 


Magl (2n— -1)+ n 
8 Um p^ lim CESET 


Rif pc-1, HARTO ARO GARAE on Gr de ll ER Se 
1 


HA 2n 2n—12n, 所 以 Tn RE . MAX + p 


rak, Pa XC H Er COH pA a CC Sk 
MERA AAA) BERK OD 的 一 般 项 ww 的 名 
次 根 的 极限 等 于 o. 


lima, = p, 


则 当 p< HR, p>1 lina, 一 十 co) 时 级 数 ( 卫 发 
BL, p 一 1 时 级 数 ( 力 可 能 收 训 也 可 能 发 散 . 

这 个 审 合法 的 证 明 与 比 全 审 敏 法 的 证 明 类 似 ， 读 者 可 自行 给 
Hi. 

$17 证 明 级 数 


1 1 
lcu Wé 


Beak, IMA ASIA s 近似 代替 和 s 所 产生 的 误差 . 
解 BD um 0 (no), 

Br UU E fes T TET O. 
以 这 级 数 的 部 分 和 a 近似 代替 和 s 所 产生 的 误差 为 


1 1 H 
Tal- mp E (n4-2)"7* 十 Taf 
1 i 1 
< Gri" (n4-1)**3 + (n4-1)"* 
niat D 


+. f 
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. 二 、 实 错 级 孝 肥 其 审 化 法 
记 谓 交 铺 级 数 是 这 样 的 级 数 , 它 的 各 项 是 正信 交错 的 ,从 而 可 
AER FER 


qu tta Y tig Mate (5) 
或 — Uy d Ug — Vs cs a 
其 中 aa, a, c REER. 我 们 来 证 明 关 于 交错 级 数 的 一 个 审 9x 


CI LIO Pit Ej 703-298 ”如 果 交 错 级 数 (5) 满足 条 


ES 


a) Un Wnt1 (n=1, 2, 8, Ue) 
G limu,— 0, 

IAEA, BHH s<, RARE r, 的 绝对 值 |] usas, 
证 先 证 明 前 2n 项 的 和 的 极限 lim sa TERE, JEDE sm 写成 


两 种 形式 : 


Saa = (u1 — tia) + (tug — 4) + ee Cm 1 Yon) 
p 


San — 44 — (Ma — ttg) — (ua — Un) — 7 — (Mann — Man 1) — Vas. 
根据 条 件 O AUT AA ARA RA. 由 第 一 种 形式 可 
部 ss, El A ATA, 由 第 二 种 形式 可 网 sucu. TE, 报 据 单 
调 有 界 数 列 必 有 极限 的 准则 知道 , 24 n 无限 增 天 时 , sn 趋 于 一 个 
HE s, HB a 不 大 于 aa: 
lim 598 <uz, 


再 证 明 前 2n--1 mAIRE A R lim sn, 3695 E, RMA 


Sunt Sas 十 Mt de 


tZ PF OD 2 lim Want1 77 0, Ej Jit 
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Vin $3444 = Hm (5-052541) = 8, 
hoo PE 


ZU EL EPS 28 53, EAS) 384 ANA 4 n— eom] E. 
ARE s. 这 就 证 明了 级 数 DATA s, H s<, 
BIE, AE RH SD r, 可 以 与 成 
和 一 E (Mati Unpad, 
其 绝对 值 Je, = Una Maach ze, 
AMM AER, 它 也 满足 收 伍 的 两 个 条 件 , 所 以 其 和 小 二 
级 数 的 第 一 项 ,也 就 是 说 


EA 
延明 完毕 ， 
例如 , 交错 级 数 
d Dt 
满足 条 全 


(i) t Ep Tea (n-1, 2, se) 
ER. 
GD Hmu,=lim 1 0, 
PUERROS, Has. WERN mmm 
1 1 


= ` — 1 —— x. — n-i 5. 


作为 * REDHA, DIERRE du] y (us), 
2o E, Maige- 
设 有 级 数 
ta ` (6) 


其 中 a (a=1, 2, +) 为 任意 实数 , 则 其 各 项 的 绝对 信 组 成 正 项 级 
ZS 


halla | + EE +.. 7) 
23 Y AA (OWA E, DANZA Sl F anne, 
定理 1 如 果 级 数 \6) 的 各 项 的 绝对 值 所 级 成 的 级 数 (7) 收 
Sx, U BELO) Sx. 
E BRATS, + 


EEN (n—1, 2, 8, +y. 
显然 m0, 并 且 vem Dus], BEBA 都 不 大 于 级 数 (T) 的 对 应 
项 ， 于 是 ,根据 比较 审 敏 法 ; 正 项 级 数 Š) o, 收敛 , 从 而 Ži Ze 也 
收敛 .但 是 


uy 2247 ul, 
BE EJ 26 3 (6) E: E WR c DRE RURAL FË B, 
Ep Y Qw — [%1), 

因此 ,根据 级 数 的 基本 给 质 2 OL ENE, 

这 个 定理 使 得 许多 任意 项 级 数 收 全 性 的 判别 问题 ， 化 为 正 项 
级 数 收敛 性 的 判 划 问题 ， 事 实 上 ,将 一 个 级 数 的 各 项 取 绝 对 值 ,得 
到 一 个 正 项 级 数 。 如 末 用 正 项 级 数 的 审 襄 法 证 明 它 是 收 化 的 ， 则 
原来 级 数 也 是 收敛 的 . 

一 般 地 ， 如 果 级 数 (6) 的 各 项 取 钨 对 惜 所 成 的 正 项 级 数 (7) 政 
人 敏 , 则 称 级 数 (6) 为 绝对 收敛 级 数 . 


例 8 证 明 $5779 是 绝对 收敛 级 数 . 


证 “因为 |- 全 | s.l quae Sl kam, 所 以 级 


a 5 ZU IN AR UAAR. 
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+ 


应 该 注意 ,虽然 每 个 绝对 收敛 级 数 都 是 收敛 的 ,但 并 不 是 每 个 
ABRA AA. MA, SS 


Lt _ 
EE 


HAMACA, KREE nà m E 3⁄ 


i EL 1 ll. 3- 1 DEE 
Liesch 


la 


one BI. 
MEJO A, WEM ATR AASR AR 
(7) 发 向， 则 称 级 数 (6) A A a Y] CHE 
Bäim, 
绝对 收 敏 级 数 有 很 多 性 质 是 条 件 收 伍 级 数 记 设 有 的 ， 下 面 给 
出 关于 绝对 收敛 级 数 的 两 个 性 质 . | 
“ER? ERRATA Eg: ($C 
XE SE BSI R HTE). 
”证 (D) EEN ARENS RRE, 
设 级 数 
tata e ta as 
为 收 敏 的 正 项 级 数 , 甚 部 分 和 为 ss， 和 为 s， 并 设 级 数 
Ui deudas 
为 改变 项 的 位 置 后 构成 的 级 数 , 其 部 分 和 为 式 | 
TAE MEME, 取 m 是 够 大 ,使 加 e, …, r A 
都 出 现在 sa — 9 d- rus 中 ,于 是 得 BENE 
3, & $4,778, 
Ern. Sala RATNA, MEDEE S, AENA 
DE REREN 3228-6 2 REA 


'. 997 - 


Hms =g . 


另 一 方面 , 如 果 把 原来 级 数 Yl u, 看 成 是 级 数 E vs 改变 项 的 位 
置 所 成 的 级 葡 , 则 应 用 刚才 证 得 的 结论 ,又 有 


sss". 
SI ETE PA P A 2655 I] EST Rv, EA 
gos 


(2) 再 证 定理 对 一 般 的 绝对 收敛 级 数 是 正确 的 。 
设 级 数 M pu e. AERE 1 Ia Dä 
Un = 24 一 [5s], 


而 $ s 是 收 伍 的 正 项 级 数 ， 故 有 ， 


EZ 


m= È (am 一 la) = È 2n - X Wt. 
车 级 数 D u, 改变 项 的 位 置 后 的 级 数 为 Š) ul, MA Mh >» 
改变 为 Y aÇ, > | 由] 政变 为 $ leti, m CO SETS AU Mii ST 
È n= 3% Y laj- Y hal. 
Bibl 
à 22 d $ l= $ 2m $) ul = 

TC BAUR OLULIEA EE 
EO r, | | 

设 级 数 > ET y e, HIE. SEAS FIAR, 


VEHI CBS PREGA EAT RED SER uos, E—1, 2, 8, +), 这 
BE 3E DA m Ae. 
. 298 x 


$403, Ga, UU, nn, Be, zer 
Uatt, Maps, UgUz, ***, Mi, "rz 
Vau, aa, Mola, (t, UgU;, * 


A EE 


Ar rr rr mr 


这 些 乘 积 可 以 用 很 多 的 方式 将 它们 排列 成 一 个 数列 .例如 可 
以 按 “ 对 前 线 法 "或 按 “ 正方 形 法 "将 它们 排列 眠 下 面 形状 的 数列 
(11-2); 


对 角 线 法 正方 形 法 
LN uus vuv HU, rm? | ` 
Da P “一 ! La 1 a uo, uta W,Ug jt 

Pd 
LUI Uta Hoty UA n.. 

e e Ca e tt; [I] EsTa Ines 
Ust. "Tak eh Wy. rr 

一 < San Woe ` Gap |] + < 
Hai MUs ` Hat WPi e | 
..7Z..Z. ........ w. * * 8 o9 39 t t n 

E 11-2 


OM BERI aun uisa, Ve Mis, Mata, Ugaz cin 
CER) MUn Uto, afin, Weis Mala, Mats, ate, 
Usta, Way tt, 
把 上 而 排列 好 的 数列 用 如 号 相 联 , MERA, BATA 
按 “ 对 前 弘法 ”排列 所 组 成 的 级 数 


tatt (uyta HU) 十 一 十 rtn Ma. ado tt 93) ent 
为 两 级 数 Š un 和 E v HARM, 

"ES (ERAN) GR Me i 2 o dg 
AH USE, 其 和 分 别 为 和 o, MENA 


«029. 


tatit (a ugm) Jaen 
+ Quat, Fuga a det deg e ee (8) 
ECHABA, 县 其 和 为 sc. 
证 考虑 把 级 数 (8) 的 插 强 去 挤 后 所 成 前 级 数 
UV] ës Uat H e Lass, (9) 
DARRO AAA ARA w, WU IH 26 93 38 AAA 4 及 
比较 审 雍 法 可 知 , 级 数 (8) 也 绝对 收敛 且 其 和 为 ww, 因此 只 要 证 明 
SUCCO) BEER 0 Rm an — so 就 行 了 ， 
MEAE E SOEA ES S 
设 Wa 78 58 3⁄8 COO BJ Em 20 2y 9] Hz 85 34 (RIETI TE PE ÉS Tn, 


SENGER 


显然 有 wn< È js È jol AB, 


由 此 可 见 单 调 增 加 数列 20 I^ PARERE AB, 所 以 级 数 (9) 绝对 收 

(2) 和 再 证 w=s*0, 

把 级 数 (99 的 备 项 位 置 从 闽 排 列 并 加 上 括 强 使 它 成 为 按 “ 正 方 
形 法 "排列 所 组 虑 的 级 数 

Vat 2- (tatah tatg T at) + n 
+ Cuts Cafe ole nt He ea dri dott uam) en. 00) 
根据 定理 2 及 元 穷 级 数 的 基本 性 质 和 可知, e EECH 
这 样 做 法 是 不 会 改变 其 和 的 ， 容易 看 出 , 级 数 (10) 的 前 名 项 的 和 
恰好 为 
(tts Hua e d ug) * Ct e ab 4 08) = 88 * 08, 
ES JC, q 0 ARKA, MA 
ep — lim (3,705) 2*0, . 
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3 m 11-2 
UR 


eb. LEA AAA 

2. 142. 143 
(35 14 E 15 deed 

1 | 1 | 
GE 
(D sin > -&n a sin 55 eg 
a 1 

5 Xa — ur 00; (6) pi aa? 
2. SSES 

8 3 3? o Ap 
DA D 23S 
(3) E, (D Ante E 
3. HIRE OEA PARR AIE: 

= n ul m 1 , 
e AR (2 Amour” 


e msn) 
c) LY Rt aan 00), as, b, a DEER 
4. ROI TRU el. 

o» patr oro) 


12 P B 44 
(2) dr" 3r Tar + EI grotu 


- pdl 
5 > napa) > 


c B Eid 
EY sn PE 


E Fl 
COELEN EATEN 


3. 1 


El 
一 一 十 -一 一 十 -一 一 一 十 m0, 5205 
Gib tarit warp r (70520 


(5) 
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CL, (007,05 ,.. 
G) gar t'a ida 


y "E 
a. PECOS ER 


o 5 
EE a SES Je sal Pe Sic TE 


1 1 1 
Di 


D Jos 


. 1 

CÓ GRA 
( — I 
yaa d. 

o Scope T. 


i . m Le, d o a 
(85) ESCH gn "9 ef PI g Fr Bin “Y 


“第 三 节 PRAWE T-AM 
一 、 广 义 积分 的 审 伍 法 
在 第 五 章 中 我 们 已 经 引进 了 两 种 类 型 的 广义 积分 的 概念 ， 积 
分 区 间 为 无 穷 或 被 积 函数 在 积分 区 间 上 具有 无 穷 间断 点 . 在 那里 ， 
我 们 通过 求 被 积 请 数 的 原画 数 ,然后 按 定 义 到 极限 ,根据 极限 的 存 
在 与 否 以 确定 广义 积分 的 合 散 性 . 那 末 , 当 原 函数 不 易 求 出 或 不 甬 
REN, KERRIE ARAHAN? 现在 我 们 拒 研 究 级 
数 所 采用 的 比较 原理 以 及 绝对 收敛 的 概念 类 似 地 应 用 到 广义 积分 
上 去 ,从 而 建立 了 广义 积分 的 审 伍 法 . 
先 讨 论 积分 区 间 为 无 穷 韵 广义 积分 
| +tode= lim (Gods. 
同 正 项 级 数 的 比较 审 伊 法 相似 ， 对 于 非 负 画 数 的 广义 积分 有 如 下 
. 232 。 


前 比较 原理 ， 
HAM f(x). ye) 在 区 间 le, 十 00) 内 连续 。 如果 Of (c) 


«gi, 3B |” gode ag, | Tode tk R. ROS 
gG) </G), 并且 | god ti, m | (yaz 也 发 散 

"OE, B a<b<roe, WÉI OO) 及 | gede 
kar, RE 


f, reyde< f gdes | ga 


因为 让 /Co) dz 基 睛 5 单调 增加 的 ,而 上 式 志明 它 又 是 有 办 的 ,所 
以 极限 Tum [5 (de freides 存在 中 ,也 就 是 广义 积分 


| jd 
irik, 
WE OSOS, Di 


LëteiéeL glade. 


Dateien R "7 eas ARO, Sda 随 5 增 大 而 趋 于 
EFK, DARA lim | Jde 不 存在 , 也 就 是 广义 积分 


NEC 
st. | 
我 们 知道 ,广义 积分 |” Tede (a0) 当 p>1 时 收敛 ; 当 
PLR RB Fit, W gO) = (A0), 立即 得 到 下 列 广义 守 


— 


已 ”这 里 根据 “单调 有 办 变量 必 有 航 限 "的 准则 。 
e 233 ， 


DIA DI ua 

比较 审 钱 法 1 设 函 数 EE a oo (27-0) A I 
gn 并 且 (020, RRE M0 E p>1, BA FG 
(aa o0), MIRA [7 Gn) da ics 如 果 存 在 常数 2-0, 
使 得 FG) D ase +00), aras f Fede SE, 

BRI 判别 广义 积分 |” me, 

解 or 


3G 
1 1 1 
ENS aW 

IHE BG EO QS, KALRA. 

以 比较 审 敏 法 工 为 基础 ， 我 们 可 以 得 到 在 应 用 上 较为 方便 的 
BRE dt. 

极限 审 合法 1 RAR) XE DEB] oz --oo(a> 0) A 
续 , 并 且 /Ke) 关 0 如 果 存 在 常数 2 使 得 lim anf (a) LE, T 
广义 积分 | reide A iR. lim ef) =d>0( lim af (z) 
= Fee), 则 广义 积分 |” (ayda E 

证 设 lim af(e)=o (po1). WARR ER, ži RAS 


KEJ, eue, DA 


if (2) —e| «1, 
由 此 得 0 «aff (a) «1-0, 
4 120 2E 0, TER Hl an den HRERS (a «cT. 
irr. rp Ln |” (Gode 收敛 , 即 极限 De f Fad» 
存在 ， 另 一 方面 ,根据 积分 的 性 质 有 有 
| zeyas= P roder| fado, 
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+ wan PRI ai Las da LN TNR Ja enn nt ABS 


Le burros, FIAR lin f Fido 存在 , Wy" X 


ima 

ky. 

如 果 lim af (e) =d>0GR +00), RIS z RAAI acra 
g, 必 有 

laf Cw) -d| c£, 

由 此 得 | TORES 
Qi lim gf(a)= +o BE SERE AGERE D. 2 $ 
于 是 在 区 间 a 二 ce 内 不 等 式 Ziel m 成 立 .根据 比较 审 
MALM ST fodo 发 散 ， 又 由 等 式 


=N>0, 


O Soda 
iH, pp Em | (o) do 不 可 能 存在 (否则 Dm [ Fdo 也 要 


存在 ， 358 [7 ¡(de REFI, LRA |. Zeie SR. 
证 明 完毕 . 


B2 尖 别 广义 积分 |” e sth. 
s BT 
1 1 
lim gh. ——— = lim T= 一 一 =1 
gore TUER Sien d Í ? 
i iru 


BRI BRL, ERAT SC KQ. 
an 判别 广义 积分 |” 一生- de trc, 


一 


解 由 于 


0 ANE 
lim e.a lm erc 
E RREA 1, Bras AMA A 


8,4 判别 广义 积分 |” 0182. ae ikte 
H or 


lim g 2 te o 
a 


lim = mig d 
Pris HES. | 
对 于 具有 无 穷 间 断 点 的 广义 积分 ,也 有 奖 似 的 审 徊 法。 
我 们 知道 广义 积分 
` de 
Lats | 
M gli, o long 
比较 审 敏 法 2 MEAR fo ER e<o< o AER, FE + 
[(02090, lim f(s)— teo. WREE RA M> 0 Rgl, 使 得 
JOD TM 


ay Ha (ae b, 
则 产 义 积分 | fde icit më ADR qol, 使 得 


TOLET (amb), | 
ar xm [reas 
RRES? RAR Sæ E R A aceh piu, 3tH 
J@)>0, lim f(z) 一 十 0。 如 果 存 在 常数 0<g<1, 使 得 


Jim (e—a)*f(2) 
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存在 , 则 广义 积分 reide tk; 如 果 存在 常数 >L 使 得 
im (eaj (2) -d>0 (或 lim 人 ze 一 of 一 十 oo)， 


mr aen | (cos Sp. 
例 和 判别 广义 积分 | C arce 


e ”这 里 积分 下 限 0-1 BARÓ IA. HS 
MA 
. 1 
nie Uer im Tia, 
x 


Shari LP ES. 
Së pie 


lu = = pa; Ce» 


Ë Sk Rk PE, 
解 OIXHUBDO EB m—i AET AKA RARA, 由 于 


Jim - ei vo iut ES 
Wues — a == UST ey 
根据 极 眼 审 伍 法 2, 记 给 广义 积分 收敛 ， 
假定 广义 积分 的 被 各 函数 在 所 讨论 的 范 国内 可 取 正 信也 可 职 
E. TRR ARARE, 我 们 有 如 下 的 结论 ; BL GO 
在 lg， 二 0) 内 连续 ,如 果 广 义 积分 


| ien ido 


收 敏 , 则 广义 积分 
NEC 
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KA stage | fode EMA (关于 无 穷 间断 点 的 广 
义 积分 也 有 类 似 的 结论 ). 

REL Fow AHO. TER R oeo, 
FEOS IF |. FIR | 7 SO jde DS. AS | eode 
UKA, ALSO 200) 11601, 因此 


| peas = 2 | glade- | 1500 jda, 


从 而 有 | j4Gdz-2 [7 pwde- [7 (e) ldo, 


可 见 广义 积分 |” Sode 是 两 个 收 全 积分 的 部, EEN, 
87 判别 广义 积分 | sindede (a, b RARA, Ha> 
0) it Stat, 
解 RX lesin ba] cet, m |” ect do icit, 根据 比较 
原理 , 广义 积分 | lesin dede tra, ii NOAA 
广义 积分 绝对 收 笋 。 


=. r= = 
现在 我 们 研究 在 理论 和 应 用 上 有 全 要 意义 芍 T-BR. xx = 
数 的 定义 是 
P(e) = V etat da (8520), — (1) 
首先 我 们 讨论 0) 式 右 端 积分 的 化 获 性 问题 ， 这 个 积分 一 方 
i8 834 DX [8] 29 2533 , 53 — JH s—1—<0 时 被 积 函 数 在 0 — 0 处 有 
lët. DI. SEA EISE FAMA 


CL 55 
:一 | 8a ida, EAR 8 af 7 da 
Jo 1 
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HARTE. 
先 讨 论 五 , 当 sri mf, T, EREA Y 0<s<1 BFF, AA 


i 1-:.<1, A 3, 广义 积分 T, est, 
语 讨 论 La, 


gett 


lim a*- (0 at) = lim £ 0, 
根据 极 恨 审 仇 法 L, Ta dulicat, 

南 以 上 讨论 即 得 广义 积分 |” = “arada 对 一 切 s>0 MAR. 
本 -函数 的 图 形 如 图 11-8 所 示 . 


其 次 我 们 来 导出 九 -函数 的 用 个 重要 VO 
kE BR. 

1. MEA DG-1)-sDP(5 (20 ^4 
成 立 . 2 

证 Ex 1 


D (+1) [ e anda = lim lim "z "ando, 0123 3 
° boc #—++üÜ Je 
应 用 分 部 积分 法 ， 图 11-3 
> b 
上 ed- eise zer de, 


而 Hm lim [eta] —0, Br EJ 


Lakes Sat 


Ch EI 
I'(s--1)-— Hm lim d 677271 dag —s f e fut da Si (8), 
& 


bere Cath | 
显然 ， rD = [^ eedan, 
反复 运用 递 推 公式 , 便 有 
rr ED =1, 
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r'(8) -2-T (2) «21 
ri 28: T (S «81, 


HARI 


— HL, ME ij yE 52 m, HE 
T'(m--1) = ni 

所 以 ,我 们 可 以 把 T-BANEN. 

2. gs r0 m, Tet, 

证 ”因为 

ro EL rm, 

MUY s r0 Bp, Ps) >+00, 

3. & P) - |^ ee das ERR ml, RE 

Tra? IN e * yaa dy, (2) 


BA m-l-0mb s =Z, MA 


[ena pr (LE, e 
EXA A ERA, ERA DEOS EXH DAR 
算出 来 | 

EOF, Ae, AULA T ST B MER, R 


"Lëlz, et v. 


za Æ 11-8 
1. 判别 下 列 广义 积分 的 仇 歼 性 ; 
O Pag >o ER, 
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. += b + hd 

[em e f zv 
ze, 1 Va de 

(8) Í” an Z dz; e [^p 
- n ， d 

€ [| YZ da; o ago 

= at . 2 dz , 

D | O | >= == r: 
+= de Zen In 

Oj sac ol Za 

2. IER, 并 指出 这 些 积 分 的 收 全 范围， 

QD |” —=as (i053 e f (i LY as 

(3) INE (n4:0). 

8. ip (EE sb pop fi Ak. 


4 证明 以 下 备 式 ( 其 中 “为 自然 数 》; 
(1) 2-4.8-....2n--271'(n4-1); (2) Lä, Ben nD 
(3) sm PG =22 1D OT (n+ i, 


Chiti Legendre HEAR), 


第 四 节 S 级 Y 
一 、 范 数 项 级 数 的 一 般 概 念 
设 给 定 一 个 定义 在 区 间 工 上 的 函数 列 
ea), us(m), (a), —— w, (a), 
WRF | | 
ta (2) tuale) tuto to Pula) +. (1) 
MA CIO EFRA, 简称 (函数 项 ) 级 数 . 
对 于 工 上 的 每 一 个 值 m， 函 数 项 级 数 ( 卫 成 为 常数 项 级 数 ” 
e 241 - 


t C99) Huso) + U (eÁ) H- T tt (o) 十 …- (2 
XX 4-22 3k (2) A EM RR. URI, IR mo 十 
AMA OO O. MED A, NTRA zo 是 函数 项 级 
3 IBU AK NK. MBA CD EA d AAN E BL 
Se , A ABLA AEREO ARO 
A] PUERMA — Tr Ao, ARI A — A BU 
常数 项 级 数 , AMA MERR.. RA 在 收 货 域 二 , 函数 项 级 
数 的 和 是 “的 函数 s(w), 通常 称 sa) 为 函数 项 级 数 的 和 节 数 , 这 
OE SORA E BOO, 并 写成 
sí) =41 (0) dua) -E ual) ++ S (m) Hen. 
30, b 8 8e CD dr BI n DURO BEARES x), MITE St 
lima,(z) —-s(2), 
我 们 仍 把 7, (0) = s(z) 一 lw) BH TERIS IT NE 
o ERRE r.o) ADO, 于 是 有 


limr, (e) = 0, 
$00 


T WR 16 AAA ÓN ed BO O RL 


mE LI Rid 
ëm rhel an ALA ABRA, Co 
Jë XXE Q 
de tmw tamt e aue" 3- nn, (3) 
其 中 常数 o, a, ay ce, Ge **" MERA PAL 


D WARP RERE ao a (9 — mo) ras Gr — dg) 8 H- Fas (1 gg) A 
SIT Cou sg, 就 可 以 把 它 化 成 GOBUES, EARO Ad A HRS 
iE, 
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14-0 a? p re dea den 
robar e 


TAR, 

现在 我 们 米 讨 论 ; TAREA ER E A 
域 是 怎样 的 ? ED < äm RE AO, IA A 
BBC XX MNR JE he en KEIER, 

先 看 一 个 例子 , 即 考 察 轩 级 数 

lie+mi 29. 000000 f 

ERRE o FA ai, leet, 2228 3808 Sk SA 
Lus M leid B, R A RUK. DE. AIR NR 


ER 1, 1), EUA —oo, 一 习 及 [1, +00), WF o EX IR] 
(1, DARE, M 


tt arte. 


在 这 个 例 中 我 们 看 到 , AREA ERA ANA. 事实 
LE) ABERTIS, RIA FE 

定理 1( 阿 贝尔 (Abe) URANO) a+ 0) 时 收 
w MEETER |r] <ln ti e BR, E 
Z=, IR HABRA, MES FAA cj] 89— - 
tl c 6 EELEE- A 

证 先 设 zo RRR OHREN BI 

Ay lo t Gv ne ae 
rz AA EZ, UA 
lim sei = 0, 


于 是 存在 一 个 常数 M, 使 得 
> 943 - 


"oa A (n= 0, 1, 2, e 
这 样 级 数 (3) 的 一 般 项 的 绝对 和 值 可 以 写成 
y | E 


va i 


lasz*| — | anar» lait] La. 

x ZC g j” lel 
E o PALIAR sort Eo <t), 
WARR Y lao] ER ERRAR O RI 


ES RAS A RUE BA, MARA s= r 时 发 
艇 而 有 一 点 各 适合 e> |z] 使 级 数 收 敏 , 负 根据 蜀 才 证 明 的 定 
理 中 第 一 部 分 ， 级 数 当 2% UI, MAGMA. 定理 得 
TE, 

ES KEE s= v, AO, BIS F IX fi] 
(— [2o], 1201) BEA z, HABBO: 如 果 医 级 数 在 z— zo BE 
RE UNTAR eol, [m S EE a, 等 级 数 都 发 散 ， 因 
DES APART RE #£ D n, gr ER Z a. 

YEAR CERO E BECA ceto. (不仅 是 原点 ) 也 有 发 散 
点 ， 现 在 从 原点 沿 数 轴 向 右 方 走 , ARAUCO, AMARA 
到 发 散 点 、 这 两 部 分 的 界 点 可 能 是 收敛 点 也 可 能 基 发 散 点 ， 从 上 原 
点 沿 数 轴 向 左 方 走 情形 也 是 如 此 PTAA P E P 在 原点 的 两 
制 ， 且 由 冠 理 工 可 忆 证 明 它 们 到 原点 的 上 距离 是 一 样 的 \ 图 1140. 

| p p _ 
"H oc O P T 


从 上 面 的 几何 说 明 ,我 们 就 得 到 重要 的 推论 ， 
OREA) 不 是 仅 在 4=0 一 点 收 化， 也 不 是 在 整个 数 轴 
上 都 收敛 , 别 必 有 一 个 完全 确定 的 正 数 REE, TRATAR. 
当 [o] < 五 时 , HAS) 48 8 288, 
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当 js] > R HARO) ER 

So=R Eps- Rp. FARRO) E RE Siti Sy BE EHI. 

IE3K F 38 % up Kar at (SACA, RRA 在 o — +R 
MERO REE AREA, E), [— R, E), (— R, R] 
或 [一 号 R] Eco, 这 区 间 叫 做 每 级 数 ( 人 全) 的 收 敏 区间、 

如 果 需 级 数 公 ) 只 在 e-0 AE en, 则 规定 收 敏 尘 径 召 ~0, 这 
时 收敛 区 间 只 有 一 点 g=0; MARRAS) 8 o BA, Wa 
定 收 化 半径 B +00, 这 时 收 人 误区 阳 是 (一 cc， 十 co)， 

下 商 讲 需 级 数 的 收 敏 半径 的 实际 求法 . 

ER? 设 极限 


lm: ! fact | 
| 


+00 i [ra 


其 中 aa ERAS) RATA, 0 


(H) p=0, Y R= roo 
Gil) p=+00, M R=0, 
证 FRIOS) Py 8 Dr A 3k 


=p, 


Leu] + [ese] + jasa? | he Jana” | He, oi 
这 级 数 相 邻 两 项 之 比 为 
| = iei al, 


G) 208 lim El E 


pla! <1 RI eil Wf, ZUR CD cA, 从 而 级 数 (3) 绝对 收敛 ; w 


ple|>1 El el 时 ,级 数 (发 向 并 且 从 某 一 个 开始 
[annet > | eye], 


ERAT Jaa) ARTE, 所 以 Gm 也 不 能 趋 于 零 ， 从 而 级 
数 (8) 发 散 ， 这 样 ,必然 是 收敛 半 色 为 p— 


GD 如 果 p=0, 网 对 一 切中 — -> 0 (n— oc), HB) 
SECO MIO AO) sk TE R— +eo, 

(H1) 如 果 Aen, MD TER s 一 0 外 的 其 它 一 切 s 值 ,级 数 
(4) 痢 不能 收敛 ， 这 时 级 数 (3) 必 发散 ， 否 风 由 定理 1 知道 将 有 点 


ei Rk V C rak. Fa R=0. 


Wil IRGERSUM 
— ah (A 
ATAR AA A, 
AE 因为 
1 
vele pet, 
75 
Sai 
R-L-i 
对 于 端点 4= 工 级 数 成 为 变 错 级 数 
e + CDE, 
AE: 
对 于 端点 1, 级 数 成 为 
oo i — ， 
级 数 发 散 . RAR, 11. 
Dä seg 
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n! 
BW S MES UN 
ER 因为 
1 
Lam a que MED! oq _ 
e m Un Dm Lim ntl ? 
mi 


所以 收敛 半径 R— +00, AMB AE (oo, +00), 
例 3 REAR Dnie 的 收敛 半径 (记号 01 1), 
MC 因为 


e= Em = lim 
fed Eno, Reca 


SEI bt R=0, 即 级 数 仅 在 z— 0 ALCA. 
DA Rm È CAL 的 收敛 半径 ， 


dch (n1)? 
E UCRSCPATOCHGE, 定理 2 不 能 直接 应 用 .我 们 根据 
HBH SUE SOR ie SE. 
m [20 * 30]! rro (091 am | 一 全] 了] 


! Bara! 


mtt) ! poo, 


Gë | Len [32198 ' (at 33 
当 4|e|A<1 Bil ]o: < bast, 2H jej >L Hi el zë 时 级 
BRM. FUKARE R- T. 


=. =s s= 
DURER Sir 
Got q im 4- Gam? H- Lei s. 
É bat bist ba? LL Buff e 
pa SD D B) E (— T, B), dr R0, rn 对 
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TRAMA RR, 可 以 进行 下 列 四 则 运算 : 
WME: 
(ao es 二 iawn 十 
-H (ba bao baa? A e hw" e) 
= (aot by) + (a+ bajm + (aat ba) a p + 
+ (a ba te, 


减法 : 
(eot aw- aam ten Lay ate...) 
— (bot bya + baa? t ba Q.) 
= (ao — bs) 十 (et — bi) m d- (a2 — bath ere 
4- Ca, — b, )a ass. f 
撒 据 无 穷 级 数 的 基本 性 质 2 上 面 两 式 在 (一 豆 局 与 (一 BB， 
EPRE EK AR A or. 
RE. 
(Ge aat d- as? - o L aue de ) 
* (bot bum Ti EDO, 
7 aobo + {oobi obo 5 Caoda FT aibit abo) a? te 
+ (aab, H a354 a bo) a e ss, 
XA BEARD, 可 以 证 明 上 式 在 (一 下 DER, 
已) 中 较 小 的 区 间 内 成 立 , 
除法 ， 


ttam tag Hen Lau e 
Do + bam Lat? c+ Due + EN 


— 0g - Gub o Leet, 
这 里 假设 加 去 0， 为 了 决定 系数 60, Ca, 02, t, Cn "可 以 将 级 数 
da D om 相 滋 ， 并 令 薪 积 中 各 项 的 系数 分 别 等 于 级 数 
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ipe 中 辣 次 宕 的 系数 , 即 得 ， 


Z= botos 
E bins + bei, 
a= Date 十 biti + bata, 


ARREARZTERARRRHARRRRRARRRAR RETINA 


由 这 些 方程 就 可 以 顺序 地 求 出 co 01 ，oa cy n 

相 除 后 所 得 药 圭 级 数 tou 的 收敛 区 间 可 能 比 原来 两 级 数 
MORAL CR, B), (E, RO AMARE OD. 

关于 短 级 数 的 分 析 运 算 ,我 们 有 下 列 结 论 @; 

1. REC) 的 和 函数 stz) 在 收敛 区 间 (— 2, B) 内 是 个 连 
Sg. 

9. San 的 和 函数 stz) EEE A, E) 内 是 可 导 
的 , 并 且 有 逐 项 求 导 公 式 


(a) -( > a) = $ È (any = S ane 2 (5) 


mis SS E O AE ir boZ E, 
SKS tum PASABA sl) AI 
闻 内 具有 任意 阶 导 数 . . 
8. WAR COITU ES BI. stw) ÆRE A E) 内 是 可 积 
的 , 并 且 有 逐 项 积分 公式 


+ A — Sf nda Wy fn +1 
f sende "Ux a.u Je 2 QUE da A nli el, (6) 
O A 
FESCH L =l Prado Pr + 
这 里 级 数 È tr 一 1 È 1 EA LES (Edidi Foro 
BUE BI (一 + DAR, 
O ERAS. 


o BAG 


其 中 !z| 一 喇 ， 逐 项 积分 后 所 得 到 的 宕 级 数 和 原 级 数 有 相同 的 收 
SEG R. 
Hk bF, MARRERO 8 E o R e 
— B) Mili E o RR o — B) Ab, GRO) R (6) RL. 
例如 , 已 知 
1 


4 


利用 结论 2, BRE, 得 


La (lxx, 


a= 
AHE 8, 08 lz EMS, E 
I 1 1 
一 n= aee WË igual 
In(1—2)-&4 gy (Cisl), 
3 m IA. 
E RE E EC RT: 
(12 m-F 2g. dal. 
Gn l-r a T 
x z? w? 
Otras 
、 z mz P et 
Mtra taa 
` d 2 3 | 23 BER : ^ . 
GS umaku FT 
a, _ a genti 
(5 A 2 Ze CL 
Ceo > 2n- L qna 
n=! Dn 
(gy Ez 
` ? ml al Ké 


2. SIS Ar STE, E FPM 3k AUX A PIE Bu 
- 280. 


(D E ee 


` c. gir r m . 

x 2 dj E A 

QD eo ini, pang E 的 和 
d 3" 585 i isa 82. 


第 五 节 SIS 
—. m 3 uu 
在 第 三 章 第 三 节 中 我 们 已 经 看 到 , FRA f (w) 在 点 4 一 如 的 
Ee RARA AR DAS, MA Sat 
Fi) = f (zo) tf (mo) Gu wo) 


> Qf Uma) Ji (a - 9) 十 a EG) Ce- ito)" + BR, (2) EN) 


Exc, 其 中 Rao) HA H 78 2 38. 


ROL DE my, 


是 和 与 xo 之 间 的 某 个 值 ， 这 时 , SOA n KEAR 
Pa (x) = f (zo) + Ff (zo) (s ~-o) + Ge) to 一 co? »" 


q e fe EDF 
P 


(m— d (2) 


REBR, 并 且 误 差 等 于 余 项 的 绝对 值 R (e)l EE 
| Co) | BER n ERA, HERA AAA (2) 
的 项 数 的 办 法 来 提高 精确 度 . 
现 人 很 设 在 所 论 邻 域内 GO 具有 各 阶 导 数 O, FO, s 
f (2), …， 并 且 余 项 RO) BJ 88829 E: 
f lim Bo) = 0, 
这 时 ,我 们 把 泰勒 公式 人) 写成 
e 951 > 


£6) [feo G0 (200) + LLO de uta 


nn rur 
T f 1 Lë Zo)" ] =- B. Ca 


或 f (e) silo) = Ba), 
其 中 sa (0) ERRE 


Fs) HS Go) Cw TE e e ag) te 


ESAME CERTES (8) 


URNA) DIGA, CS) 叫做 函数 fo MR n 
限 增 大 时 ,我 们 有 
ml rie) — sr (0) = im Rw) 20, — 


EJ nc» = lim 8842), 


TEE TE ie bk, B 07 EAO EE A 

友之， 假设 在 所 论 邻 域内 fei 具有 各 阶 导数 ， 从 而 可 作出 
FORMO). MALETA SO, Ml 

lim A, (2) —lim [f (0) —5,44(2)1 (2) -F(2) =0, 

这 样 ,综合 以 上 分 析 , 可 得 如 下 结 

eu F CORR ENG n ECT GI JC) 的 充分 必 
TAES, FO) 的 泰勒 公式 中 余 项 P, (e) 当 久 无 限 增 大 时 它 的 极 
E EE 

ETE, ZÉ zo ISR, y RO) -> 0 (n 00) BE, Bi 3 f (z) 的 
泰勒 级 数 (8) UAE i 了 (%) 的 精确 表达 式 ， | 


f 0) f Gg) +f' Gu) (aa) + LE). s (aate 


AO rte, (8) 


ECH 


这 时 我 们 也 说 函数 f(w) 展开 成 秦 勤 级 数 、 
当 wo=0 Bj, (多 式 成 为 下 列 重要 的 形式 ， 


F) II (o ED o E ai (6) 


ZO ue y (z) BJ SE 35 ox Sk. 
Zeene, MAMAR AMA. IAEA 
证 表 这 种 展开 式 是 唯一 的 , 也 就 是 可 以 证 明 如 下 结论 ; 
ORG f(w) ERRE, Bü 
FO) 一 Co 十 BY 十 Gap 直上 ga 十 ` (6) 
Wi A BO 5M fa) PARRA O) RE — RECO. 
事实 上 , HARRIS 在 收 伍 区 间 内 可 以 逐 项 求 导 ,所 以 有 
' (a) —a1d- Zar Bad M navare, 
"(9 —2125--8S-9aam-- + -n(n--1) 6427 EE 
J"(m)-831agt 7 n(n—1)(n—2)a,a7 TL, 


HA rra ra a rr RARE 


MA AER RA AAA A 


把 e=0 RABEKA, e 
ao=f (0), t= (0), a FOL, oag apm O... 
ane, 


二 、 画 数 展开 成 考级 数 
要 把 函数 了 (ww) RI e ON, 可 以 按照 下 列 步 又 进行 ， 
第 一 步 RU FG EO ZEE SC PG), T w v fO 
MRE “一 0 处 某 阶 导数 不 存在 ， 就 停止 进行 ， 鲍 如 在 虚 ”=0 kb, 
fo a B= BLS SC FEE, 它 就 不 能 展开 为 ARRAK. 
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第 二 步 ” 求 函数 及 其 各 阶 导 数 在 e= 0 处 的 值 : 
FLO), FLO), f" (0, er, POD, 

HP RI 
Fu OF ED asa F0 5 


ETS 
BERRET R. 
BUE 238% EMAIL, R) AN ES ETE 
极限 


tim B, (z) = tim LD a a (XRO o XD 


ERAF. WANE, HR ROA AR f (z) 的 者 级 
数 展开 式 . 

例 1 iru fe) —et 展开 成 4 的 窒 级 数 . 

解 ”所 给 函数 的 各 阶 导 煞 为 f (2) =e" (n—1, 2, ++), 因此 
FOO) = 10-0, 1, 2, +=), xx Bri. JOO =F 0., TEREA 


a n 
Leet pa n... 
2! f 


po r 
ERREEN R— + oo, 
kika kausa % i # 0 5j x Zr RD, 余 项 的 弧 对 值 为 


LR, Ig [^t 


e CREDE 


ani tyi 
" EI mitti a . ， 

qe, iy kikiki 3] LG 的 一 般 项 ,所以 

SD p-> co RF, or "o, El &—» oo Rf, 有 I, (m) ]— 

这 样 我 们 得 展开 式 


esteras o (—eo«m«-eo), C7) 


GERT sins EFR z RE 
EC 


RE FAXES 


FU) = sin lea. =) (R=1, 2, +) 


FAO) O, 1, 0, —1, 人 一 0 1, 2, 8, =), TRE 
级 数 
-şr tgrt OD" "Ga Di 
BU ak A R— +00, 
对 于 任何 有 限 的 数 c. €(€ FO 72 2 BI), 余 项 的 绝对 值 当 
2 一 c2 册 的 极限 为 零 ， 


(n iyor 

s[£e 7] | 

al — yr SZ: 

< w —0 (n>o0) 
因此 得 展开 式 
. g? NA um 
BI ro Br” 51 dk Ve 1) Un 
(eebe oo), (8) 


以 上 将 函数 展开 成 寡 级 数 的 例子 ,是 直接 按 公式 mm= LO 


计算 赛 级 数 的 系数 , 最 后 考察 余 项 妃 ( 四 是 否 趋 于 零 . — 
HOWE, W ELSTOILIROBBD IS PS $k EE 
件 容易 的 事 ， 下面 , AAA EDO RARA ARA 
的 运算 ,如 四 则 运算 , HARE, 逐 项 积分 等 等 , 将 所 给 函数 尾 开 成 
完 级 数 ， 这 样 合 不 但 计算 简单 ,而 二 常常 可 以 避免 直接 研究 余 项 . 
根据 画 数 展开 成 室 级 数 的 唯一 性 ， 可 知 这 与 直接 方法 所 得 屿 千 梁 
是 一 致 的 ， 
HS 将 函数 coss PIR zo, 


e 269 > 


AR 本题 与 条 240, 当然 可 以 诺 用 直接 方法 , 但 奶 果 应 用 向 
BOJA, MERRE, BRL, 对 展开 式 (8) 逐 项 求 导 就 得 


2 
sip 
(— co«x« 00), (9) 

Ha 将 函数 Dia AE IIIA 
HR ”因为 

dae tetee (Alia), 

añ —2, 得 

GE DM (<a), 

m= . 


GERT 
E BUS 


EE 
而 => -— AAA Sg H; ER X (Dye (—1<e<1) 的 和 西数 
Gar (de (11), 
东风 : i : . j ` 
EE OK 
Barace phge pE 
十 《一 DE — (-1«a«1). (10) 


(OBGEXGORUT 2-1 Me" 于 是 有 


ao AL dy Cn SENS 
ältere 


例 8 BAKSO = +z)" RFR e ARAA, RH m 为 
+ 256 + 


任意 常数 . 
E "amb 
Fu alte, 
f") = m(m— 1) (tom, 


ITT ETC A ARRA EA) 


Pr f(0)=1, FO0=m jf"(0—m(m-1),--, 
FUI) —m(m-—1)-(m—n4- 1), 


errat 


于 是 得 级 数 
ib mai RD a MD) MAD gagn. 
21 "T d 
这 级 数 相 邻 两 项 的 系数 之 比 的 绝对 值 为 
facil | m— G 
P -jar 一 : (n 05), 


六 此 ,对 于 任意 全 这 级 数 在 开 区 间 ( 一 二 AN, 
为 了 如 免 直接 研究 余 项 , 设 这 级 数 的 和 函数 为 F Ca), 


Fin =14me+ mm gi. 


+ mim Urin apo (—1<s<1, 
我 们 来 证 明 Fæ) = (L+ 2)", 
逐 项 求 导 , 得 . 
, 一 十 —1:e6m-—n41) a 
A (0) [14 232 aded en E n), ne], 


BN 3REI ai, 3:30 d e" (n 1, 2, 的 两 硕 合 并 起 来 .要 
据 恒 等 式 
.257- 


(m — 1). umm), (mj (m — 1) (m — n) 
^— (n—1ij! n] 


| mim L=... (Gm —n-- 1) u . 
s DI = 2. (n=1, 2, --") 


我 们 有 有 
CHF (oe? 


am| itme fO mim- =D, 


y nm — D nn a^] m) 


n! 
(—i«cl), 
nao FC) 
现在 令 OE" 


TEO -F(0)=1, R 
ela) 一 Cem AO 1F (a) 


Ea 
LOL ER) ECL TER) Fe) m PF (ML 
(ps) 
Pr ple) = e (28). 但 是 (00 —1, MI pa) — 1, BR 
Flo) = doy". 
BARA (— 1, DA, RHET ETT AC 


mim D s... 
ap 4t 


(1 +z)" = l+ rama 


+ míim—1)-(m—n+1) dona (-1<e<D, (11) 


ni 
在 区 间 的 端点 , 展开 式 是 否 正确 要 看 四 的 雪人 而 定 ， 
公式 CH) 叫做 三 项 展开 式 ， 特 殊 地 , 当 m 为 正 整 数 时 ,级 数 为 
a 的 mm 次 多 项 式 ,这 就 是 代数 学 中 的 二 项 式 定理 ， 
ACT mL. =y 的 二 项 展开 式 分 别 为 


> 2058。 


SIS ein 8 0.2 19-5 44... 


27? DI” 3.4.6 " 2.4.6.8 
(—i«r«1), 
1-2 w+ AB ai L857 a 
vite 2 2-4 2.46 2.4.6.8 
(Cies, 


ER MET Co BREET, 
例 了 将 函数 sin z 展开 成 (2— 7) 038838. 
解 因为 | 


EU 


(—eo«m« 4o), 
,i 859 š 


3 HB 11-5 
1. RER fn) 一 2082 Dë, FAA EE IA A PS 


Er. 
2， 将 下 烈 画 数 展 开 成 c ERA, 并 求 其 收复 区 间 ， 
CD sha- (2) In(a-z) (a>0; 
(3) on (4) sin Z4 
(5) sinc; (60 Qo 5ln(12253 
" m 
(7) arcsinz; (85 VITESSE. 
3. EPA BEER G — T BERE SU, esf Ft r SR CRT, 
Dm va; (2) les, 


4. EERS Cu) «cose RIR + E) ARI, 
5. BERSO =2 展开 成 人 一 可 的 宕 级 数 。 


6. RERO y POR AD MEG 


AT dls 
一 .近似 计算 


有 了 函数 的 等 级 数 展开 式 , 就 可 用 它 来 进行 近似 计算 , 即 在 展 
开 式 有 效 的 区 间 上 ， 荔 数值 可 以 近似 地 利用 这 个 级 数 按 精确 度 枫 ` 
求 计算 出 来 ， | 
Dil 计算 V3 和 0 的 近似 值 ,精确 到 小 数 四 位 名 ， 
R A» 


5/22) = 3/24 —3—8 e _ x) 
O 精确 到 小 数位 也 说 成 精确 到 0.00.…01, BARATAI 107^, 


e 
+ 2609. 


RIERA C c UD tr a e, BU 


K: 5 == _ 1 1 _ 1:4 D Í. — EMS d . 
2:0 dë 5 8 D.21 38 5.31 85 ) 


这 个 级 数 收 敏 很 快 。 取 前 两 项 的 和 和 作为 220 的 近似 信 , 其 
误 盖 * 也 呀 做 截断 误差) 为 
La] =8 ( 1-4 1 1:4.9 1 I- An 9. i14. 1 e) 


ar St 5.3: 398 7 Bip Cu 
144 1 1,/1 ys 
color) + 
8 1. 1 1 . 1 
9b 789", 1 "38.27.40 ~ 20000 
81 
AMOR ats 


VÍ, -4L 


En] D 
Eu 


AT dp eru" speak On Meg AUR 8) 与 截断 误差 之 
AREI, HAIR, BA 
 4/2302:2.9926, 
Dä i fL In 2 JIR DHE XR RE AERE 0.0001, 
解 ” 在 上 节 我 们 已 经 得 到 
In221- 141... EE 


An ECO 项 的 和 作为 In 2 的 近似 值 , wer 


al 


|< 
(REISEL ATREBAA N SER 1077, Sek EIN 
前 10000 项 进行 计算 。 DKI PRK K Y, 3041: ga Hu sex 
URSg No. 

+ 261 » 


(-i-r«1) 


E: 4- 
4 


把 展开 式 
ln (1420) -e-n r -5 
Ep e TAE, et 得 
Ier (—i«s«1), 
HARR, 得 到 不 含有 偶 次 等 的 展开 式 
h(1+2 mi-e) 
ICET ESTEE (—1«c—1) 
后 一 个 展开 式 ， 


Lie 
q,” 
4 1*?.2 EE Wai RARA 
a | 
2 A.1 3.1 01.1... 
in2-2(3-g- CR dée ). 
1n RB RAF A da 2 Geer 则 误差 为 
1i ił, LL 
EE EE: pat”) 
or, 1 
expres) 
3 1 £1 1 
=p I C 4-89 ^ 10000- 
1-45 
1 1,1,.1,1,1) 
tyo tg sr Y y^ 


TER 
= 0.00001, 


1, 
gra 


did 


In 22:2 (4+ 
同样 地 , 考虑 到 使 入 误 玖 ,计算 时 应 下 五 位 小 数 


于 ~ 55338 ito 01235 


3 
-m 0,00082 


1. 
5 
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因此 得 In 20.6981, 
88 利用 mozo R sin9° 的 近似 什 ， 并 信 计 误 


ze. 
解 。 首 先 把 角 许 化 成 弧度 ， 
9 — 5 x GER LE 
从 而 sin Zo 50 31 Ge 


Joc to EH 在 sin c 的 等 级 数 展 开 式 (第 
RO eso, 得 


A € Vue. 
T! «20 
BEA kaku Sak. 旦 各 项 的 绝对 值 单调 诚 少 。 取 
它 的 前 两 项 之 和 作为 sin Ze ENE, RREN 


1 
Ini sp (55) < T Qut mmm 5,320900 


ko m uu 
因此 取 -=0.187080, — (3E) =0.008876. 
于 是 得 sin 9^ 2:0.15648, 
ARATE 


利用 宕 级 数 不 仅 可 计算 一 些 函 数 的 近似 什 ， 而 且 可 计算 一 些 
定 积分 的 近似 值 。 具体 地 说 , 如 果 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 能 展开 
成 团 级 数 , 则 把 这 个 赛 级 数 逐 项 积分 ,用 积分 后 的 级 数 就 可 算 唱 定 
$4 itt 0M. 
$14 计算 定 积分 
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的 近似 值 , 精确 到 0-0001 ( 取 0.56410). 


解 36 TRE CUERO CORO re MU o Bet — a, i 
LEITET 3 EE 
Ce Ct (oam 
21 


@ =] 
(<< +00), 
于 是 


2 rt PEE! 
N m Jo | c Jo 


1 1 
FW (1- PEO SI 25.7.81 He), 


取 前 四 项 的 和 作为 近似 值 ,其 误差 为 


1 1 1 `. 
<= gd “900007 


所 以 


1 
2 d — EN L 1 — 1 
Í, e “da or SE Zä taga T yE) 


RK 2 fie -et dx zz 0. 5205, 
15 计算 积分 


BS XC DLL, 精确 到 0.0001, 
+ 254 + 


HO ”由 于 lm 5351, 因此 所 给 积分 不 是 广义 积分 。 dA 


En 
定义 函数 ET 在 zs-0 处 的 值 为 二 则 它 在 积分 区 间 [0, 1] EXE 
23 


展 洗 被 积 函 数 , 有 
于 (—co«ume« Loi, 
在 区 间 [0, 1] EENAA, 得 
1 sine , 4 L 1 i .. 
|. s i-ga BP ger" 
因为 第 四 项 
1 1 
FAT B0000 ° 
所以 取 前 三 项 前 和 作为 积分 的 近似值 
1 ging qa A 1 
L RR gp EBD 
或 [ S89 dz 0.9461, 


=. 欧 拉 公式 
证 有 复数 项 级 数 为 
(ts Hiv) 十 (ua 409) e n Dis de jn) Tess, (1) 
其 中 Un a (n—1, 2, 3, DOE EE EECH WRN A E 
级 数 


us d usd nre e (2 
HAPA u, 3p E BE HB ET ER B5 2 36 
I 94-F b etH tte (3) 
KAFA o, 就 说 级 数 CD ER AAA etio 
如 果 级 数 (了) 各 项 的 模 所 构成 的 级 数 


* 265 ， 


r 


NAA Nur a d uiii (4) 
ico, dT 

la a VEF, [a js VA (a=1, 2, 8, +), 
BRARD, OMAKA, AMA (D kak. BARRAR 
ZA. 

考察 复数 项 级 数 


Lit DE CETERI (5) 


可 以 证 明 级 数 (5) 在 整个 复 平面 上 是 收敛 的 ， 在 < 轴 上 (一 z) E 
dendo E, YS EINE LI Lu E E 
数 , 记 作 只， 于 是 时 定义 为 
tig 二 deeem (aee). (6) 
Mp o= 0 F], 2 "TT iy, © AMA 
e"—14 idu Ly GO eb (gy =" 


1 1 1 


ivi t- try A +š WU 
. 1 
== -5r 一 一 一 -— E All — —— 2 一 -一 一 — ar 
ETE DC scr d 
—cos y +isiny, 
ja y RC e, LASA 
e= cosa + gin v, a 


这 就 是 欧 拉 (Euler AR. 
HAZA, RE: 可 以 表示 为 指数 形式 : 
g= p (cos 8 + ¿sin 9) = re”, (8) 
其 中 = lz] 是 2 的 模 , cargo IE z 16148 fs CE 11-5). 
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EMARE SRA — 0, 又 有 


e = eos a — Sin m. 


ECO SUNI Ing 48 
3 7 
| (9) 
, sa ¿ta 
Bc d 


24 
这 也 叫做 欧 控 公式 ，( 站 式 或 (9) 式 揭示 了 三 角 函 数 与 复 变量 指数 
函数 的 一 种 联系 ， y 


最 后 , 根据 定义 (人, HA | f 
数 的 溢 法 ,我 们 不 难 验证 x » B 
git es naa", I» b 
特殊 地 , HX z, HR z, a Ai b HE DC NE z z 
iy, 则 有 
E 1-5 


ee € (cog + d Sin y. 
这 就 是 说 , BUG HEU re^ dE cc iy 处 的 值 是 模 为 e^, fàfü 
Ay 的 复数 . 


习 题 11-8 


工科 用 卫青 的 震级 数 展开 式 求 下 列 名 数 的 近似 值 : 

(D 130442] 0.0001); 

Ve 《精确 到 0.001); 

(5) 4/522 (精确 到 0. 00001); 

(4) cos2? (精确 到 0. 0001», 

2. AIBR ien NEARE TAR E So EE 近似值 : 


m [^ de (BZ 0.0001); 


Jo i—i 


e» f REE gz (精确 到 0.001). 
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“第 七 节 ”函数 项 级 数 的 一 致 收 生 性 及 
一 致 收 化 级 数 的 基本 性 质 
一 、 函 数 项 级 数 的 一 致 收 雍 性 
我 们 知道 , 有 限 个 连续 画 数 的 和 仍然 是 连续 函数 ,有 限 个 函数 
的 和 的 导数 及 积分 也 分 别 等 于 它们 的 导数 及 积分 的 和 。 但 是 对 于 
无 穷 劣 个 画 数 的 和 是 否 也 其 有 这 些 性 质 呢 ? 换血 话说 , 无 穷 多 个 
HE ARA SO ARMAR A AID EE ES 
$82) BERI 84 pR a| SS FD AS RBA RI 
已 经 知道 , 对 于 霖 组 数 来 说 , HARE, HA APRA 
SNE: 下 面 来 看 一 个 例子 。 
51 RENA 
ei (a? ma) + (a3 —a3) (ar ane 
的 每 一 项 都 在 [0, ILES, JE BU ve ULA s, (2) — 2^, HANA 


EN 
Oe 
XX ER sw) ër 01 处 间断 ， 由 此 可 见 , 沙 数 项 级 数 的 每 一 项 在 
Lo, 51 上 连续 ,并 且 级 数 在 fa, Dl EM, AA ETE la, 51 
上 连续 。， 也 可 以 举 出 这 样 的 例子 , 通 数 项 级 数 的 每 一 项 的 导数 及 
积分 洲 成 交 级 数 的 和 并 不 等 于 它们 的 和 函数 的 导数 及 积分 ,这 就 
提出 了 这 样 一 个 问题 ; 对 什么 级 散 , 能够 从 级 数 每 一 项 的 连续 性 担 
出 它 的 和 趣 数 的 连续 性 ， 从 级 数 的 每 一 项 的 导数 及 积分 押 或 的 级 
数 之 和 得 出 原来 级 数 的 和 枉 数 的 导数 及 积分 呢 ? 要 回 管 这 个 问题 ， 
META FO AA O UA EA. 
UAM 
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a Cm) rua (n) 上 二 
ERAI ERECTA sí). 也 莽 是 对 于 区 间 工 上 的 每 一 个 值 mo， 
数 项 级 数 Y us Gs) 收 敏 于 slzo)， 即 部 分 和 数列 


sind Enim) sm) G> e), 
按 数 列 极限 的 定义 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 e 以 及 区 间 了 工 上 的 每 一 
个 信 wo, 都 存在 着 一 个 自然 数 N, EEN a> N 时 ,有 不 等 式 
BES — S, (a) | AB, 

即 rs) |= | È Cn) 
这 个 数 N 一 般 说 来 不 仅 依赖 于 e, IB E tb dk o, 我 们 沁 它 为 
N (zo, ei. 如果 对 于 某 一 函数 项 级 数 能 够 筑 到 这 样 一 个 自然 数 
VEH e PTT wo， 也 就 是 对 区 间 工 上 的 每 一 个 m 
信和 都 适用 的 WCe), 对 这 类 级 数 我 们 给 一 个 特殊 的 名 称 以 区 别 于 
一 般 的 收 伍 级 数 ,这 圾 是 下 面 的 一 致 收敛 的 定义 . 

定义 ” 设 有 函数 顶级 数 Ma). 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 
ee, Ste THREE e WERA N, SEIS n> N 时 , 对 
区 间 了 上 的 一 切 w, 都 有 不 等 式 

[rn Gr) | = is (E) — sa (e) | <8 

成 立 , 则 称 函 数 项 级 数 D (2) 在 区 间 I E BER BUT Rate, 
也 称 函 数 序列 s Co) die X E] Y OE SUE st. 

bL E ECOL — BOLD SEXE JAM, RE 
HARAN), ERN I E BERE MEER, y a, Co) 38 u T HR 

y-—s(x)--8 

E: y =s(0)—8 
之 间 ( 图 H-6), 


xL B. 


. 969. 


例 Sm 
1 rt 1 , , 1 1 La 
mit pet e 7 zri) ' 


NI, +00) LISER. 
RRA TAAN ma) - -二 二, 因此 级 数 的 和 为 


ii lims (7) D =0 (rech, 
于 是 , 余 项 的 绝对 和 值 
1 _1 


Ir (E) | 一 So) 一 (的 | = Oea), 


对 于 任 给 62-0, WARK NS, BJ 4 n> N Bb, 3 P £ B [0, 
+o) Ef Ho, P 
[ral] <. 

根据 定义 ,所 给 级 数 在 区 间 [0，+ co) BOAT s (2) =0. 

例 3 研究 例 工 中 的 级 数 

m+ (a Lan) dene b (ati a?) q... 

在 区 间 (0, 1) LEARE. 

解 这 级 数 在 区 则 (0, 1) 上 处 处 收敛 于 和 (2)=0, 但 并 不 一 
am, 事实 上 ,这 个 级 数 的 部 分 和 为 542) = 2", 对 于 任意 一 个 
. 270 - 


BA n, JR m, = AY == FÉ 
SG) cui a 


但 s(Za) = 0, 从 而 


rain) j 一 ELEZ) — Sn Kvn) i -i. 


Br, RER ext, +i nZ. E (0, D 于 总 存在 这 样 的 点 


ar， 使 得 imm) |>, 因此 所 给 级 数 在 (0, D LAA, 这 
表 胃 虽然 函数 序列 so (0) — an FE (0, 1) ESPA T s(22 —0, 但 
s) TE (0, 1) L r bI TENER BEBE RU BA HS 
UA 中 我 们 也 可 以 看 出 这 一 情 
J, 

可 是 对 于 任意 正 数 了 < 生 1， 级 
BELO, TALARA. 这 是 因 
3805-08, Sg pR 

Tala) | - an es 
MEO cr bh, 要 使 m" a (A ¿E + z 
SD, HE nln r< Im g m 图 117 


aui, MA, 7] 上 的 最 大 什 为 EE, RARE N> 


InN H,O, €] ERS—9] c VEN ans. 

上 述 例 子 也 说 凡 了 一 致 收 伍 性 与 所 讨论 的 区 间 有 关 。 以 上 二 
例 都 是 直接 根据 定义 来 判定 织 数 的 一 致 收 襄 性 移 ， 现 在 讲 一 个 在 
KAHERE ARE. 

维尔 斯 脱 控 斯 《Weierstrass) 判别 法 如 果 范 数 项 级 数 


Xu) ERRI LAER: 


27i. 


{i) lu, Cr) | <=, (n1, 2, 8, ZO 
GD uS X E 
则 函数 项 级 数 POL I.t—S8UE SEE # xk Sk. 


证 ”由 级 数 Èa 的 收敛 性 ， XHES 22-0, 可 得 N (a), 当 
DENTEN 


Bayi E ea ek 
但 对 了 工 上 的 一 切 o, 按 假 设 有 
[tnta CE) Hinala) Ee | E ae) ] + | ate) | +... 
lapi 8, 


CORA Du (o) YE Y ERA AAS. 
014 证明 级 数 


在 (一 ce， 十 cc) 上 一 致 收 伍 - 
smnte! 1 


"E ¡ST @ == 1, 2, 8, ID 


map BAD MDC D Mar, MARAE 
(— eo, coo) E— iie i. 


| 二 、 一 致 收 敏 级 数 的 基本 性 质 
一 致 收敛 级 数 有 如 下 基本 性 质 ， 
Sai 如 果 级 数 ao AGA 在 区 间 la, 5) 上 都 
连续 , B us) 在 区 间 la, LST alo, 则 slo) 在 
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(o, 如上 也 连续 ， 

证 die. 为 fw, 可 上 任意 二 点 ， 由 等 式 

SCE) =s, G) — Ta (z), Sto) = 8 (20) Hre (zo) 

得 

[s(o) — sro) | = Ia LS — sa no) -ra (a) — r, (o) ] 

ell lee | HIE E (et), (D 

HNR È (2) BOAT s(z)， 记 以 对 任意 给 定 的 正 数 s, 必 
# B 83k N — N(e), W n> N I, lie, 的 上 的 一 切 都 有 


irs) ES. (2) 


SOR, 也 有 |rs(zo)| p. BEMERKT Mn Z 5, s GO REOR 
限 项 连续 函数 之 和 ， 故 sw) 在 点 mo 连续 ,从 而 必 有 一 个 8>0 存 
TE, 当 |e— a] <Š 时 , 总 有 
sta) —s (ao) Mc (8) 
由 CD、(2)、《8) 可 见 ,对 任 给 8>0, 必 有 8>0, 当 [o aol <à Bt, 
有 
ista —e(29) | <a. 
所 以 s(2) 在 wo 处 连续, 而 wo 在 Lo, 0] 上 是 任意 的 ， 因 此 (z) 在 
Lo, 5] 上 连续 ， 
定理 2 如 果 级 数 3 lo 的 各 项 u, (e) ERM la, IL 
i, B Su (o) 在 la, 5] 上 一 致 收敛 于 sio), MAR È we) 在 
lo, b| ESIELEERER AL, M 
NOTOS 
| (4) 
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其 中 c<oa<z< 并 且 上 式 右 端的 级 数 在 [ec, 5) Ed BAR, 
证 “因为 级 数 M es (eos, 01 E Soles HERE 1, slo), 
r G2) lo, H Leg. 所 以 积分 | de, [rs Gode 存在 ， 
从 而 有 E 
nu s(aJda— f" s, (uda | MO dz. el irto) leo, 
又 击 级 数 的 -一致 收 敏 性 ， 对 任 给 正 数 s, 必 有 N ~ Ne)， 使 得 当 
n> Bf, 对 [a, A Lime, 都 有 
in G0 | IL. 
TRU n> N BE 
"n sida ^ sado |<" rato) Ide 


报 据 极限 的 定义 .有 


— ew) <s, 


Hoe j= 


EN É s(a)da — > " ENER 


ELT. N DIER e Tü 33 zo, o 9532, DE Hä ST Gode 在 
la, 归 上 一 致 收敛. 
定理 3 如 果 级 数 D (o) 在 区 间 [a, HU 上 收 策 于 和 so), 
它 的 各 项 we 人 z) L E ETET MORTE DLOS 
Ex 可 上 一 致 收敛, MA Š u,(e) 在 o, 0] 上 也 一 致 收 误 , B 
可 逐 项 求 导 , 即 
z(a) v (2) rua de (a) ++. ©) 
证 EBRO). MF 0) 在 La, 9] E-E, ER 
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TA pla), H Sie ce, SE (5) RBE pa) = (a) 就 可 
Br. 

MEEMIN, p(w) 在 la, D) 上 连续 ， 根 据 定理 2, zg 
ÈA TERRA, KE 


f plrjds= > f DECOR KN (e, (ei — us 1, 
Ze 5-1 Zo R=1 


而 È ula) =s{æ), È nla) — (59), 
Y > Du, (2) — us (29)] = s(a) —s (wo), 
从 而 有 [ eda —s(a) tech, 


其 中 asa ad, Fameck, PRA AR 
pla) =s Lei, 


再 证 级 数 Y us (a) Æla, DIEM BOBO, 
en, ma Y | dezela, 到 上 一 至 收敛 ,而 


会 Patas > us Ca) 一 2 ts mo), 


Bu >: Una) 一 > L ae (z) do + > tata), 
由 此 即 得 所 要 证 的 结论 . 
必须 注意 ,级 数 - 致 收 敏 并 不 保证 可 以 还 项 求 导 , An, AAA 
中 我 们 已 证 明了 级 数 
sin m sin 232 Bin ip 


EO sas 


13 
证 任何 区 间 [&, b] E2835 — So OX ER, 但 逐 项 求 导 后 的 级 数 


cos xz -I- cos 29g -ee t conet en, 
其 一 般 项 不 趋 近 于 零 , 所 以 对 任意 的 数值 是 发散 的 , HI 
-9i 


不 可 以 逐 项 求 导 . 
下 面 我 们 来 讨论 宕 级 数 的 一 致 收 伍 性 . 
定理 4 OREA Dar ISO A R, ISS 
(— B, 一 内 的 任 一 闭 区 间 [e， 如 上 一 致 收敛 ， 
证 j r=maxt|a|, |3|}, WR Co, 总 上 的 一 切 w, 都 
|aa"|s lan") (nei, 2, +), 
而 0<+<R, 根据 第 四 节 定理 1 级 数 y aur 绝对 收敛 , 由 维尔 斯 
BERTARA EE EE A E. 
1 bn, REANO E ou 在 收敛 区 癌 的 端点 收 


笋 , 列 一 致 收 敏 的 区 间 可 扩大 到 包含 端点 . 

利用 定理 主 发 一 致 收 敏 级 娄 的 基本 性 质 ， 就 可 证明 在 第 四 节 
中 指出 的 关于 宪 级 数 在 其 收 伍 区 闻 内 的 和 函数 的 连续 性 、 逐 项 可 
导 、 逐 项 可 积 的 结论 ， 

关于 和 函数 的 连续 性 及 逐 项 可 积 的 结论 , 内 定理 4 和 定理 1, 
2 立即 可 得 。 关于 逐 项 可 导 的 结论 ; 我 们 重新 手 述 成 如 下 定理 并 
给 出 证 明 . 

定理 5 IRA Da A A R, AO 
sieft D. DATS, 且 有 逐 项 求 导 公式 

s (a) -(3 ga ) 一 > ma mt, 

逐 项 求 导 后 所 得 到 的 震级 数 与 原 级 数 有 相同 的 收 伍 半径 。 

证 先 证 级 数 nau 在 (一 已 RACK 

ECR, BPE e, BRE e, 使 得 [e| me R. dn 
ali, M 


. 276 ， 


]e 1 1 
- m] -_ 
[Ina a 1| =p LZ (—— iai] —ng^ We Loi), 


Ernie ere SE Zare, FÆ 
ng 7—0 (n=), 
BES ng 有 界 ， 必 有 M>0, 使 得 
ngo M (n—1, 2, +»), 


X 0<s<R, 级 数 Š) jail Urb, HH H HO DOG RE 2 8 
Sne? Dk. ü 

HUESEA, 级 数 ETS 
(a, H tan, Sa 221 zer 在 Ez, 可 上 适合 定理 8 ep, 
从 而 可 逐 项 求 导 ， hl, ECE, PARETE, MIRR 
数 Dar ER, RRE. 

PRA na AA R. METER R< F'. 
将 此 宏 级 数 在 [0, e] (le, <BR) LERRAM Y asan, 因 逐 项 
SUMI BUE ü lk ako 282 HIS, 所 以 如 <R， 于 是 R'= R. 
xg 5 utin, | 

Sai T 117 

1, CEBRA sn(2) ain — (1, 2, 8, edele, +00) Lë 
3 0, 

(D ENDESA BRA wx N BS, os Co) 与 其 极 银 之 站 的 绝对 值 


外 于 正 数 e 
(2D 证 明 S4 (2) 在 任 一 有 限 区 简 La, 91 k — Pr ik sk. 


2. a A, + 0) tei 
TE 


CH》 来 出 该 级 数 的 和 

Ca) f] No, DREA: 能 使 当 n> 时 ， 级 数 的 余 项 r, 的 绝对 信 小 于 
ERE. 

(8) 分 别 讨论 级 数 在 区 间 F0, 11, [p alten ktt. 

3、 接 定义 讨论 下 列 级 数 在 所 给 区 间 上 的 一 到 收敛 性 

D xD 


— so EUA Leet 


y? 
Iran? 


(2) È 1-or, Oca, 
4， 箱 用 维 条 斯 脱 拉 斯 判别 法 证 明 下 列 级 数 在 所 给 区 间 上 的 一 致 收 笋 


B. COBRA 
CL A > 下 


e, Bind 
D Ppxnmaque 086m 


(3) Yee”, 0= x= + o; 


` c. emp 
DY SS Lef x10; 


"xl 


a le) h 
e YO, oseto, 


EN MRAZ 


DE DE WEGE dE ER EE 
三 角 级 数 , 着 重 研究 如 何 把 函数 展开 成 三 角 级 数 ， 


一 、 三 角 级 数 Cast 
DO nS LEER ESTE UIT MET EU AE 
3 f (a) 如 果 满足 条 件 f (a +I) = f (a) , UI VICE EE REO 
TAR IRADA. MERRET S NLIS 
DX Cr. — IX 890001351 906260. PaE AE 
278 + 


ECH 
y= AsSn(ot 4-9) 
就 是 一 个 以 EA H y RRA UE, t 
示 时 间 , 4 为 振幅 , o NWAR, p 为 初 相 . 
在 实际 问题 中 ， 除 了 正弦 西数 外 ， 还 会 遂 到 非 正弦 的 周期 东 
数 ， 它 们 反映 了 较 复杂 的 周期 运动 如 电子 技术 中 常用 的 周期 为 
T iri EE CE 11-8), 就 是 一 个 非 正 驴 周 期 西数 的 例子 . 


i 
1 
. } 
图 11-8 o 
TE TAE A AR A A 
OFERTAR AREA ORTO 
El fp 44 06 13 2 P ERNST. 具体 过 说 , 将 周期 
XT (= 25) 的 周期 西数 用 一 系列 三 角 画 数 Ain (Mt pa) 之 
和 来 表示 , 记 为 
f(D = Aet Y Ansin(nott go), | (1) 
EH o, EM gan =L, 2, 3, IDOL y 4 
将 周期 函数 按 上 述 方 式 展开 , 它 的 物理 意义 是 很 明确 的 ,这 就 
是 把 一 个 比较 复杂 的 局 期 运动 看 成 是 许多 不 后 夭 率 的 简 谐 振动 的 
从 加 。 在 电工 学 上 ,这 种 展开 称 为 济 波 分 析 ， 基 中 常数 项 如 称 为 
JC) BLEU A ain (ot 十 gi) 称 为 一 次 谐 波 (又 叫做 基 波 ); 而 
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Again (Lat tp), A, sin (Butt pa), o REA TIA, A 
ZS, E, 

ERNEST EENEG 
三 角 公 式 变 形 ,得 


A, WAWAKU = An sin p, 008 nal + A, eos pa sin ac, 


并 且 令 A Ua. = EM BID Pa, b, = A, cos (a, tot = =, 出 ay 式 者 
REN 
F 十 3 (as cos ma + D, sima), (2) 


— Rub, TERA (2) 63cm E f DER rE o, am Du (n1, 
8, "MARE 
d e 5] Ein cnp — 6, 我 们 必须 讨论 三 角 级 数 (全 的 收 伍 问 
题 ,以 及 给 定 周 期 为 3r 的 周期 亢 煞 如 何 把 它 晨 开 成 三 角 级 数 ( 全 ) 
为 此 , 我们 首先 介绍 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ， 
BUR = f ERR l 
* . L cosa, sina, eoDm, offi, os, doend, ein eim, e c (3) 


ERLE, sl LEZ, MEHO) IERIE FIRI T RIER 


dE GRE — zz, 2] 上 的 积分 等 学 党 ， o Q Ye ya 
J a eosnsaa=0 "(m1 2,8, "S | 
f sin nz dz = Ü (0 (n1, 2, 8, +), 


f sin kecosneda=0' (Eb, n=1, 2, 3, eò, 

f eos kc cosnada=0 | (E, n=1, 2, 8, «by n), 
-x IU 
f sinkosinnedo=0 (k, n—1, 2, 3, e Len). 
e : 
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以 上 等 式 , 都 可 以 通过 计算 定 积分 来 验证 , 现 将 第 四 式 验 证 如 
下 . 
利 凡 三 第 学 中 积 化 和 差 的 公式 
cos hw cos na; 3 [eos($-+n)o+ cos(&—n)a], 
2 ben 时 ,有 
U coskecosnz da - d. MICE 


_ 1 [ainkin " nie 
2 ktn ' k-n -a 


=0 (k, n=1, 2, 8, ^; Ex n). 
其 余 等 式 请 读者 自行 验证 


二 、 画 数 展 开 成 傅立叶 级 数 | 
设 jw) 是 周期 为 az HANAR, 旦 能 展开 成 三 角 级 数 . 


| (2) D Y (Gs cos Ea be sin ka). (4) 
我 们 自然 要 问 ; 系数 Go, ai bi, on 与 函数 了 (tw) 之 问 存 在 著 怎 样 的 
1 关系 ? PRAESUL, niet nl fO 把 oe ai bi, … RA: 为 


E, 4L E — 25 BEF Sk (ayar ELE BUS, 
HR ao MORA — c 到 和 过 项 积分 ， 
j. J G) da 
-| A de+ > EIS eos ke da + ba F, ain Lodo |, 
E AAA (8) 的 正 交 性 ,等 式 右 端 除 第 一 项 外 , 其 余 各 项 均 
为 零 , 所 以 
[feda 2-2, 
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于 是 得 of Sode, 


其 次 求 ma， 用 cosne RO) APS, 再 从 — ia MBA 
我 们 得 到 
r nC» cosas = 他 | cosnada | 
+ [mf cos hw cosma des + by |" sin ke cos na dz, |, 
T8 a — AA (8) IHE SE FE , TAH Mik 9 的 一 项 外 ,其 余 各 
7 3382€ , Pr ki 


F. f (z) cos nm de = G, F. cos? na də 


Ea f (1 + 008 2na) da =$. 29% 
2 Jos 2 , 


于 是 得 a7 [^ fGDcosnada (n=1,2,8, =), 
2 DD Bb, JH sin na RDA Naa, 再 从 一 Se emt EI. nT 
得 
s-l[ f(x)smnzde (n=1, 2, B, 3. 
T Je 
EPH m= Ü 时 , a, 的 表达 式 正好 给 兰 do, DA, BRARTI 
以 合并 写成 
GEES f(xycazds (n-0,1,2,8, +<), 
(5) 


m. f(x)sinnzdz (n=1, 2, 8, e). 


如 果 公 式 (5) 中 的 积分 都 个 在 ， 这 时 它们 定 出 的 系数 Go ay, 
b, e mee "Loi BLE CFourior) 系数 。 将 这 些 系数 代入 
(OAA m. DBZ E E 
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Ae > (a, cos nz + 5, Bin mas) (6) 


叫做 函数 Go) 的 傅立叶 级 数 ， 

我 们 面临 着 一 个 基本 问题 函数 fiw) 在 怎样 的 条 件 下 , 它 的 
傅立叶 级 数 收 侣 于 f(w)? 简单 地 说 ， 函 数 Jl) 满足 什么 条 件 就 
可 书展 开 成 情 立 时 级 数 . 

下 面 ,我 们 叙述 一 个 改 伍 定理 (不 加 和 证明), 客 给 出 关于 上 述 问 
题 的 一 全 重要 结论 . 

kue HB CERE SR EE (Diriohlei) 充分 条 件 ) Gro" 是 周期 
为 3r 的 周期 函数 ， 如 果 它 满足 条 件 : 在 一 个 周期 内 连续 或 只 有 有 
银 个 第 一 类 间断 点 ， 并 且 么 多 只 有 有 限 个 级 值 点 ， 则 fo) 的 博 立 
ptg Syr Sk, 并 且 

(D Sero 的 连续 点 时 , Sh Sh L Rk FG 

(2) der f(z) 的 间断 点 时 , ASF 

fo Or CERO] 


攻 敏 定理 告诉 我 们 , 只 要 函数 在 [一 xw, dl 上 至 多 有 有限 个 第 
一 类 间断 点 ,并 且 不 作 无 限 坎 措 动 , 那 末 沙 数 的 人 笨 立 叶 绿 数 在 连续 
点 处 收 敏 于 该 点 的 函数 值 ， 在 间断 点 处 收 伍 于 该 点 左 极限 与 右 极 
ERRARE. 可见， 函数 展开 成 博 立 上 时 级 数 的 条 件 比 展开 成 
SERO BUR FREE S. 

M1 do 是 周期 为 27 HA, EXE D—m, m) 上 的 表达 
AC 

fü) -{ mari, 
1, 0ta, 

将 fo) 展开 成 情 立 叶 级 数 ， 

L Mani R rau ans, È ER o= kwa (k —0, 
xl, 12, e) ARBRES ACE ALE, Ji Pa iay erg 
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BEES I sz np ER Xie, JE H 25% 0 kar BJ 2 38 | S T 
ziti i+- D -o 
2 2 , 


当 orks BROKAT (e). DS RRE Eq 11-9 所 示 ， 


am zm oi at EDT z 
d Ll] i 
—i . 
图 119 
计算 傅立叶 系数 如 下 : 
1 z“ ,. 
ay] J (m) eos nm da, 
1 ° 


T 
(— coena da E | 1-cos na: do 
-x . T 20 


æ l- 


= 0 (m = 0, 1, 2, e); 


_ 1 Te N . 
bel. fsin nedo 
i : 1 (* , 
-1f C- Dein nada + | NEE TE 
ZE J—- T ¿0 
_ lrcosne LI emm 
=l n ] zi m” L 


< Í [1— eem — eos nz +1] 
nag 


2 w 
- 2 u- 


4 
deg Mine, 8, 5, tf, 
0, 34 n—2, 4, 6, Wée Bf. 


ES 


将 求 得 的 系数 代入 {他 式 , 就 得 到 JG. 的 每 立 叶 级 数 展 开 式 为 


Ap. 了 i 
HORT sP sin (25 —1)z---.] 


(onse +0 0, dw, ZZ, e). 
AAA 1 rh H CEA RUP hul ES UA T La, 
RARE EL, HRE e RARA), AC AAA zm, 
FEA ARIAS A RAE SECURE MT A, EA B 
ESE HUGE 
$812 fü» 是 周期 为 27 MEAR, EE Le, 7) 上 的 表达 
HA 


T, |mga, 

Holy Osca, 
将 f(x) 展开 成 博 立 叶 级 数 ， 

EE E LE LN E 
(&=0, xi, 22, AREA, 因此 , A A RAE 
c (i) AEAF MMC 

fir—0)-f(—--0) 0—- x 
j 3 > 

ERAN aen (MAD AS Til, Tu UOI t B E Ja 8 
11-10 Bir, 


11-10 


Du I MANT UP 


e 988 + 


If _ 1 í° oip e 
wm ofGeMe-L[ +a = SST .= -到 
8 1 ps , . 1. 0 
a = -一 J (z)eosma da 一 | £ cos ma dz 
m Jor m i-s 
1 
or 


T 771 


gainne | cosmc | 
5 "ei Je 
1 


ER 
Zoe 


== 


(1— cos nr) 


7 


2 n= D o. H. 
k 当 n=1, 3, 2, Há, 
0, 25 n—2, 4, 6, - E; 


EEN f(a)simna de = 1. | x Sin nc dz 


A 


or 
1 ü 
L| — gona , spp | 


= x "m -- 


cosnz C-i) "M 


TL 7h 
将 求 得 的 系数 代入 (6) 式 ,得 到 Ca 的 傅立叶 级 数 展 开 式 为 
fz)= 一 于 上 (二 coss sina) 
-$ sin 20+ (-2— cos Sei sin 82) 


1. 2 , Lanbai 
— + sin 4z-- La cos Sa + sin Bz 


(—co«me«-oo. edo, da, e). 
RSR. OR ERE f (ey RARA r, r EFTEX. FE 
满足 收 伍 定 焉 的 条 件 , 那 末 f G) dif ELE JER Sr R SE. 2 
ERREAL- m, m) BR (—m, m] 外 补充 函数 了 (%) 的 定义 ,使 
EA RAWA Ze DESS F (ay. Sp SI BEBE 
定义 域 的 过 程 称 为 周期 延 拓 . FRIO FIAR. 最 
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后 限制 在 (一 zx, z) AL tp F (ae) = f (a), SERERE RESI f (z) 15948. 
立时 级 数 展 开 式 ， 和 根据 收敛 定理 ,这 级 数 在 区 间 端 点 z— des bI 
ar Ate Lett, 

G3 将 函数 


f@) =Í 


BUR RS rupe. 

解 ” 所 给 函数 在 区 间 上 一 mr, z) EME, E 
在 [一 *， 呈 外 作为 托 广 的 周期 函数 时 , 它 在 每 一 点 < ARE EE CER 
11343), EQUUS) I i far OE [e LEA f. 


—w 2D, 


m=, 0= x= 


计算 傅立叶 系数 如 下 。 
LI s-l[ ` bat [, 
dos Lp f (az) ax = = au ayuda Ges n oda 
1 c 1pz AN 
tbe 
al f (a)cosnzdo 
t D 1 Ku 
-二 | (~e)cosnade+ E | ecos na daz 
dE d: 7 20 
li zssinmr , come? , 1f esinns , cosnz |” 
7 zl m T D | al m dees li 


e 28? - 


E o, M mn—2, 4, 6, 时 ; 


SEHR Jf (zy 8sinma da 


Ar 《一 z)sin nada + L (7 zsinnede 


一 一 二 | gene 二 om J? 
EN 


-0 (n-i, 2,8, =). 
kaki aa 得 到 f (a) 的 依 立 时 级 数 展开 式 为 


1 1 
Jf e) -z.-4 cos stegy cos Bake 008 5z 十 …) 


Caca, 
利用 这 个 展开 式 , 我 们 可 以 求 出 几 个 特殊 级 数 的 和 。 当 w=0 
Bj, 了 (0) —0, 于 基 由 这 个 展开 或 得 出 


D 1 1 
可 十 和 二 而 十 
` 1 1 NE 
al). 
1 1 
js 
1 1 1 
al to 
因为 cae ERA, 
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8 a’ 
ei, x? oi 
TE S 
3 3 a 
x= o= 20] — G= — += i 
3 mois 


1. FAME f) 的 周期 为 2r， 试 将 各 函数 展开 成 傅立叶 级 数 , 其 中 
fG) 在 上 一 如, m) HIERRO 

(D FD =B (—exs«c); 

(9) f(x =e (—merxcu) 

br, —w=< zÜ, 

Go Fee rie Ca, A RER, 

2. EPIA AO ML ERE. 

d f) =2sin 村 (—a c«m 


"TN 0, 
D fo =f Nd 


3. RDR f GO. 的 周期 为 or, ER Z (a) 的 傅立叶 系数 为 
-L ["fosnads (—0, 1,2, 


MCN | 
bel Í. f(X)sinnrde (Mel, 2, «2, 


BAT 正弦 级 数 和 余弦 级 数 
—. HERNIA B LEES fH yr ER EX 


一 般 说 来 ,一 个 郴 数 的 傅立叶 组 数 既 含有 正 茧 项 , UU AX 
"CNS. 但是， 也 有 一 些 函 数 的 傅立叶 级 数 只 会 有 正 
弦 项 ( 兄 第 八 节 例 芝 或 者 只 含有 常数 项 和 余弦 项 ( 见 第 八 节 例 3)， 
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这 是 什么 原因 呢 ? 实际 了 上 ,这些 情 襄 是 与 所 给 函数 O HEEE 
FRUER. FERNAN- AEM, 
定 埋 ” 当 周 期 为 2w HAAR f (a) 展开 成 傅立叶 级 数 时 , 它 
的 傅立叶 系数 为 | 
a=0 (m=0, L 2, =), 
b - [7 f Ga)sinna da (a= 1, 2, 8, ==»). } 2 


而 当 周 期 为 2 HRERS (o) RUE LIRE SE UT DERE, 5943 XE OT 
系数 为 


2 fs ^ (n— " 
En 7 ZIL F (e)eoana da (m = 0, 1, 2, ), ! (2) 


h,= 0 n=l, 2, 3, e. 
E REMERA ALA B B LBS. RIRES 
一 部 分 放 以 证 明 , 关于 第 一 部 分 可 以 同样 处 理 ， 
gt J (25 ERE, Bl oi fiel, Zut SE 


a 7 Fu cosnedo 


-二 | fGDeosnzdz-- L. f Jf (a) eos nz dm, 


在 右边 的 第 一 个 积分 中 以 — 0 dV o, 然后 对 调 积分 的 上 下 限 同 时 
EREKE, 得 


a" faena |" procedo 
=— f^ rGyeomneda-r. L fF(a)cosnzda 


-0 (n-0,1,2, +9)... 
Lr 
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+m 


n= = f fFlojsinnado 


0 j e 
=> ` f G)sinnz da + —- j. f (a )sin na: də 


-i U nt aen C7 na) (— da) Hi f J (m) sin nz dz 
= | fGisinnedz--.- ^ f(0)sinnodo 
2 (7 yaysinna do (n-—1, 2, 8, +), 
XEM. MEJO 为 奇 函 数 , 那 来 它 的 傅立叶 组 数 
dé RC EA ALAS OA UA EA 
> ba Sin na (3) 
HR JE) ABRA RACE EHE SERT ERROR ARA 
Dm ER XESE DABIS 92 92 25 
Ae > G COR m, (4 
可 见 , 在 把 奇 郴 数 或 偶 函 数 展开 成 傅立叶 级 数 时 ,我 们 可 以 减轻 计 
算 系 数 的 工作 量 ， 
DI š fla 是 周期 为 Ze AX, EXE [a c) 上 的 表达 
HA f G) =m. JE) 展开 成 傅 实 叶 级 数 ， 
解 ” 首 先 ,所 给 函数 满足 收 敦 定理 的 条 件 , 它 在 点 
= (2k+l)m (k=0, +L, +3, 2 
HATE, ES OE HER OEA e= (QA Lor MERC 
fir- 3f(- mj O) w+ (— m) -0 
2 9 , 


在 连续 点 ekti Abus f(x. HEAR n EI 
11-12 Bp, 
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I 
I 
1 
t 


dx E 


2n 


Y 


11-18 


其 次 ,所 给 函数 为 青 函 数 @, 因此 按 公 式 CD) 有 a -0 (n=0, 
1, 2, 2, mM 


_ 2 í" : a ro. 
k = 1 | f(e)sinaa de = 2. |” me sln nede 


2 200872 gin ma IS 
= ro yy o 


= _ 2 -2 — nel =1 ann 
"n COS TUT =Ç 1) (n 3 2, 8, 3. 


HREH ba E , 18 f (e) BJ EE EE 


f (a) =2 (sim z— 1. sin 22-- ginge 


(—oo«m«-eo ab ba, +m, +»), 
DUO Gira 
uli = | E gin t| 
RARA, Hh FE RIERA, 
E LERMA ARRE, 它 在 整个 数 轴 上 连续 《图 
It-I)， 因 此 对 应 的 傅立叶 级 数 处 处 收 化 于 ul). 
B «CO ARER, URAR A 5, 一 0, 而 


O Med Täkt (eO, +1, Zä, 时 ,Fr 是 周期 为 2x PA, RS, 
EDGAR xz, ， 
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9 T 
a-2 [° u(i) cos at dš 
-2f E gin f cos mi dt 
e Jo 
Er. . 
-三 人 [sin (n -t- 1)? — ain (n —1):] dt 


ST cos(n+1)t , cos(n— 1): 1*7 
| GEN) 十 中 一 1 L 


Ef 1—cosín+1da , ecos(n—1)z—1 
sel ER) 十 n—1 ] 
AE 
-| owe z n-2, 4, 6, E, 
0 " 34 n 8, 5, T, WS. 
Spn-18B, EEHAJ HDRIRUH, 所 以 a, 必须 另行 计算 。 我 们 有 


à [* 2 [v » 
a== | u(t) costdi= E sin š coa t dt 


cole 


MSS 


将 求 得 的 a, 代入 余弦 级 数 (全 ,得 wx 的 的 傅 立 时 级 数 展开 式 为 
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ep 38 (l C amt epii t e Gë 
uti z^ uS cos 21 is cos 4t SE cos GO 


O EM 


(neie Loi, 


二 、 秋 上 数 展开 成 正弦 级 数 或 祭 弦 级 数 

在 实际 应 用 (如 研究 某 秋 溪 动 问题 热 的 传导 、 扩散 问题 ) 中 ， 
HERRUS LERNO, zl 上 的 函数 fo) 展开 成 正弦 级 煞 或 
余弦 级 数 . 

B doti a ip ren D, 这 凑 展 开 问 题 可 以 控 如 下 前 方法 能 决 ; 
HELIO ESE DL zj F3FB38 Bt SE XR ED ARE, RN 
EFRR Cem, D'HÄREN ESA. 得 到 定义 在 (一 mr al 
FASE QD dieto Com, m) 上 成 为 坷 函数 @ (AO. 按 这 
PAR HUE LU SERE SCR d REPE 83848). FRONS SE 
拓 ( 但 延 拓 ) 后 秀丽 数 展 开 成 傅立叶 级 数 ， 这 个 级 数 必 定 是 正弦 级 
AAC. 再 限制 z 在 (0, 中 上 .此 时 P'(ay= (GO. 这 样 便 
BETO MERA CO ER, 

818 E fol (O<a<a) 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 
LAB. 

ARI DA Bx f (a) AE CE 11-14). 
按 公 式 人 有 有 


ba 


|. eicht nada = 21 IN (o TD sin mz dz 


goen — siang — oosmc f 
— DDT, E 2- 
D p > o 


(1 — C08 mo — 208 mar ) 


ToU 


CQ 补充 f(x) BE X [ECOLE Com, LEADER OSA 规定 
Front, . 
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RN H nat, 8,5, m. 


2 D i3 
将 求 得 的 b, 代入 正弦 级 数 (3) ,得 


e+A- | (0r+2)sime E. sin Zei (a+ 2)sinƏs 


m ¿ 
> y sin dat] (Bem) 


- 


在 端点 00 及 4 一 w 外 ,级 数 的 和 显然 为 罕 ， 它 不 代表 原来 通 数 
FA, 


D A 
i Sea 
| ` D 
TES E [ 
1 ! |! `. | 1 
[ ! `. ! | 
— L. = ' `. $ 
i7 H ii z I 1. I 
4 | ! | 
i ATI — i ; l -= 
1 z^ ' —x O 3 ES 
i P 1 
EZ 
Lei 
y 
图 li-14 Ej 11-15 


SIE, eat Frei UE RETA CPE 11-10), SAX 
(DE | 


< T i s) r wë Uu 
w= 之 | Gd E [ea |° == +2, 


o 
e T 
a => f Lal Legends 
e Je 
2f esiinny cosmyp ainne |" 
s= 一 | 一 一 于- — + — a 
UD i gu TL E 
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2 
| 0, 3b n=2, 4, 6, = Hj, 


4 
EP 当 n=1, 3, 5, T Bf. 


将 求 得 的 m 代入 余弦 级 数 (D, 得 
a+ (cosa Ze cos Sx 1 eem e) 
(Osmem). 
3 E 12-9 


l. mg f (2) =cos ZO TRADE, 
2. i FG) ERIS 2 EIER TAL, 0 LURER 


=> Co SES ys 
o T 
foc3-4 =, E ELA 
= m 
g' ZE” 


将 f(z) 展开 成 傅立叶 级 数 . 

3. HERIO = SS Oeren) RARER RE, 

4. HERSO) 20 Qaram NARA 

5. BRR SRRA 2r， 证 明 ， 

D dn FF), MIC 的 傅立叶 系数 ao 0, gf 
ba, =0(4=1, 2, Wär 


(D 如 果 ff), MU yG) BA A anus 0, 53170 
(k—0, 1, 2, 1), 


第 十 节 ”周期 为 27 的 周期 画 数 的 傅立叶 级 数 


到 现在 为 止 ,我 们 所 讨论 的 周期 函数 都 是 忆 2m Ju ENG. dH 
是 实际 问题 中 所 时 到 的 周期 函数 , 它 的 周期 不 一 定 是 äs, 例如 第 
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IER EE, CERN, Rit, FER 
们 讨论 周期 为 21 的 函数 的 傅立叶 级 数 ， 根 据 前 面 讨论 的 结果 , 经 
过 自 变量 的 变量 代 换 , 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 ” 设 周期 为 好 的 周期 务 孝 .je) 满 足 收敛 定理 的 条 件 , N 


EMBA ARA AO 


10-2+ Y a, cos DÉI b gin SEE), kk 
其 中 系数 a b, | 
a= | fyo Ede (n—0, 1, 2, =), | 
(2) 
b= f. fdo zm da (n=1, 2, 8, e). 
如 果 下 (2) 为 奇 函 数 ， 则 有 
fio) = > ba sin T: (3 
其 中 系数 A 
bo (fun SÉ de (nl 2,8,.). D 
如 果 f (z) 5 9 ER š, WA 
fG) - Roe Y aoo 772, (8) 
其 中 系数 z, 为 
a= f facos DÉI de (n—0,21,2,—2. (e 


证 FERRARI, TARR Joel 就 变换 成 


D EFA, ORO) rB, IR MERDE, ALLA ll 
gU (6-0 +/(0+0)] 
ONE 
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cai, ROHE), NW FG) BUSES 92 
Ej ER 3k. F ELTE RE At c S GE AR, LO) EE 
F) > t > (a4 coa ng-b b, sin nz), 


其 中 ww, 一 i F F (z) eos nz dz, bn | F Gysnaz da, 


在 以 上 式 子 中 令 :一 写 ,并 注意 到 FOSO, 于 是 有 


JG) a H $ (a, cos DT +, sin e), 
2 aal z 1 


而 县 


i i 
a,- 3- f J'(x)cos E de, b.- + | Fosa EE do, 


类 做 地, 可 以 证 明定 理 前 其 余部 分 ， 
BL (a) 是 周期 为 上 的 画 数 , 它 在 [一 2 2) 上 的 表达 式 


A 
0, —2<x<0, 
| | pol, caca 
将 (o) 展开 成 伟 立 叶 级 数 . 
解 ” 这 时 1 一 2， BAROR 


Cr PLI 


4 
as T. n È cos EL da = [E sin rae] =Ü, 
Od í nazg -[ k nes 
by => E la ¿sia T dm = uu 09 — 


2E 4 * = 
E d 3 n-—1, Š, 5, e Rf, 
ut lo, Min-2,4, 6, Bf, 
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gy sin ty. 
(oou boo 00, 12,34, <), 


Jf (a) ABS LER CREDE An E]. 11-16 所 未， 


Lo, 2% (s ft 1 . Sma 1 EZE L...) 


"7 
pa 
一 外 一 一 | 
1 | 1 pij 
! B , 
| ' 
-— — i Än — | | 
一 2 z | 4. i 9 
图 11-18 Ej 11-7 
$12 将 如 图 11-17 Er zb A 
D Ox, 
AM (a) = 
p-s) i 
wx 
展开 成 正弦 级 数 ， 


解 MOEA, H ESSA, Ba: EBE kanay, 
必须 对 M (a) MARGA, RAR (Q) 计算 延 折 后 KEE 
DI SS, 


o 
bi = 了 | A (asin LEE. An 
i i 
H 
app.: , m T elei 2 nm 
.2 pr RTE dg DA 
E g Sin p da : g sin — dz]. 


0 HL ape Eee in 2c] 
* 
| 


sin TT. ez 十 《一 vest JD sin IEE di |. 


n n—2, 4, B, +- m, b, = 0; 3 n=1, 3, 5, bibi 时 


Li 


4 . 机 
b= sn de = 3,9 Sin 737, 


将 求 得 的 b, RADA, 


2: ñ 7 » 
M (a) = m pu rir 1 sin Bco 1 Ze —...) 


Osh. 


3 ES 11-10 
1. BETA AR BARA FAURA A AAA 
RARO 
D Frai gz (- == <) 


T, Leg 


3 
Oro b Ust 
oi, EE 


2x1, S30 
G fo 1, 0<w<3 | 


2. Jp FABRI URREA SUIDA SAC 


ag, Osce, 
(D fim -| 


lx, T << 


(D fo» (Mer) 


“第 十 一 节 ”傅立叶 级 数 的 复数 形式 


情 立 叶 级 数 还 可 以 用 复数 形式 表示 。 在 电子 技术 中 , 经常 应 
用 这 种 形式 . 

E O DATES 
+ 300 + 


RTI 
GE ZE sin I ) (1) 
其 中 系数 da, bn 为 
s SI fs)eos Eas (17:0, 1,2, =), 
n (2) 
b. Fam (n=1,2,3,.). 
-i 
利用 欧 拉 公 式 
costes LET, i =, 
于 是 (1) 式 化 为 
Pla O 
On ib, Ei pi 
| " 
记 
379, d sacos, the 
(n=1,2,3,+"), (4) 
则 3) 起 就 表示 为 
DC e eg 
Li! 
— (eue! Eer eL eI, 
2-1 
IREA BOTE 
GË (5) 


为 得 出 系数 cu WAEA, 把 (2) 式 代入 (4) 式 , 得 


* 301 + 


n 3 s 


S [4 f feos 772 ae = | foem 779 az] 


i 
d FO i UD —isin est do 


上 


-4 f eg (n—1, 2, 8, e), 
将 己 得 的 结果 合并 写 为 
s = f (a) e T da 


这 就 是 傅立叶 系数 的 复数 形式 ， 
缚 立 叶 级 数 将 丙种 形式 , 本 质 上 是 一 样 的 。 但 复数 形式 比较 


简洁 , 且 只 用 一 个 算式 计算 系数 . | 
例 把 宽 为 7、 BA RT ASTE QE CER 11-18) JR SER 


复数 形式 的 傅立叶 级 数 ， 


(n — 0, +1, +2, e). (8) 


图 11-18 


> T) BEDE BOE US 


ta 在 一 个 周期 [一 


e d * 


D, -5< < 
u(£) =<% <t < 
0, x< <. 
按 公 式 ( 人 有 中 
oom zi | i it 4. 页 -上 a h di = Y, 


š 2nxtv/8 
— — 
A ] 
—+/4 


(n= +1, +12, D 


将 求 得 的 o, 代入 级 数 得 


À < JA Dag OU 
utt -4 a — —Bain—— s ! 
C 2 UD msa DÄ Pu 


(— eet oes ib 


$otERT 27 


"J ES 11-11 


1. i fO RES 2 Bue de L — 1, 1) 上 的 到 法 式 为 J (im) = 
TE O ITE Si Sk yt 8908 2 gar, 
2. 设 人 RASA TAME, DIERAN ES 
Q ERRAR eine cos of isnan, Y eto lt, A 
[tazas san Bin od de 
= [esas d gin om da 
Ham . COS CHE +0 
t 


十 4 


A ecn isin E) O m ——- 1 etr C, ` 
LO ig 


" S03， 


HASTA 


e - ERE: 
2 M — sin umm QU 


Be 
MË = y. 
a IT UU ne ce "n T 
nä 


f (— 9» «Ex + ee3, 
试 写 出 «0 BOPA SECUS UE FER. 


> güd» 


第 十 二 章 wA HE 


详 数 是 客观 事物 的 内 部 联系 在 数量 方面 的 反映 ， 利 用 函数 关 
系 又 可 岂 对 客观 事物 的 规律 性 进行 研究 ， 因 此 如 何 寻 求 活 数 关 
系 ,在 实践 中 具有 重要 意义 ， 在 许多 问题 中 ,往往 不 能 直接 找 纪 所 
需要 的 函 孝 关系 ,但 是 根据 问题 所 提供 的 情况 ,有 时 柯 以 列 出 舍 有 
要 找 的 枉 数 及 其 导数 的 关系 式 ， 这 样 的 关系 式 就 是 所 谓 微分 方 
各 ,微分 方程 建立 以 后 , 对 它 进 行 研究 , 找 出 未 知 函 数 来 , 这 就 是 
解 微分 方程 ， 本 音 主 要 介绍 微分 方程 药 一 些 基 本 概念 和 几 种 常用 
的 微分 方程 的 解法 ， 


第 一 节 ”微分 方程 的 基本 概念 


下 面 我 们 通过 几何 、 力 学 及 物理 学 中 的 志 个 具体 便 题 米 说 明 
微分 方程 的 基本 概念 . 

WI — HRAC, 久 , 且 在 该 曲线 上 任意 点 M (z, 幼 处 
的 切线 的 斜率 为 2%, 求 这 曲线 的 方程 . 

BU RESIENTE, TARAR y yla) 应 满足 方 
Fe 


Y 22, (D 


此 外 ,未 知 函 数 4 一 处 为 还 应 满足 下 列 条 件 ， 
s=1 EEN (2) 
把 方程 (了 DD 两 端 积分 ,得 


y= |2uda H) y=2+0, (8) 
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其 中 心 是 任意 常数 ， 
EN A ACI 
2-1*4 Q0, 
Hindi O=1, 把 C—1 RA (2X, 即 得 所 求 曲线 方程 
y-ad+1, (4) 
5812 询 革 在 平 直线 路 上 以 30 米 / 秒 (相当 于 72 公里 /小 时 ) 
的 速 庶 行 驶 ， 当 制 动 时 列车 著 得 加 速度 一 0.4 米 / 秒 s。 癌 开 始 制 
动 后 和 多少 时间 列 言 才 能 停 住 ， 以 及 列 革 在 这 上 段 时 间 里 行 台 了 劣 少 
BERE? 
BE BRIEFS UR t PRATET SA, 根据 题 意 , RD 
EER Si Er BEP JE AA BJ p 3k 5 — (IL CS 


ds — 
qe 04. (5) 
JEF, SR ADR EE ss (O XS PY HS IR F 30126 bF: 
| #=0 时 , s=0, 0 0. (6) 
30 77 38 (5) 两 器 积分 一 次 ,得 
| q. 0.4440, (7) 
再 积分 一 次 ,得 
s= —0.2+0,14+05, (8) 


这 里 C, Cs 都 是 任意 常数 . 
SAP ^t —0 时 , v— 207 A CO XX, £8 
20 = Oy; 
把 条 作 = 0 Bp, s ORAL, 8 
0= 0s, 
18 C. Cs KERA CORSA, 
u= —0.4t4- 20, (9) 


+ 006 > 


s= — D. 2001 208, (10) 
(NARA v0, BANAL M GT 36 fd 3r | sc A AE Br S ES 
时 间 


4 
Tim te 50RA CLOR, QUA TI Az ye fil o br Ez +y 83 B EUER 
s= —0.2 x 808-20» 50 — 800 (3j . 

ERRATA DA d AAA, E 
们 都 是 微分 方程 ， 一 般 地 , AEREA er AMAS EJ 
变量 之 间 的 芜 系 的 方程 ,叫做 微分 方程 .这 里 必须 捐 出 , 企 徽 分 方 
竹中 ,未 知 函 数 及 自 变 基 可 以 不 出 珊 , 侦 未 知 函 获 的 导数 唱 必 须 出 
Ju, 

$8 A Ty FE Brib 3 Bus n in P S Up dA XR, mU CU 
AA ëm US din, y (D A Bre tr, 方程 (可 是 二 阶 微分 
AR. Xd. 


ny 


gy A gy" — Aen = 88? 
JE c raar, TERR 
y P - 4g" -- 104" — 129! + Sy = sin 27 

A Pd Bet T RA. | 

ETA SACA, ATA MA, ETE 
BADR BEBA u TES ERASE AT), UAE, 
1 Hn xc je EE SOL iX AR 2-77 REB AE y y URN LS. 
ER ul Ket gz 2y TERI AG 

Jtr, BR ECOL CD BATEO ir a. AROMEN 
Tg (B) 的 和 能. 

TMB mr ni RA AAA, AEREA A 
A E ECHIS, FET AE, A, ned 
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{ 纯 是 方 答 人 的 解 , 它 含 青 一 个 任意 常数 ,而 方程 (全 是 一 院 的 ,所 
以 函数 (3) 是 方程 全 的 通 解 ， 又 如 ,函数 全 ?是 方程 上 5) E, EA 
有 两 个 任意 常数 , meih rm. 所 以 函数 (8) 蚌 方程 (5) 的 
通 解 ， 

一 阶 微分 方程 的 通 和 解 的 几何 意义 是 以 常数 口 为 参数 的 曲 弘 族 
《其 中 每 一 条 外线 都 四 做 微分 方程 的 积分 曲线 )、 饥 如 函数 (8) 是 
以 常数 口 为 参数 的 抛物 线 族 ， 二 阶 微 妇 方程 的 通 解 的 几何 意义 是 
DR S O. Os 为 参数 的 曲线 族 ， 例 如 ,函数 (3) 是 以 常数 O04 和 0 
为 参数 的 捍 物 线 族 . 

由 于 通 解 中 人 富有 任意 常数 ， 所 以 它 还 不 能 完 爹 确定 地 反映 某 
一 客观 事物 的 规律 性 。 要 完全 确定 地 反映 客观 事物 的 规律 性 ， 必 
须 确 定 这 些 常数 的 值 ， 为 此 ,要 根据 问题 前 实际 情况 ,提出 确定 这 
些 常 数 的 条 件 .， 例如 , 创 工 中 的 条 件 (2), BU 2 中欧 条 件 (6) 恒 是 这 
样 的 条 件 . 

设 微分 方程 中 的 未 知 证 数 为 g 一 ylw)， 即 困 微 分 方程 是 一 符 
的 , 通常 用 来 确定 任意 常数 的 条 件 是 

| e= æ Hj, y=Yo, 
或 写成 Y] ar. Yo, 
其 中 mm. 都 是 给 定 的 值 ;, 如 果 微 分 方程 是 二 阶 的 , 通常 用 来 确定 
尾 屿 常数 的 条 忻 是 ， 
%= mo hF, Y=Yo, Y =Yos 

或 写成 Uli =o, Y | eor 7 Yo, 
其 中 mo. RI Yo MALE RA, LARA MARA, 

确定 了 通 解 中 的 任意 常数 后 ,就 得 到 微 入 方程 的 特 解 。 例 部 ， 
(4) 式 是 方程 (了 的 特 解 , 这 个 特 解 满足 初始 条 件 (2); DAEN 
程 (5) 的 特 解 , 这 个 特 解 满足 初始 条 件 (6). 

一 阶 微 秃 方 程 满足 初始 条 件 ul ==. = Yo 的 特 解 的 几何 意义 是 
> 808 » 


经 过 点 (za, %o) 的 那 条 积分 上 曲线， 例如， 抛物 钱 89= LL 
分 方程 CD 的 一 切 积分 曲线 中 经 过 点 (1, 2) 的 那 一 条 二 阶 微分 
TEMER AA EY) ro = Y |; =a — vo 的 特 解 的 几何 意义 是 通 
过 点 (Me, Vo) 县 曲线 在 该 点 处 的 切线 具有 斜率 为 % 的 那 条 积分 曲 
SS, 


$63 HE. mër 
2$ — Oy cos ki + C5 sin kt a) 
是 微分 方程 
dix Br 
us T e= 0 (12) 
的 解 ， 
解 ” 求 出 记 给 函数 (11) 的 导数 ` 
e = — LO, sin Et + KO; cos kt, (18) 
Pe 


di 一 — E90, cog ki 一 £%0, ain Et 


= — k* (C, cos kt + Os sin Kt), 
MZT 及 z 的 表达 式 代入 方程 (12) ,得 
— Ë (C eoa ki -+ EL sin kt) + k (C4 cos ki 4- Cs gim kt) =0, 
MECO RARA AE ERA MEFR, MEE 


ODEJE (020 的 解 ， 
DA Gaming, 求 满足 初始 条 


件 
de 
2) i-o— 4, de leo 
的 特 解 ， 
解 KR =o 时 ， es JRA CDA 
C, — A. 


e 309 » 


将 条 作 I QO, “0 代入 (18) 式 ,得 


C 0, 
把 C, O, ELA COR, UE 
g= dcos kt, 


3 题 11 
了 3， 试 说 出 下 烈 备 微分 方程 的 阶 数 ， 
(D 区 (一 于 一 人 (D) ay" -an 0; 
(8) gy" A Ay" 4a — 0; (4) ce- Éy de t (z yd D 
az d Q 
(的 oR ln (6) apa, 
CE 指出 下 列 各 题 中 的 隙 党 是 省 为 所 TI, 
(D) ry 29. y= 5a; e 
(2) ai Laugs, w= Ain -4eosz; x 


(8) y" —2u' Ey —0, go nes; 
(D) y" — Quar Ag) tr Auge, ym Cem Cet, 
8. ATA EA 7027 FE Er RU SERO Br Sk bk A 23. FE 83 


D Bains pr, El mg y C, 

QD (y Di b my? yy 24 0, y= (ay). 

4, ATAA TU HP adl Scr 8, oH REPE HORA TERT ER, 

(D sy =C, ul s Í| =5; 

D y= (C1 Cs 67, y| aso, Y ¡roo l; 

(D) y=Cisinte- C9, Y sax ml, Y Las =0, 

5. DERE FIVE EEE AAA PE. 

CO HERA, ADA AAA A ARA: 

e BERE Pie, y) AMAR e iz an Q, RS DU Y Hi 


é. mnc fd a. 某 种 气体 的 气压 己 对 于 温 麻 了 工 的 赛 


(kt SEREH 5 HARR RU EE. 


" ği » 


二 节 ”可 分 离 变 量 的 微分 方程 
一 阶 微分 方 检 的 一 裔 形式 是 
Fia, y, y^) = 0, 
部 时 上 这 方程 可 以 解 出 Y, 那 来 我 们 有 
y —JCG, y). 
DUBAI AE GRUT Ret TE OG. 
ARA RADA EAT 


EN — 2, | 
或 dy = 2g dz, 
E ELA MERA a a| $m a. 
y= +0, 
但 是 并 不 是 所 有 的 一 阶 伐 分 方程 前 能 这 样 求解 ， 
HA, TB AA 
DU 209 1) 


SETA BB E RUSSE ECBON PE ICEUAH IDE EROR UE DÉI 38 SS, 

XEM AL? BRAND DARA ARA v, 积分 
Lem de 

BRA, 这 是 困难 弃 在 为 了 解 类 这 个 困难 , 在 方程 人 的 两 


Mes SEDI ZS. (ROV BL (D) SOR 
ARE, E o y VIERA, ARA 


= 311 + 


oo 1 


其 中 口 是 尾 总 常数 . 
可 以 验证 ,函数 (多 确实 满足 一 阶 微 务 方 程 (1), 且 含 有 一 个 性 
意 常 数 , 所 以 它 是 方程 (1) 的 通 解 . 
一 般 地 , 如果 一 个 一 阶 微 分 方 程 能 化 成 
g(y)dy — f (2) de (8) 
HEA MAD, 05) Jy UE MA v 的 函数 和 dy, 另 一 端 
JF z BU B 32 1 de, 那 末 原 方程 就 称 为 可 分 离 变 量 的 微分 方程 ， 
ue yB (Sy rh Bes g (dn fio) 是 连续 的 。 设 Y=pt2) 是 
方程 (9 的 解 ,将 它 代 入 (38) 中 得 到 恒等式 
Gleteiloi Leide = f(a do, 
将 上 式 两 端 积分 ,并 由 yo) ARE y, E 


joy= ff (de. ( 


BENE, FEE eat. EZ, dinh y-oQGo ni 
足 等 式 (4), 那 末 在 g 0) RETF, y (Qo) EE CO 的 解 ， 事 
KE PEOLE 


ja Leide =o, 


记 Pie, y 7 [gay fle)yds, 


HERRA Fe, 0-0. 电 攻 函数 的 求 导 法 则 可 知 , 24 g(y)0 
时 ， 


Fo 
dz Raa, y) gy)” 


OTE AI 3, E A o: Y 
(3) i gG) Fa) PE SEA, Hg) 0, NEG G)SRBISIBU IG 
PISADO, ABATIR. 因为 不 定 积分 中 


: 312. 


含有 和 任意 常数 ,所 让 这 样 得 出 的 解 是 方程 (人 的 通 解 
M1 求 微分 方程 


ZE e ©) 

的 通 解 . 
Me ”方程 (6) 是 可 分 高 变 景 的 ,分 高 变量 后 得 
Y — pada, 

y 
TELA J = fo da, 
得 

In |y! =a +O, (6) 

从 而 |y] = t= tes, 


即 y= xe, 
因 xe at tE t JECC 0, 便 得 方程 人 5) 的 通 解 
y=Ce”, 

DLARTERITBRA, 可 把 Inly L3 In y, 只 要 记 住 最 后 
得 到 的 任意 常数 马 可 正 可 负 就 行 了 . 

H2 放射 性 元 素 负 由 于 不 断 地 有 原子 放射 出 微粒 于 而 变 成 
其 它 元 素 , 铀 的 会 量 就 不 断 减 少 ,这 种 现象 上 叫做 衰变 、 由 原子 物理 
学 知道 , 铀 的 喜 变 速度 与 当时 未 训 变 的 原子 的 食量 M 成 正比 . E 
A= AREE Me, REER AA E M G) B I z 
变化 的 规律 . 

和 解 ” 销 的 衰变 速度 就 是 MO 对 时 间 的 导数 ze 由 于 销 
揭 大 变速 庶 与 其 会 量 成 正比 , 故 得 微分 方程 

GM 


uU (7) 


其 中 X( 人 > 的 是 常数 ,叫做 衰变 常数 ,前 慎 负 身 是 由 于 当 上 增加 
DEER 


Ej MU APRA, EN UM eco E. 


WEE, AR 
M|, = M 
方程 (人 是 可 分 离 变 苹 的 ， PATEE 得 
dM zy 
MO. 
两 端 积分 nas, 
得 ln 
Bn M aO ag 
id C — e^, EIE OECD DE EON 
M — Cs. (8) 
38 813828 CE IL SA, 43 
Mo= = Cs*=0, 
所 以 M = Moe, 


xc AE RAI. 由 此 可 见 , 410 GF ER [LES JS 015 
TERA (Ej 2-1). 


M 


P-mg 
Bj 11 图 12-8 


Dä URESEALANE ERE DS, 所 受 空气 阻力 与 速度 成 下 
tb, 并 设 降落 全 离开 距 伞 塔 桂 性 = 外 速度 为 零 ， 求 降落 伞 下 蒂 速 
.34 + 


BE 5j [E] ER RECO X. 

E OGXEBEERASTISORHERe(00. PEPE FHR, E 
受到 重力 卫 与 阻力 R WERE 12-2), HAIADA mg, 方向 与 
o 一 致 ; 阻力 大 小 为 bett 为 比例 系数 ), 方向 与 0 相反 ,从 而 降落 
PERERA 

Fomg-kn, 
18 18 Et pg ëE 
F=ma 
《其 中 5&8 为 加 速度 ), 得 函数 4( 轨 话 海 足 的 方程 汶 
e —mg — bu, (9) 
RAE, VAR | 
* | «0770. 


AP ERO) Ey y A EBA, 分离 变 量 后 得 
I da NA 


末端 积分 e 


得 -4 In (mg — kv) = +0, 
E de 
即 mg-—ke— ga 


一 be 


EE 


ve Ae (o=. m), (10) 
这 就 是 方程 (9) 的 通 解 . I 
将 初始 条 件 0] ¿o O 代入 (310) 式 ,得 
C= -二 
于 是 所 求 的 等 解 为 
- 335 + 


j EECH et (155 
YE CU) ATAR H BERBA i 的 增 大 ,速度 ?逐渐 接近 于 常数 
TL, ERA TL, AL, 跳伞 后 开始 阶段 是 加 速 运 动 ， 


但 以 后 逐渐 接近 于 等 速 运 动 . 
MS 有 高 为 米 的 半球 形容 其 ,水 从 它 的 底部 小 孔 流 出 , 小 
妃 模 截面 面积 为 1 平方 厘米 
(图 12-8), 开始 时 容器 内 盛 
满 了 水 ， 求 水 从 小 孔 流 出 过 程 
中 容器 里 水 面 的 高 度 OK Wi 
与 孔 口 中 心间 的 距离 ) 随时 间 
; 变化 的 规律 ， 
m 1 解 ” 由 水 力学 知道 ， 水 从 
蕊 口 流 出 的 流量 ( 即 通 过 孔 口 模 截 面 的 水 的 体积 六 对 时 间 € 的 变 
化 率 ) 日 可 用 下 列 公 式 计算 . 
(Q= er 


S 0.628 VS, 


其 中 0.62 Ju m AA, S PADRE, g 为 重力 加 速度 ， 
现在 筷 口 横 截面 面积 为 SL OR”, W 


D =0.62/2gh, 


A dV =0.62/ 23h dt, (12) 
另 一 方面 , REMA TEL IRL ES C2, t+ dela, ZKRIESEHEHI > BE 
E A+ dA (d 05 , Va X 1483 
dV = —vwr?ah, (18) 
其 中 7 ARA t HpkmPétegi»-3), AREAS E H dh<0 
P dl —0 BRE. MA 
«316» 


= VIO (100 = AP = VR FF, 


所 以 (18) 式 变 成 
dV = — (200% — h?)dh, (14) 
t gECLO RR CLA) BE, 43 
0.624/3gh di — — æ (200k — 13) dh, (15) 


E e DE A AE) One 
此 外 , FRA ARA B) K E ERU, 所 以 未 知 画 数 A ACE) EN 
ME FIAR: 
^!,-,—100, (16) 
AROOA RIA. ARABIA 


Hy LE — (2004? — A3) dh, 
两 端 积分 ， 得 
Ej 
400 , 
E TIÑE 1-10) +O (17) 
Arp eod. 
JE gU AE PE OS ARA, 
8 x 400 2 5 
0= — xm s x100— r. S x 100%) +0 
Hi II: 
Q- 8 (400000 _ 200000 
0.624/2g 8. 
I < A 5 
"OA, 15 35 019 


FOIS O ERA QUTD) XE EH, AB 
" B17， 


a € 
t= Z 1010915 t 845), 
£652; Š VEM) 


JA T ok MP HEAT SERE PUER AS Pq gk 16 708 BE 7e Ejs] II 
£ 之 间 的 西数 关系 ,这 喜 是 水 从 少 孔 流出 的 规 逢 . 

这 里 还 要 指出 , 在 例 4 中 我 们 是 通过 对 微小 量 9F 的 分 析 得 
到 微分 方程 寺 扩 的 ， 这 种 第 小 看 分 析 章 方法 , 也 是 建立 微分 方 各 
的 一 种 常用 方法. 


3 题 129 
1， 求 下 胞 微分 方程 的 通 解 : 
Q) ay y lny =0; (9) Seit Sr Dad =i; 
(D y = Ji (4) y ey ad y 
(5) soc atey de Leod yg edy = -0. (0) S= 162-9. 
(T) Geer ey dz Ac (erg + edu 0; 
(8) oe zeng dal sin x 208 y du =0; 
(85 O+ S 2-0; (10) yda + (32—4a)dy =0, 


2， 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 等 解 
ap y'en. "INNER 


(2) cosasin y dy=cosysineda, wl =i 


(35 y'sinz-yIng.yi, 0 
(43 cosg da Ae sin y dy 0, g] — Á = = 


ER 

(5) zdu +2uda=0, |. ol, 

3. TACO METER. E 10 BUE, GA ois, SES 
HPA 05 EPERRA ROMA ANTE A S DLE RIRA, 

4. REJ 1 克 的 质点 受 外 力作 甩 作 直线 返 动 ,这 外 力 和 时 阅 成 正比 , 和 
质点 运 涝 的 速度 成 上 反比。 de t=10 秒 时 , 速度 等 于 50 ERA ATA E 
因 ， 问 从 运动 开始 经 过 了 一 分 钟 后 的 巡 谋 是 字 少 ? 

5. dio FRA, 镭 的 赛 变 速度 与 它 的 现存 基 RREH. H 


» 318 + 


E NW Qh. E DKL —. 


KK, 


经 验 材料 得 知 , 2862211600 年 后 , HEH Bi, ORIENTE 5 


时间 上 的 函数 关系 . 
6， 一 曲线 通过 点 (2, D, CEPI Eh len DIEA BORDURE 


分 * 求 这 曲线 方程 - 


fem SES 


一 、 齐 次 方程 
如 其 一 阶 微分 方程 
S= Ha, y) 


中 的 函数 f(z, rn aam, iis -p(t UE 


方程 为 齐 次 方程 ， 例 如 
(wy — 9?) das — (2? — 22) dy 0 


是 齐 次 方程 ,因为 
2 (Gr 
fG, DD- 
—2ry — 4. o( Y 
i 1-22) 
在 齐 次 方程 
MNT 
s) 0 
中 , 引进 新 的 未 知 函 数 
u=, (2) 


= 


就 可 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 。 因 为 由 (2) 有 


En dy _ du 
ym ds 559 der 


RARO), RIA 
+ 819 - 


ute (a), 


即 e Zait u. 
分 离 变量 后 , 得 
du _ de 
TONE 
两 端 积分 ， 得 
ES 
"ES -u ` 
求 出 积分 后 ,再 用 T 代替 刀 便 得 所 给 齐 次 方程 的 通 解 。 
901 解 方程 
3 
d'r Y da" 
A ” 原 方程 可 写成 . 

Et 
uv As 
coda aya? Ya 

w 


因此 是 章 次 方程 . 4c = =u, Mj 


E dy — du 
Y = umn, d Cg 
于 是 原 方 程 变 为 1 
du u? » 
"ttd. u Tr ~ 
Get t 
ES SEKR 
分 离 变量 后 , 得 
GA de 
te a 


+ 820 - 


m3 UT Amm —- — noc 


两 端 积分 ,得 u—inu+C0,=Inx, 
XA In (vu) KETTEL ADR 


以 = ERP a, (ER 
— Y 
In ebe GC, 


因此 所 给 方程 的 通 解 为 
y=0 (C=), 

例 2 inest EERENS, 假设 由 旋转 轴 上 一 点 发出 
的 一 切 光 线 经 此 目镜 反射 后 都 与 旋转 
轴 平 行 ， 求 这 旋转 曙 画 的 方程 汽车 
灯 和 探 辕 灯 内 的 四 镜 就 是 这 样 的 )， 

解 ” 取 旋转 轴 为 x 轴 ， 光 源 所 在 . 
之 处 取 作 原点 OUA 12-4). BOB phaw 
转轴 的 任意 平面 为 sOy 坐标 面 , 这 平 
面 截 此 旋转 面 得 曲线 QO, EO 点 发 出 
前 茶 条 光线 经 口上 一 点 MG, y) GRE 
后 是 一 条 与 = 思平 行 的 直线 MS, ABRA RM By LEX AT Sv 
AA o. WEAS, 人 SMT = c。 另 一 方面 , LOMA 是 入 
HARRA Z S MT Raps, 于 是 由 光学 由 的 反射 定律 
A ZOMA= ZSMT-—a, Mm 40-0M. 18 A0= AP-0P= 
PM cig a—0P=-G—a, WI OM = PF, 于 是 得 微分 方程 


图 12-4 


eV, l 
或 ydz- (at Na y dy, 
这 是 齐 次 方程 。 令 ooo, HE omo, de= vdy+ydo, 代入 上 式 得 
« 321. 


gUody + yd) =y(0+ PFI ad, 
HA y 0, AULA 
gd — ^s? T 1 dy, 


da dy 
从 而 NIE y^ 


积分 后 ,得 in(v-- /4*-ri) -ing-—- In O, 


E mN AFL TI — Z 

由 Ze) =+, 
sg 2 

得 到 GE OR =1, 

或 y*-20(s-- S) 


这 是 以 e Bg, 焦点 在 踊 点 的 一 族 抛物 线 ， 这 族 抛 物 线 绕 % 轴 
旋转 所 得 旋转 抛物 面 的 方程 为 


y! 220 (Ú+ 2). 


这 就 是 所 要 求 的 旋转 曲面 方程 
MA AAA d, PESAR Ela 则 以 
ar Eh gy LARA 200 0,0 0-7 äm 
TIEA Re BU Wa t Bh b Td 
d gi 
vote A o or 16% 


Q Ely E, ERRES Ey (udy--ydo) — (yo y lay, 
EGET HO ELE, RAEE v0. 3 y 0, 出 下 面 的 推导 应 作 相 点 政变 , 得 
最 后 得 广 的 结果 不 变 。 


- 328 。 


Ese 


二 、 可 化 为 齐 次 的 方程 


方程 


dy ortbyte (3) 
cr Gët biy tei 


当 o=61 一 0 时 是 齐 次 的 , 否则 不 是 齐 次 的 。 在 非 齐 次 的 情形 。 可 
用 下 列 度 换 把 它 化 为 齐 次 方 惟 ， 令 

s=X EA, y=F +k, 
其 中 六 及 五 是 待定 的 常数 。 于 是 

de=dX, dy-dY, 


AMARO) RA 
dY uL aX +BY +ah-- bh + e 
dX —aQXbY +h- bik tei” 


MAREA 
paros, 
EHS bo=0 


| MEO mm t, SKI PURI h R E 


它们 清 足 上 述 方 程 组 ， 这 样 ， ÉIER ER 


dy _ aX -bY 
dX X Fb ° 


求 出 这 齐 次 方程 的 通 解 后 , 在 通 解 中 以 SA X, y ER, E 
得 方程 (8) 的 遂 解 
ybi 时 ,及 名 危 法 求 得 ,因此 上 述 方法 不 能 应 用 .但 


这 时 令 -时 一 如 一 和 % 从 而 方程 (3) 可 写成 
dy ardbydec 


do A(Ga-- by) a` 
引入 新 变量 v=az+By, 则 ;. a 


de = - 
de do 


于 是 方程 (8) 28 


这 是 可 分 离 变 二 的 方程 ， 
uid AME 


28 (em ve artby+o ). 
exo + d+ 


$18 解 方程 
(224-y — 4M 4- (my — 1) dy - 0, f 
QS ”所 给 方程 属 方程 (3) HEM, 4 k= X +h, u= Y +E, Y 
dæ=dX, dy=dY, RA RARIS 
(2X-rY-r2h--hb—4)d X --CX 4Y-+h+EËE—-1l =0, 
解 方程 组 
[ht a 
h--k—1-0 
191-3, k= —2, 4 m= E +43, y^ Y —2, 原 方程 成 为 “ 
(2X +Y)dX + (X 4 Y Y =0, 


| Y 
ay _ 2X4Y _ ?UX 


x (2 074X U XTY ^ Ql" 
X H 


这 是 齐 次 方程 . I 
EE WY uX, roux E 
u Z > — SCH 


. L+? 
, du | — 2-ct2utw ` 
或 Xu GE E CO 


w 


PA ma 


分 离 变量 得 -ttl de tA, 


i) -4-2u--3 

积分 得 mo In sP-2u--2) = X, 
M U wn EI 

TÉ A at u-t , 


即 
D 


Cas X 302--2u--2) (0s = On, 


y3.-2XY.-F2X?—0$, 
X =0-3, Y —y+2 代入 上 式 并 化 简 , 得 
204 20y +y —80—2y=0 | (0—05—10), 
= m 12-8 
1. 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 
Day VPF (0) eL my; 
(8) (a yn da — ny dg 0; (A) GP -FyP)dz — Say? dy »- 0; 


y V Mz Bz ch dy 0; 
5) (2z sh Zi 8y ch Y Me Sech Y dy=0; 
S z = 
(6) (14207) d14209(1-2)áy=0, 


23， 求 下 列 齐 次 方程 满足 所 给 初 冶 条 件 的 特 解 ， 
SM (y! — 322) dg + 20 gda == 0, y |a= = 1; 


(25 y RENE Ylan=2; 


(8) (ei t Zay- ydet toi Beau — dg —0, glad, 

9t 化 下 列 方程 为 齐 次 方程 ,并 求 出 通 解 ， 

(DD (22—5y4-3)da — (2e + dy — 0)dg —0; 

(2) Gr—9 — dz + (dy +r—1)dy=0; 

(8) ly—-T2+ TD det (7g - Ze td —0; 

(45 GGLende ji (Sz dy - dg 0, 

4. EIEH yf Gn dz + 29 (oy dy = 0 ANS TEKER =m 


LATENTE, RIA. 


. 828 - 


5， 用 知 当 的 变 到 找 搞 将 下 列 方程 化 为 可 分 离 变量 的 方程， 然后 求 出 通 


YU bd TA Y = l H 
Q) Leey) (2) TRE 


CD mu ts pn ptn 
(0 y =y 2Inz — 1)g +sio? a — 2sin g—eosa +1; 
(5) yy + llan +21 ey tey )dg- 0, 


第 四 节 ”一 阶 线性 微分 方程 
— Be E 
A 
DN — rien gie (D 
RBA ER, AT PRA y 及 其 导数 是 一 次 
E, 如果 Q0 0, 则 方程 (DD 称 为 齐 次 的 , 如果 dir 


F, 出 方程 (TD MERA, 


设 {DD 为 非 齐 次 线性 方程 ， 为 了 求 出 非 齐 次 线性 方程 (DD 的 
E RTE BREN H 


SE Plo)y—0, | | O 


方程 (2 URETARA OHTRATE. 方程 OD 是 可 
分 离 变量 的 ,分离 变 量 后 得 


Ee — P (a)da, 
两 端 积分 ， 得 | 
iny=-|Plddr+In O, f 
或 y= Oe ex i 


这 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 . 
* 396. 


更 在 我 们 使 用 所 谓 常 数 变易 法 来 求 非 齐 次 线性 方程 (1) RE 

M kk BLR IO A e RO (e), 即 令 

y=0 (mar (8) 

ALU) WEIR QD fE AAA C (z), 然后 将 定 出 来 的 Ca) 

代入 (8), 这 样 便 得 到 方程 (1) 的 解 ， 下 面 便 用 常数 变易 法 来 求 广 

B 6938. 

"TOT 

Zi le(s P SO (a) 


ECOL CD 40 D 


C' (a) PELLUS ~ P(a)C (a) gione 


+ PO "^ 


-Q(», 
EJ Ma FO RE), 
EEE Ola) aro, 
把 定 出 来 的 O RA (9), MEEF KRESE ONER 
y= [aya q ia) | D 
EE fil 
Ce I Wes? FEL fe (de f Pais da. 


上 式 右 端 第 一 项 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (2) 的 通 解 , 第 二 项 是 原 非 
章 次 线性 方程 ( 坟 的 一 个 特 解 (在 (1) 的 通 解 ( 国 中 了 到 CQ=0 便 得 到 


这 个 竺 解 )、 由 此 可 知 , 一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 等 于 对 应 的 刘 
次 方程 的 短 解 与 韭 齐 次 方程 的 一 个 特 解 之 和 ， 
BEI RAM 


Y_ 29. š 
de x41 (641) 


ATA, 
«827 - 


艇 ”这 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 。 先 求 对 应 的 齐 次 方程 的 通 
T8. I 


hy=2m(44+1)+0,, 
2 geO(--1? (=°), 
用 常数 变易 法 JE O Buk Olo), E 
y=0(0) (0+1), (6) 


ax A L0 (5) (1)! 30 G2) (et), 


代入 所 给 非 放 次 方程 , 得 
Cia =(e+DF 
”积分 ,得 te = 2 tii. 
四 把 上 式 代 入 (6) 式 , 即 得 刻 求 方程 的 通 解 为 
R y= E oí n1 0]. 
612 有 -- 个 电路 如 图 13-5 Br Z, 
+ 其 中 电源 电动 势 为 B = E sin ot (E, 0 
都 是 常量 ), gn BB 和 电感 上 都 是 常量 ， 
LT ZIP 
m 12-5 KW OO) IFE Bm Y 
电流 变化 时 ,二 上 有 有 感应 电动 势 —L SL. ERA 


eege let A deg 
; S E 
H S LL 


+ $28 +` 


jb E= M. sin ot 代入 上 式 ,得 
dí R, En 


S5 ihi 


dt L L 
EA UD. 此 外， 开关 下 闭合 的 时 到 

t=0, 这 时 i( 失 还 应 该 满足 初始 条 件 
$| =Ü 6 = 0, (8) 


gin cof, V 


GD 解 方程 . 
JP RELOD) 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 ， 可 以 先 求 出 对 应 的 齐 次 齐 
程 的 通 解 ,然后 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 方程 的 通 解 . 但 是 ,也 可 以 


HENAO KRE. LE POE, 0 = Dinan, 
RAZAO, 得 
O [Latin terc). 
应 用 分 部 积分 法 , 得 
[P sin ot de yy (RE sin ot C ol" 00901), 
将 上 式 代 入 前 式 并 化 简 , 得 方程 们 的 通 解 
0 — «Ep (üsin ot — oL cos ot) tOr E", 
HOP O 


将 初始 条 件 (8) 代入 上 式 , 得 


O= aL m 
m E NECI LI 


EM) ARA OA 


GOLI, eE 4 En 
HL p T 


3 T ERU OESTE EE MEE ¿GO rp i 
前 形式 稍 加 改变 ， 


&()-— (Rsinct—coLconot), (9) 


e 329 + 


LR mon ol 
E emeng: 
TÉ (9) X np 8, 
eoo LES, -Fs En 
KO SAMT IDEE 
其 中 paro tg Sy, 
Y d 增 大 时 ， ERA CY AE A E) ETE TES 
TZ 55 — TH (HH RICE O AA eg E 5 DR ANA 
AR MA ARE w. 


sin (cot — p), 


二 、 贝 努 利 方 程 
AW 
SU LP(y-QGn (n0, 1) , «9 


mi tSp fa(BernoullDJ ER. Gr0 Rm 1 HH, 这 是 线性 微分 
方程 。 H nAl, nalij, 这 方程 不 是 线性 的 , 但 是 通过 变量 的 代 
换 , 便 可 把 它 作为 线性 的 .事实 上 , 以 y^ BOTE CO AA, 19 


at LP (Ey - QC). Ne» 


容易 看 出 ,上 式 左 端 第 一 项 与 Zur 只 差 一 个 常数 因子 15, 
因此 我 们 引入 新 的 未知 函数 


z= 

EK Fean SE, 

JC. n) A E RER Dr 
APA AR. 

E E 

e 500 < 


618 求 方程 


的 通 解 . 
解 ” 以 y 除 方程 的 两 端 ,得 
-ady 1 a 
y ue = SERGE 


! dar), isa. 
斯 一 ¿ln zx, 


Li=y MERRER A 


这 是 一 个 线性 方程 ， 它 的 通 解 为 

2=w 0 — S (Ina) d 
EJ y 7 4& 2, E et 9 38 ROT 

ya| O -$ na?]-1. 


3) Hi 12-4 
1. 求 下 列 微 分 方程 的 道 解 ; 


G> Pages (2) ay +y=0*+ 8042; 


(4) y +y le z--sin 20; 
(5) (4-1) y +220y-—ceos=0, (8) (g — Beie +24=0; 


(3) + CoB Te iine, 


《7) El + Zen dr; (8) yIn gdr + (z — hydy= 0; 


(9) -D ten (10) SÉ äs, 


2. REN 
Q) L-yiga=a0z, yleo=0 


d . 
(2) FRE XE DEE 


a 


O SE Lyctgaobem, y), =-4 


C4) SE +34= 8, wo; 


Sad 


d 一 
(5 ay acte #1, yleni=0, 


3， 求 一 曲线 的 方程 , 这 曲线 通过 原点 , HAET YTRE 
ST Ae ty, 

生 ， 设 有 一 质 最 为 吧 的 质点 作 直 钱 运 动 。 从 速度 等 于 零 的 时 肇 起 ， 有 一 
个 与 运动 方向 一 致 、 太 小 与 时 间 成 正比 (比例 系数 为 EO 的 力作 用 于 它 ， 此 外 
还 受 一 与 速度 成 还 比 (比例 系数 为 I0 的 阻 方 作用 ， 求 质点 运动 的 速度 与 时 
间 的 函数 关系 . 

5， 设 有 一 个 由 电阻 =10 gk, Hug L—2 享 和 电源 电压 E —20sin 5t IË 
串联 组 成 的 电路 .开关 吾 合 上 后 ,电路 中 有 电流 通过 ， 求 电流 与 有 时间 š 的 
ERAR, 

6. 3X FAX CRUS EBORE. 


_1 1 
G) SEag—yGoc-snzu (P) y +Ey=a ty; 


(9) ¿Lamy = ays c Ay 
(5) Ly (6) ady- De Lengt) ln aler, 


第 五 节 全 微分 方程 
一 个 一 航 微 分 方程 写成 
P (z, y)da M Q(r, y)dy-0 a» 
式 后 ,如 果 它 的 左 端 惟 好 是 某 一 个 函数 w= (m. NARA, 
dia, y) = P (2, y)ded Q(s, y)dy, 
MATE OE NU eX IPIE a zm 


Stan, e p. 


Tj 21 88 CL RUE 


du (z, y)=0, (1) 
ME y— p (a) y CO BU RE, SEXE XEER UA AE CO, WA 
dufe, plo)3==0, 
因此 uls, p(z)] - C. 


RER, TROBAR y=9(0) ARTE uw, y) =0 所 确定 的 隐 
EN. 

A], MENE u (z, y) = O 8858 — I WI Gm 
y=p(0), WJ 
u[z, o(2)] 5C, 
LAFWA e RẸ, 得 | 


E 
FU du du 
或 de 7 y gy = 0, 
Ep P (e, y)de-- Q (e, y)dy= 0, 


REFR NE ula, y) = O Briss B5 CA (T) ÍA, 
HE BT 2 8 CD fg 23 Je PS Sk u (e, NUERA, WEEN 
HAEDO 的 通 解 就 是 方程 
| uls, y) - 0 
所 确定 的 隐 函 数 , 基 中心 是 任意 常数 . 
由 第 十 章 第 三 节 的 讨论 可 知 , 34 P (o, y). QG, a) de xk om 
GF 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 时 ,要 使 方程 山 是 全 微分 方程 ,其 充 要 
条 件 是 3P æ 
2P _ 29 (2) 


在 区 域 8 AERE, 且 当 此 条 件 满足 时 ， 全 微分 方程 (T) 的 通风 为 
u(a, WD=| PG, dee QGudy-0,  @ 


* àó3 - 


其 中 zo, Yo ARE DS ER DARE MuR M (zo, Yo) HABER, 
Di "Stäck Sa — da + (Bey — Soy? + y) dy = 0, 
S 这 里 


所 以 这 是 全 微分 方程 可 歌 和 =0, ge 0, BARDA 
ule, y = ( Gn Say? 一 四 可 + Durée 


= + ai ay d 
于 是 ,方程 的 通 解 为 
z "+ 3 ay — ay Ly =C, 


MURO REE, 方程 人们) 就 不 是 全 微分 方程 。 这 时 如 
打 有 一 个 适当 的 函数 u= e Qo, oi, BETTER CD) ERR E la 明 后 成 
为 全 微分 方程 

p. P drt uQdy—9, 

BU E Mt o (m, YUMBO 的 积分 因子 . 

积分 因子 的 求法 , 一 般 说 来 , 不 是 一 件 容 易 的 事 ; 不 过 在 比较 
简单 的 情形 下 , 可 以 赁 观察 得 到 ， 

例如 ,方程 

yda — zdu = 0 

不 是 全 微分 方程 sari )- z, wa T em 


ART. TORRE, — 和 一 E 也 都 是 积分 因子 。 WER cB EU 
一 个 并 积分 , 便 能 得 到 所 求 方程 的 通 解 
2-0 
y 
叉 如 ,方程 
+ 634 ° 


(4090 yde + (1 —2y) ady =0 
也 不 是 金 微分 方程 。 和 但 将 它 的 各 项 重新 合并 ,得 
(yde + ady) + wy (yde —ady) =0, 
再 把 它 改写 成 


arar (21) o, 


ANDAR q 为 积分 因子 , 溢 上 该 积分 因子 后 ,方程 就 变 为 


Zei, de d o 
su ep" 


积分 之 , 得 通 解 为 
-+n 220 
ey 
CR 0 (G= e"), 


3 m 125 


1l. FIT alte Sis E RBODETGRESOISSSE, 
(D (322 + or dz + Ory dy) deg = 0; 

(D (a? Zen — y") dz — (a +y) ds = 0; 

QD) edet (met — wdy x0; 

(4) (z cos yt eostig — y sin Tt mn gs 0; 

WD (ei —9)dz—sdy-0; 

(60) g(z— nde -edy = 0; 

(1D Fe) dp 20e d —0; 

(8) (ei irae o egdy = 0, 

2. 利用 观察 法 求 出 下 列 方程 的 积分 因子 ,并 求 其 适 解 : 
QD try (dz — dg) = dz--dg; 

(2) ydr- s dyt yz = Ü; 

(3) vëte — Ug dic A GQ. — By" dy = 0; 

GD) ode T yd (apy de 
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(8) -ydet Sepp 
(6) 3ydg — Bey dz — zdu = 0, 
1 
9. 验证 COTO 是 微分 方程 好 (z) da Mu (y dy == O 的 积 


分 因子 , 2 Etat ENE, 
(DD) yy -2)dz A r(2 — 2229?) dg — 0; 
(3) y ley dz 204 329 — y) dg —0, 


4. EM 7 (aypa dy- uds 0 的 一 个 积分 因 于 。 


“第 六 节 ”网 拉 - 柯 西 近 似 法 


当 一 和 阶 微 分 方程 
多 一 fo, g) CD) 
不 能 或 不 易 开 前世 节 所 讲 的 初等 积分 深 求 出 它 的 解 时 ， 可 以 采用 
下 面 介 绍 的 一 种 近似 积分 法 一 一 欧 拉 - 柯 西 近似 法 ， 这 是 图 形 与 
分 析 相 结合 的 方法 ， 实 际 上 ,形式 如 ( 才 的 方程 能 用 初等 积分 法 求 
解 的 为 数 不 儿 ,所 以 近似 积分 法 在 实用 上 具有 一 定价 值 . 
假设 方程 (TD AREA fo, YAMI D LS, FEE 


有 连续 的 偏 导 数 z. 在 这 样 的 条 件 下 可 以 证 明 , 通过 DD 的 每 一 


个 内 点 (ao，g%)， 存 在 着 方程 (1 的 唯一 的 一 条 积分 曲线 ， FER 
们 总 假定 方程 (DD 中 的 函数 了 (w, 内 满足 上 述 条 件 ， 且 讨论 限制 在 
区 域 DARE, 

由 方程 (DD) 可知, 通过 点 M (z, 胃 的 积分 曲线 在 该 点 的 切线 的 
fix, EPR FO, 四 在 该 点 的 值 ， 如 此 ， 过 DD 上 的 每 一 个 点 
(s, 30, 方程 (办 都 定 出 一 个 方向 @ 与 之 对 应 ， 即 积分 曲线 在 该 点 
的 切线 的 方向 这 样 , 方程 (人 在 也 上 就 定 出 一 个 方向 场 . 

方向 场 中 具有 同一 方向 的 点 的 轨迹 (y= 叫 散 方程 CD f 


O SPARE SEIT SIR. 
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SAR. ENTER 


He, y) = C. 
在 同一 条 等 斜 线 上 和 点 处 ,积分 曲线 的 切线 具有 同一 方向 . 
从 上 述 方向 场 的 概念 可 以 看 出 ,方程 地 的 积分 问题 在 几何 上 
可 解释 为 ， 求 出 曲线 ， 使 这 曲线 上 上 各 点 处 的 切线 的 广 沿 与 方向 场 
在 该 点 的 方向 一 至 


SEIN Ain, BEER Cro, a 上 (假定 
$7729) fE i ZEE CO ANA HB ER, 并 求 出 这 上段 曲线 在 端点 名所 
对 应 的 银 举 标的 数值 ， AMEN en ER PO=1, "GR 
[zo, $123 29 2 MX A CIR] 12-6), 
i | fg D a eT rrr hy Ae, 
经 过 各 分 点 作 纵 线 平行 于 wy 轴 ， 首 先 算 出 在 起 点 Mere, ga RERS 
BEE fo, go). TE y S EXC OA, — f (2o, yo), WE ZR BE PA, AL 
率 就 等 于 f (zo, wo, 也 就 是 它 乎 行 于 积分 曲线 在 点 型 。 处 的 切线 。 
于 是 ， 过 点 Mo 向 有 引 闪 直线 平行 于 PA MOB AA z = mi 于 
A Miis, yd). WRD LETEA i M: BUSA NS y HA RA 
V1— Ja = f (Go, Yo) (21— Zo) 
所 确定 的 . 
再 算出 在 点 Mile, Y) ERU EE [E Fu, y. HEY A ER 
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OA,.— (ts, yi), WAR ER P A, 的 斜率 就 等 于 fo yO, 也 就 是 它 平 
fj TAA HER NM, 处 的 切线 。 于 是 ,过 点 MS 向 右 强 半 直 钱 平 
fF P41 而 过 次 一 纵 线 ccs 于 点 Malos, Ya), W Ma fS n 
ys Ak H OR RS 
Ya =f (ma, Ya) (Ea — 04) 

所 确定 的 ， 

同样 ,由 点 Ma 再 作出 点 Afs (za, Ya). MB TA, 直至 最 
IFEMA Mato, Y), Mi M, Bg Ag Y 是 由 关系 式 

Py fria, Vui) (E> t.a) 

AE Bu. 

这 样 作出 的 折线 M IM vM, 就 是 方程 人 也 的 一 条 近似 积分 此 
线 、 把 所 求 出 的 关系 式 
91— Vo J (Gu, Yo) (01 Dei, 
Ya- y= f (mr, Vi) (La— La), 
Z Ya) (pa al, 


Wa Yna = f (aa, Va-2) (A 1— Tn), 

Y par f (Eni, Ya-1) (6 La) 
两 端 分 别 相 加 ,再 把 一 go BABA, ELS SIDES CD POI EE SX 
E AEN 

y (0) Y | 

=yot f (ate, Yo) (axxo) +f (zs, y (va — 91) ++ 

Ef gs, Fai) (E moi). 0 

在 实际 应 用 时 ， 往 往 把 区 闻 [wo, 21 23 FR T RE 3H SE EG PA 

间 , BA ARE PDA 


n—1 
Vy" z1 
wn Y = yat Fs Ve). 


e 238 < 


LE z< 的 情形 , DRAE PERS, H o ET wo 或 分 点 
ASE, IAEA. 


A E LIRE E 


a= 0.8 RAS i ak OR 0.1). 
AE nä Jm, ui, 时 ,可 列表 进行 如 下 : 


| | 
k ms. Yr M PTA 


心 0.0 | 1.0000 1,0000 
1 i 0.1 1.1000 1.8000 
2 | 9.2 : 1.2300 ^ 1.8300 
3 | 0.3 | 1.3930 1.9930 
| 
4 | 9.4 | 1.5923 2.3923 
一 l J 

| | 
5 e 0.5 1.8315 

H 

i h 


GR. ER AMA 70, yo 1.0000, T Æ = 
Ze +Y0=1.0000, 第 二 行 数值 是 ea +h=0.1, y yo yoh = 
1.1000, y,—2214-y1- 1.8000, 如 此 继续 下 去 ,最 后 得 到 方程 的 近 
WEA y! .-05 1.8815, 


*i m 12-6 


1， 接 给 出 的 初始 条 件 ,在 区 间 Feo, 2 上 作出 下 列 方 程 的 近似 积分 井 线 ; 
OI 2E =y, "EE {23 M osy, Y Leg =l; 


中 ”所 给 万 程 为 一 阶 线 必 方程, 本 来 不 希 要 采用 歌 拉 - 柯 西 近 似 法 。 这 里 作为 例 
=, RAFA Eu jT TR IE EAN, 
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(3) S ki S, Yleocs=1, 


2， 利 用 欧 控 - 柯 西 近似 法 , 求 下 列 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 解 在 指定 处 
EJE: ` 


a» fU esty, glz-.1, 3k 9 moss (OR 50.15; 
2 Zen, yls-ic-0, ZE Elte (Bh=-0.1); 
G» Ha, Paol, ZE Hl, (HA=0.02)7 


(D Do zy, Yleoa—=0.17, Ryeo (EI hi 0.05), 


第 七 节 ”可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 


从 这 一 节 直 我 们 将 讨论 二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 ， 即 所 谓 
高 内 微分 方程 。 对 于 有 些 高 阶 微分 方程 , 我 们 可 以 通过 代 换 将 它 
化 成 较 低 阶 的 方程 来 求解 ， 以 二 阶 微分 方程 
y 一 Fe y, y) (1) 
而 论 ,如果 我 们 能 设法 作 代 换 把 它 从 二 阶 降 至 一 阶 , 那 末 就 有 可 能 
应 用 前 面 几 节 中 记 讲 的 方法 来 求 出 它 的 解 了 . 
下 西 介绍 三 种 容易 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 求解 方法 ， 
一 、g 中 一 了 (2) 型 的 微分 方程 
微分 方程 
Y =$) 2) 
RI ER ES are rr RER 
数 , 那 末 (人 就 是 新 未 知 函 数 的 一 阶 徽 分 方程 、 两 边 积分 ,就 得 到 
—^4 n—1 Wr PAARE 
ge 一 | fG)de-- ON, 
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i RUE: ye»- [| f Leide LC: ez, 
依 此 法 继续 进行 , CERA NE, 便 得 方程 (3) BJ oN B n TEER 
数 的 通 解 . 
DI RAJAB 
u = e —cosm 
HER. 
R ”对 记 给 方程 接连 积分 三 次 , 得 


y" d e" sin 240, 


y=% e cos z+ (m+ Os, 
y e” + sin st Ot Cart Os (o=). 


这 就 是 所 求 的 通 解 . 

12 HE m 的 质点 受 力 F MERI Oz 轴 作 直线 运动 ， 
BA F f E BT BI t io 8 3k. FP). 4E JP JRH A t=0 时 
F(0) — Fw, 随 着 时 间 # 的 增 大 ,此 力 FAR, HE t< T Bf, 
CT) =0， 如 肾 开 始 时 质点 位 于 原点 , 且 初 这 度 为 零 , 求 这 质点 的 
运动 规律 

E Besek N EBI 23 š RANA, BOUE 定 
律 ,质点 运动 的 微分 方程 为 


qm 
WER 


由 题 设 , y FOR t 增 大 而 均 句 地 减 小 , 且 1=09 时 , FO = ZF, 
Pen FO) = Fo—kh LY t= T Wr, F (T) =0, 从 而 


FO = Fs vr) 
TÉ PUR (8) 可 以 写成 


= FO. (3) 


* 34l. 


dis Zi - T) | iS 


其 初始 条 件 为 
£|i-o 7-0, 2-9. 
把 (英两 端 积分 
elt Ant 
EJ 
d 
Ziil, © 
da 
将 条 件 -2 | ORA 式 ,得 
C,—0, 
于 是 (5) 式 成 为 
dz E a 
arcup) 6) 
jE (6) Spi BUS , d 
Fo 
SEN leo 
将 条 件 vico 0 代入 上 式 , 得 
-0,=0, 
守 是 所 求 质点 的 运动 规律 为 
sn t 
mig eT 
=. SE ELA 
方程 
y fa y) (7) 


fg m m GEAR. WERE y =p, RE 
: 342 = 


MARCAR 
p'—f(s, p). 

这 荐 一 个 关于 变量 e. püu—EWEARJDRR. BEDAN 
p=p(a, C3), 


但 是 ET ELE SUAESI 1 BHO OR 
SE pte, GO. 
对 它 进行 积分 ， etm Ot 
y= -f pa, C3) dc 4- Os, 
例 3 求 微 分 方程 
(142%) y" =20y 
满足 初始 条 性 
92-7 1, Y lomo = 8 
BUR | | 


WM Pri yE y" =s, ven y =p, 代入 方程 并 分 
离 变 量 后 ,有 


dp ` 2 

o dive 
Rp, S 

In p—In(1--2*) --In O1, 
即 pey = O G +z, 
由 条 人 性 zf >-o=3 得 
0 = 3, 

Bi bl yz 8901 an, 
再 积分 , 得 y*-2* + Bo Os, 
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Xd AME v1: o1, 得 
C,=1, 
于 是 所 求 的 特 解 为 
g= trt. 

例 4” 设 有 一 均匀 , 生 软 的 绳索 ,两 端 固定 ， 绳 炳 仪 受 置 力 的 
作用 而 下 苇 ， 试 间 读 绳索 在 平衡 状 
志 时 是 怎样 的 曲线 . 

解 “ 设 绳索 的 最 低 点 为 和， 到 
y 轴 通 过 点 4 锁 直 向 上 ， 并 取 = 轴 
水 平 向 右 ， 且 1041 等 于 某 个 定 值 
(这 个 定 值 将 在 以 后 说 明 )。 于 是 井 

图 12-7 线 在 点 4 处 的 切线 的 分 率 为 等 ， 考 
HU E Aan MOE AM, 设 其 长 为 s， 假定 强 
索 的 单位 就 长 所 受 重力 为 p, WA AXE 所 受 的 重力 为 ps, HFA 
NULARAK MO, 因而 在 点 4 处 的 张力 灌水 平 的 切线 方向 , 其 大 小 设 为 
研 在 点 末 处 的 张力 沿 该 点 处 的 切线 方向 , 与 水 平 线 成 0 角 ， 其 大 
小 设 为 5 T(E 12-7), DMEJH-F3X Be AM Hah DIETER, 把 作用 
FA AM .上 的 力 沿 锅 直 及 水 平 两 方向 分 解 , 得 

TeinÜ= ps, Teos0= H. 
HERAB, 得 


tg0= Ls ( = eil 


设 所 求 曲 线 方程 为 y=y(z), WAR ss PN e R 
E 


E A E ds 1d y de, ERI y — y (2) 满足 的 微分 方程 
«344 n 


yelieX (8) 


我 们 取 原 点 O BA A BEA AE a, BI IO Al = z, 那 末 初 始 
条 件 为 
leen, aan. 
下 面 我 们 来 解 方 程 *8)， 
JUR SUP y = f (a, y EECH 
y—p, Mi y=2, 


RARE) 并 分 离 变量 ,得 


dp č ds 
alt oi 
两 端 积分 ,得 
arshp= +0, (8) 
HRPE |. Q Pl eco 代入 (9) ,得 
g, 一 0, 
FE (9) 成 为 
arshp=->, 
Bp y —sh =. 
积分 上 式 , 便 得 
y=a ch Cs, (10) 
SERE yl ro RACK, E 
O, = 0. 
于 证 该 绳索 的 形状 可 四 曲线 方程 


d sep Oh A (+ e Zi 


e d45 + 


来 表示 、 这 曲线 叫做 基 链 线 . 


=. "= fg, 的) 型 的 微分 方程 


方程 
y" — fi, y» (11) 
中 不 明显 地 含 自 变量 2. 为 了 求 出 它 的 解 , RUDI =p 并 利用 
复合 函数 的 求 导 法 则 把 y" 化 为 对 ?的 导数 , BU 


这 样 ,方程 (ii) 就 成 次 
P E =f (y, p) b 


这 是 一 个 关 手 变量 22 的 一 恩 微 分 方程 ， 设 它 的 通 解 为 
y =p=p(y, 04). 
分 离 变 量 后 并 积分 , 便 得 方程 (11) 的 通 解 为 


dy 
— Lt Os, 
Ibo €) ? 


HS 求 微分 方程 
yy" y? —0 12) 
的 通 解 . 
M “方程 对 2 不 明显 地 信 自 变量 v 
y —p, M y'- p SD. 


dat? 
CHE 
up SE wn 
AIR PRO, 那 未 约 去 2 并 分 离 变 量 , 得 
dp di 
p y” 
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两 端 积分 并 进行 化 简 , 得 
p-Oiy 或 wn 
再 分 离 变 量 并 积分 , 便 得 
in y —C;«-t-1n O, 或 u= Qha. 
如 果 p=0, E EE 
y=0, 
显然 它 也 满足 方程 (12)、 但 y= 已 被 包 会 在 解 
y = 05% 
中 了 ( 令 0-0, 就 得 到 它 )， 所 以 方程 人 42 的 通 元 为 
y 一 ao: 

例 台 一 个 离 地 面 很 高 的 物体 ， 受 
HERG 23 POE JB H Eh E TP OH RE 向 地 TT, 
RE p Bh ig Ed onse ONT PE Eng Esp i] 
(不 计 空 气 阻力 ). 

和 解 ” 取 连结 地 球 中 心 与 该 物体 的 直 
£2 y MH, H7 A EIE, 取 地 球 的 中 
心 为 原点 以 图 12-8). y 

设 物 体 指 质量 为 m, 物体 开始 下 落 图 198 
时 与 地 妹 中 心 的 距离 为 六 地 球 葛 半径 为 R. TERA t 物体 所 在 位 


Ay, TERRA 0O- 根据 万 有 引力 定律 , 我们 
有 以 下 微分 方程 


d bm M 
m- Ema (13) 
dau EM 
Eb dt mi y A 


其 中 M 为 地 球 的 质量 , k 为 引力 常数 ， 因 为 LL, Hoy 
Ri, - 一 9( 这 里 旱 负 号 是 由 于 物体 运动 加 速度 的 方向 与 y $ 
. A7 、 


的 正 向 相反 的 缘故 ,所 以 上 = SPA. RISE OS) HUS 


2 a 
" => SS, (14) 


初始 条 性 是 gioi, #'l ee = 0 ||+=6 = 0, 
先 求 物体 到 达 地 面 时 的 速度 . E 中 一 得 


du do de de do 


d? E dy dí dy! 

代入 方程 (人 名 并 分 离 变 量 , 得 

vde- -g dy 
两 端 积分 ,得 ~ EIE A0, 
WRAEK, 1 

iss Un, 
于 是 | 
vt age (q). (15) 


d (15) 205 G y= R, RESI EEA H T ABE + 29 
AGREE) 
y od ^C 


这 里 取 负 导 基 由 于 物体 送 动 的 方向 与 9 轴 的 正 向 相反 的 缘故 ， 
下 面 来 求 物体 落 到 地 面 记 央 的 时 间 。. 由 (15) 式 有 


1 /i | 
分 离 变 量 得 di- wu. Ty Z. 
HABS OE BUR E y Loos), E 
«048 «. 


NL y +1 aro cos 2) +0, 


HPF] =l 4 


于 是 (16) 式 成 为 


E E M ly — +L are cosa) i£. 


TE Eb g= R, BEREIT) BELTS BE] Br n B B$ TU] 2I 


Av as (VERE Lao COS /£). 


a E 12-7 
LR THERE: 
a5 Wa Ns; (2) "= mee; 
O w'=— GD y l+ 
(6) y'-y Le (8) zw" +y =0; 
Dv +l=y% O y 0; 
(9) v J (270); Om y" — (9f. 


3， 求 下 列 各 微分 方程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 
D yy 1-0, gleni=1, y 12.10; 

(2) y —ay?—0, yl o0, lomo — 1; 

(8) y" =e", Elei rä Leni räif Leni =05 

(4) y" = e, Y! amo y [ao 70: 

(3 y'= Y, yleomi, yao 2: 

(0) y" (y)? —1, y= 0, Y lso =l, 


(16) 


3. Wok ur 的 经 过 点 型 (0, D) Efe ALS CAR ym LARGO RUBUS 
De, | 
4， 设 有 一 质量 为 mw 的 物体 , 在 空气 中 由 静止 开始 下 落 , 如 果 空气 阻力 为 
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R= e HH O ARTE v Zug Boss RIO, 试 求 物 体 下 落 的 距离 s 与 时 
Ig t PURA 
b. REE (Ulafraut) 7g 
gay efr) 
ERE y= OF RO) C AEREO. 


第 八 节 ”高 阶 线性 微分 方程 及 其 解 的 结构 


本 节 和 以 下 两 节 ， 我 们 将 讨论 在 实际 问题 中 应 用 得 较 多 的 所 
谓 高 阶 线 性 微分 方程 ， 这 论 时 以 二 有 阶 线 性 微分 方程 为 主 。 


一 、 二 阶 线性 微分 方程 举例 
ei YA BR, 它 的 上 端 固 定 , Fit Ehm fi 
Wi. 当 物 体 处 于 莹 止 状态 时 ， 作用 在 物体 上 的 重力 与 弹性 力 大 
小 相等 、 方 向 相反 。 这 个 位 置 就 是 物体 的 平衡 位 
E. 如 图 12-9， 取 = 轴 铅 直 向 下 ， 并 取 物 体 的 平 
衡 位 置 为 坐标 原点 . 
如 时 使 物体 具有 一 个 初始 速度 to0, 那 末 物 
体 芋 离开 平衡 位 置 ， 并 在 平衡 位 置 附近 作 上 下 据 
动 、 在 振动 过 程 中 ,物体 的 位 置 = 随时 间 上 变化 ， 
BB z 是 上 二 的 函数 ，e= zx( 纺 要 确定 物体 的 振动 
规律 ,就 要 求 由 函数 “=2 人 从， 
出 力学 知道 ， 弹 筑 使 物体 回 到 平衡 位 时 的 弹 
图 12-9 ERA A( 它 不 包括 在 平衡 位 置 时 和 量力 met 
平衡 的 那 一 部 分 弹性 力 ) 和 条 休 高 开 平衡 位 置 的 位 移 ” 成 正比 ; 
f= — ez, 
其 中 c RR RR, 负 续 才 示 弹 作 恢复 力 的 方向 和 物体 人 
TAR. 
另外 ,物体 在 运动 进程 中 还 受到 阻尼 介质 (如 空气 . 没 等 ) 的 阻 
> 65D > 


为 的 作用 ,使 得 振动 逐渐 趋向 停止 。 上 由 实验 知道 ,阻力 及 总 与 送 动 
JPUpA BL, 当 振 动 不 大 时 , 其 大 小 与 物体 运动 拘 速 度 成 正比 , 设 比 
HER a, MWA 


gd de 
A = Heyr 
根据 上 述 关于 物体 受 力 情 况 的 分 析 , 由 牛 四 第 二 定律 得 
dx — 
dë" f QE 
移 项 , 并 记 2n= D, E= S=, 
WESEN 
d?e dz: i . 
Dorn Dx, (t 


BORA ER Ju GU EDU , WJ k EB HH PE SI P PC 
如 果 物 体 在 振动 过 程 中 ,还 受到 铅 直 干 拢 力 

F= H sin pš 

的 作用 , 则 有 B 


ZS T9250 < + k? = hain pt, (2) 


其 中 E , Sne che 3 RR. 


me pu EL L. BA O TH UE Fi RK £H 
成 的 电路 , He R. LE OON X, 
电源 电动 势 是 时 间 + y de. E 
Ensin ot, 这 里 En X o tk W 38 a 
12-10), 

设 电 路 中 的 电流 为 2), HG 
E AO mäin 
EXA uc, 自 感 电动 势 为 Lo, BRL 


知道 


¿— 4 us D. SÉ 


di? Ü dir 
根据 回路 电压 定律 ,得 

E—LÍ—2.— Ri-0, 
Bp LG o Te RO Se duo A A — En sin cot, 
或 每 成 

DE + 28 cre n T^ sin c, (3) 
R peiora OCA BI TI AE 
In rc SE IE CE — 0), HITS) R J 
P uc + 28 D olus 0. (4) 


t 1o 2 Aen Bi “F 1056 UR, 但 是 仔细 观察 一 下 
FH Py 88 (20 10 (9) , 就 会 发 现 它们 可 以 归结 为 同一 个 形式 


T Pie Oy (a), (B) 


Yi 2738 CD ARE (45 RETE (O) REE: JO, HET 
技术 的 其 它 许 多 问题 中 ,也 会 通 到 上 述 交 型 的 微分 方程 . 

方程 (四 叫做 二 阶 线性 微分 方程 ， 当 方程 右 端 Y(w) ==0 时 , 方 
程 明 做 齐 次 的 ; 当 f(z) 960 时 ,方程 叫做 非 齐 次 的 ， 

于 是 方程 ( 纹 、(3) 都 蚌 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 方 程 伞 、 
(4) 都 是 二 有 阶 齐 次 线性 微分 方程 ， 

要 进一步 讨论 例 1 和 例 2 中 的 问题 ， 就 需要 解 二 阶 线性 微分 
方程 .为 此 , 下 面 来 讨论 二 阶 线性 微分 方程 的 解 的 一 些 性 质 , 这些 
性 质 可 以 推广 到 任意 高 阶 芍 线性 方程 ， 
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二 、 线 性 微分 方程 的 解 的 结构 
先 讨 论 二 阶 齐 次 线性 方程 


y PG) HQ y- 0. (5) 
定理 i IRA y Du, RAE OMA, BR 
g—Ciyid Cata a) 


也 是 (6) B) RE, 其 中 Cu 是 任意 常数 . 

证 ERRA OREN, f 

[Oy Cay HP (2) UU yi Co ys] + (0) Ory Osa] 

= Oli P (wy QG)yi lt P (9295 - QUO vil. 
HUP yi Ya Je TT LAA ARS 
零 , 因 而 整个 式 子 等 于 零 , 所 以 (7) 式 是 方程 (6) 的 解 . 

齐 次 线性 方程 的 这 个 性 质 示 明 它 移 解 符合 全 加 原理 . 

和 加 起 来 的 解 (0) 从 形式 上 来 看 含有 C, 与 C, 两 个 任意 常数 ， 
但 它 不 一 定 是 方程 (6) 的 通 解 。 例如 ， 设 多 是 (的 的 一 个 解 ， 则 
Ya = 2 EORR, ARA REIRE A y O ai Main, 
MURO LEE CSI y — C ya, HO €. 205, XX S ERG E (6) 
BOXE AE. HEI A EIL CO SEE E (O) BOAL Ee 
这 个 问题 ,我 们 还 得 引入 一 个 新 的 概念 , 即 所 谓 函 数 的 线性 相关 与 
线性 无 关 ， 

Dau, Ya t, Ya GE SURE IRE (a, D AL ff n AR RE 
在 对 个 不 多 为 零 的 常数 L, Ka, s En WH z 在读 区 间 内 有 全 
等 式 


kayat Kaya dr et Eist 

BL, AGAN BABA AEKA e, DAAH, 否则 就 称 为 
线性 元 关 . 

Pit, BL, coss, sinta Vel GN LES. H 
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为 取 =1, ka= EEN 
1— cos? a — sin? c0, 
Xu, BERI, e, cj 在 任何 区 间 C4， DARRERA. HAI 
果 ki, Ko, fe TERE, MATA AZAR o DIEN 
次 三 项 式 C i 
kait Fart Ean? 

为 零 ; 要 使 它 慎 等 于 零 , 必须 hi, Ba, ks 全 为 零 . | 

ALARMA, WPWP S 3 6 88, TOMARES 
否 , 只 要 看 它们 的 比 是 否 为 常数 ; 如 果 比 为 常数 ， 那 来 它们 就 线性 
HE 否则 就 线性 无 关 ， 

. 有 了 线性 无 关 的 概念 后 ， A REI 
EA dolore MS 
EAR HE Q, Hya Some Ia sn, M 

gemet Coya (Ca Oa 是 任 意 常 数 ) 

就 是 方程 (人 的 通 解 ， ^ 

EUNDEM .0 是 二 阶 齐 次 线性 方程 Qk BEP Go) 0; 
Q(a)-21). JHRALE&WE, y= cose E ya= sine 是 所 给 方程 的 两 个 
sn e a NEAR, IE 
y +y=0 ABRA 
` y = C,008 m+ Oy sino, 


Xd, AR (DY —ay + y=0 也 是 二 阶 齐 次 线性 方 入 
(Wm P(e) = => Q (ay) = =. 容易 验证 a, yae" 


Dëppe, Bl RPE A, 
因此 方程 的 通 解 为 | 
UU I y= Ov + Oe, 
OESCH 


夺 第 四 节 中 我 们 已 经 看 型 ， 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 
册页 部 分 构成 ， 一 部 分 是 对 寥 的 齐 次 方程 的 通 解 ; 另 一 部 分 是 非 
次 次 方程 本 身 的 一 个 特 解 。 实际 上 ,不仅 一 和 阶 非 齐 次 钱 镍 微分 方 
FEAR AA ROPA A, MELIA ER BEST ER EROS 
方程 的 通 解 也 具有 同样 的 结构 . 

定理 和 设 六 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 : mE 

y P Ey tO Y= f(x) (5) 


的 一 个 特 解 ,了 E 53 (0) I 09 30:275 (6) BS LRL, 那 末 
y=Y tu | (8) 


是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (5) 的 通 解 . 

证 把 (外 式 代入 方程 (可 的 左 端 ,得 

(Py POY QD (V o) 

= IY" PGOY'-QG)Y] Dy " o PGO y" Uy], 

由 于 了 是 方程 (6) 的 解 ， yt EA, TABA ERES PI GAS 
RETZ, REI rel, KER, y Y +" EOD 的 两 端 全 等 ， 
全 (8) 式 是 方程 (5) 的 解 ， 

出 于 对 应 的 齐 次 方程 (6) 的 通 解 卫 = Co go Ca e ACRI A 
(era DU y Y ean rb RAE, .从 而 它 ERRET 
HERR REHE OAM. 

pw, Jig y ye FE 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 B 
Y — O; cos a-l- Ca sina 是 对 应 的 齐 次 方程 -4y ey 0 的 通 解 ， 又 容 
易 验 证 六 一 避 一 2 是 所 给 方程 的 一 个 特 解 ， 因 此 

y Orosei Casino +2 
是 所 给 方程 的 通 解 . 

非 章 次 线性 微分 方程 (5) ERAS TER 
H, 

FI E 没 非 齐 次 线性 方程 ( 的 右 端 了 (2) RIA 
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如 


+ P(z)y' + Q (e) y== fila) Wiel (9) 
Ty: 55 s: $Y Pi E Ji šE 
y" Py Q (2) g = PT 
5 y" i Piey vQo)y fau) 


HA UR ulus SUCRE IR 7E FE 6545 2 
证 ai, 28 
Qi HJ)" - PG) Gt 3) téite Y 
= [y 4- Pto) y! A QUOyD + Dy2 4 P (e) y QA 
CIN | 
HEEMECHT Eed wt R 


3] 题 1238 
1. "FX EBD HE K eR UE OC Oase 
Dm (2) x, Det 
(3) ef, Bets; (4) e 7, er 
. €8) eosar, gin £z; (6) e, xen 
(7) sin Zo, Cosw sin as (8) erop ie, c" sin 2m ` 
(89) Jas, glass — (10) e, “(q b). 


2. RENE gi cos wr y; sin oz 都 是 方程 y to y= 0 的 解 ， MS dux 
3 gay E, 


.8. Mri gio e 及 y=2 SEDE y” dy + (A L2) 50 的 解 , 并 
该 方 程 的 通 解 ， 

Pt EB FI BCE IER CI PRU MER, 

Q) ym Cir Ca o de gr O ERROR y de + 
De 的 通 解 3 - o 

(2) y C, cos w+ C, sin 324 (42 cos sin zY CCOA, Co & (E E 
是 方程 铬 十 所 一 woosz ERN 0 
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(2) 4 一 2 二 Caoelanto 人 是 任 章 常数) 是 方程 2 Bay! +4y =0 
的 通 解 ; . 

CD SEU y= Cia! + P2 ma (On Ca 是 任意 常数 ) 是 方程 za"- 
i y=" ln s NS 

O EB y CC eT. (a EE R RIO 是 方程 xy' 十 
2y —2y=e* 的 通 解 . 

5. i yi 90 ROSE y PG Fei pff, A an 
qiu (2) , SH ETE F8 53 TS y 线性 无 美的 解 , 并 写 出 所 给 方程 的 通 解 ， 


第 九 节 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


在 二 有 阶 齐 次 线性 微分 方程 | 
2 FP yy +Q (Gy = 0 G 


中 , RUR yY B REIA AR BL C) COR 
y'--py' +gu= 0, e» 


JC p. q 是 常数 ,出 称 (25 为 二 阶 常 系数 漠 次 线性 微分 方程 ， 如 果 
2.0 不 全 为 常数 ， 称 ( 卫 为 二 防 变 系 数 齐 次 线性 微分 方程 ， 

由 上 节 讨 论 可 知 , 要 找 微 分 方程 (的 通 解 ,可 以 先 求 出 它 的 
Vi 4-88 ya Ya, UR Due, Bl yi 5j ya REA, A y Cay 
TCU; 就 是 方程 (的 的 通 解 ， 

当 ? hënt, Rau ir 和 它 的 各 阶 导数 都 只 相差 一 
个 常数 因子 ， 由 于 指数 函数 有 这 个 特点 ， 因 此 我 们 用 y= rz 来 党 
试 ， RETRO ARA v, 使 = 满足 方程 (2). 

y= e 30, 得 到 
D 23 z E 3 atib, AAA, EX dete PRY, Sx, 

对 欧 拉 公式 


AHD, e ax (cos bat i ain ba) 
HE, == etarib)z ca agar (cos br ein Da) + er (— b ain Dr +- £b 008 ba) 
= (aid) es” (cos or + ¿sin da) = (a+ ib) tato, 
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g'- re, ge rh 
iB yy T yt RARO), 
| Gier tie, 
H T 67 $0, 斯 以 
| yan g=0, (8) 

WER R, RE r 满足 代数 方程 8}, ME y= e” WERIN 
FED E DDR, BATERIAS) MAD (2) OE LS 
FE. 

特征 方程 (入 是 一 个 一 次 代数 方程 ， 其 中 à à D dz RM ISTE A 
DORAMA TREO A Bg X, 

FEF COD BJ PE iS ri, ya 可 以 用 公式 
PEN 

2 


Rui. TAE BER BIB ERE. 
(1) Hb g—4q42 0H ri, 各 是 两 个 不 相等 的 实 概 : 


mo EENETI, | pym TEONE, 


(H) M gi—49— 0B vu, ra EMITE, 


f zi = r= — 
(1) 34 g8—4g-«O mj, vi, vo E25] 35808 M. 
Ticad t, p=, 
EE oM gp 
其 中 Kä 2* 8 2 -- 


JH Hi, $3 75788 (2) BO A SN E 
别 讨论 如 下 ， 

Ci REAREA MATHS ELSE LER 

HERRERA, go, y" EAA E (NA A 
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解 ,并 且 如 E 一 om 不 是 常数 ， 因 此 微分 方程 (2) MNR 
J3 


y= Ce? Logg, 
(iH) 特征 方程 有 两 个 相等 的 实 要，71 一 79。 
这 时 ,我 们 只 得 到 微分 方程 多 的 一 个 解 
mes. 
SREL EE EE TE — AR ya, 并 


HER ^ 不 是 常数 . 


E E wie, Bl game tula), FERR ie, 
将 ya 求 导 ,得 


gh gu L ra, 
yz 8? Cu" + Bra 4 riu), 
将 纺 . 央 和 号 代入 微分 方程 全 ,得 
EFL lr + vfu) 4- pu! Lea + qu] =0, 
约 去 en2 JEDE awu AAA, 8 
v" + Grirg)v t (ri pri qu = 0. 
HT r REA (3) BU em Bu 此 ri+prig=0, H 
27,4 p - Ü, FAR 
ut" 0, 
EBR] REA CAREER, MARIER us, 由 此 
BABA 8 (2) 9] — RE | 
Ya — ve, 
BA ifti 9 A E (20 BU 8 882 
Cette, 
EN (gv QatÜOe,. 
* dó9 « 


GD WEZ; RU — p 3b 38 S dE. roi, rasa i8 
(850), 

XXE], y HO, ys — 67797 是 微分 方程 (加 的 两 个 解 ,但 它 
MESÍA. 为 了 得 出 实 浮 数 形式 , 我 们 先 利 用 欧 拉 公式 
e” = cos + iam? 把 v, ya HE A 

qi = gi tie grr, gión = gar (cos Ba + sin Ba), 
ga elt AE — gr 157 gr (oos Oy S gin Ba). 

H TAB B ER m Da, ERRERA, 因此 , 壤 它 们 的 和 除 
以 3 就 得 到 它们 的 实 部 ， 取 它们 的 差 除 以 3 RE ARE, 
由 于 方程 2) 的 解 符 合 闭 加 原理 , 汤 以 


- d; a 

Y rE ya) = 8% cos Ba, 
一 1 "roa 

a= 37 (Y Ya) — e"? sin Bz 


» 2. au. €" cos Bm _ DH 
还 是 微分 方程 (3) 的 解 , E > "eren ës = cip di TERZ, Pr 
以 微分 方程 他) AER i 
y= 87 (0, cos Art Csin Sr). 
综 上 所 述 , 求 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
y" py gy -0 (2) 
HEAD AE f 
ibo H hika mE US 
ai ppr4q-0, (3) 
第 二 步 ” 求 出 特征 方程 人) 的 两 个 根 ri, Ta 
第 三 步 ” 根 据 特征 方程 (3) 的 两 个 根 的 不 辣 情形, 控 照 下 列表 
格 宇 出 微分 方程 (2) 的 通 解 ， 
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Së ai Dr Eq 0 BU LR tn Ta ZPS Y py ar qu 0 的 通 解 


MATRAH rr, ra ya Chan Oe 
Bi BSEC SIRE rra y= (O4. Oy er f 
HH SUR rit i8 u= 857 (04 cos Bz + Os sin 21) 


DI 求 微分 方程 V" 一 2y 一 By 一 0 前 通 解 ， 
SW ”所 绽 微 分 方程 的 特征 方程 洲 
rF*—2r—8—0, 
HR r= 一 1, rs=39 BIN UBA S B, PS IG rd een 
y — Ot 4- 076%. 


82 求 方程 $202.02 + s= 0 满足 初始 条 件 slice t 
so 一 一 3 的 特 解 . 
WS ”所 给 方 种 的 特征 方程 为 
427410, 
SB rcr ~ 工 是 两 个 相等 的 实 根 ， 因 此 所 求 微分 方程 的 通 解 
为 . 
Se (Oi + Ost), 
TARTE o MARA, E O 4, Mm 
s=8 (4-00), 


将 上 式 对 主 求 导 ,得 
$8 —87(04 —4— Ca), . 
TE SIT, 一 2 代入 上 式 , 得 0,—2,. 于 是 所 求 特 解 为 
$8—67'(4-1- 30), 
BIS FMI y Dei Dn 的 通 解 , 
RE ”所 给 方程 的 特征 方程 为 
r*—2r 4 5-0, 
FAR ”us= 寺 二 2 为 一 对 共 驾 复 根 ， 因 此 所 求 通 解 为 
g—e (C, cos 2e Danin 20, 


. 38i. 


BA 在 第 八 节 例 工 中 , 设 鞠 体 只 受 弹性 恢复 力 子 的 作用 , 具 
de C0 时 的 位 置 为 en, 初始 速度 为 A ER 
DES NEE E, 

EE 
DRA | 

+ I 
ND MIB ENEE IR 


XA rr n ma am a rm e EE 


de | 
Ui ita 


.1 
20 Xo, 


的 特 解 ， 
JY 8 (4) BU RAE JEU n + b = 0, Ad r= tit EE 


SA TE (由 的 通 解 为 
t= C; COS kt-- O, Sin ki, 


应 用 初始 条 件 , 定 出 O, = zo, E 因此 , 所 求 的 特 解 为 


£= o 608 bit TE sin £t, (5 
为 了 便于 说 明 特 解 所 反映 的 振动 再 每 ,我 们 令 
oe Asing, — = Á eosg, 
FRAGA 
=A gin(k£4- 9), (6) 
Hp A= E, ta p= Tu. 
ER 3k (6) ñu ELE dm EE 12111 Bp (Er BOE 297 0, $9770). 
. 362 + 


图 12-11 


HALO) DU pz s MR EE 
ann o, 周期 为 下 = 27, MAKA k. Un ju LOL IR A 
BID, 7 Hit, 而 完全 由 振动 系统 (在 本 例 中 就 是 弹 人 
和 物体 所 组 成 的 系统 ) 本 身 所 确定 , DRUG, b x m| cS £e fo ELA Hi 
率 ， 半 有 频率 是 反映 探 动 系统 特性 的 一 个 重要 参数 . 

例 5 在 第 八 节 例 1 中 , 设 物体 受 弹簧 的 恢复 力 / 和 阻力 媚 
的 作用 , BAIR +O REALE omes 初始 速度 EI m, R 


DLE ESI MEER BS EC — e (t). 
解 BREER EA EH JE BS H RARA 


di cL di La 0 CO) 
及 初始 条 性 el ang Zl <a, 


Èi iron 
的 特 解 ， m 
方程 全 的 特征 方程 为 n? Der A BU. BRAO 


= wm E 
r= — 2n + AE 4k -= ont JE, 


LIFE <a nd RATE SAA. 

Ci) MEB: neck. 

特征 方程 的 根 六 = VER, r = nci PTA 
AER, Dr Lee CT) BOREAS m 


, $68 « 


m— 87"! (C; cos ^ E? —n3 tO sin 一 D. 


应 用 初始 条 件 , 定 出 O: — z, Oam DTP, 因此 所 求 特 解 为 


m= e" (zocos En et otn sin x EI —a? í 
Vl Ei + 


id osn Ein, REI 


a" (2o 605 at 十 ENE gin ot). (8) 
€ 
BAR 4 中 所作 的 那样 , 令 
zo~ A Bin @, — LA cosp, (9) 
那 末 (8) 式 又 可 写成 | 
m= Ag gin (ct -- 95, do 


Hon AR p 由 (9) 式 或 得 如 下 


tana 
A= ra, 


"ER af 
2 Va eg >0 Bf, g == RIO tg LA, 
Uo nto 


Wo sl EI a 


35 topar <0 Hj, pera te HT, 
Tao Uto 


失 (10) 式 看 出 ,物体 的 运动 是 周期 了 一 一 的 振动 . 但 与 简谱 
振动 不 同 , 它 的 振幅 4e-" 随时 间 big ER, BE, 物 
体 随 时 间 # 的 增 大 而 趋 于 平衡 位 置 ， 

函数 (10) 的 图 形 如 图 12-12. 所 示 ( 图 中 很 定 zə = 0, v0), 

Gi) ABEJA RE, n>£, 

特征 方程 的 祖 r.= nt nA, Yj 一 一 a j ”是 两 
全 不 相 警 的 实 根 ; 押 以 方程 人 ) ERA | 

g— Oya 07 7D y Qr aces (11) 


DEER 


B] 12-12 


dE EMBA O O 可 以 由 初始 条 件 来 确定 ， 
MUDRA H, Hito 时 , ws>0， 因 此 ,在 大 阻尼 情形 , 物 
体 随时 间 t 的 增 大 而 趋 于 平衡 位 置 . u 
BR CGL AY EJE An B 12-13 Bn (Bir D oe, vo>0), 
i) RARE ANO, ké, x 
特征 方程 的 根 71=7,= 一 n 
是 两 个 相等 的 实 根 ， 所 以 方程 


7 的 通 解 为 
as e (C. Cr), 
HOPE O, x Ou Bux? i 
始 条 忻 来 确证 。 图 12-13 
出 于 lim fg "a Jm Ze: 一 lim L, -0, 


A N 人 > 二 ee BF, o0, PEG, EIER EB JA TIPE, 物体 
也 随时 间 上 的 增 大 而 趋 二 平衡 位 置 ， 
总 之 ， 对 于 有 限 尼 的 自由 振动 , FAA. CER JE 3 Uf 38 
阻尼 ,物体 都 随时 间 夺 的 增 大 而 趋 子 平衡 位 置 . 
上 醒 讨 论 二 阶 常 系 煞 齐 次 钱 性 巩 分 方程 所 用 的 方法 以 及 方程 
» 365 。 


的 通 解 的 形式 , 可 推广 到 % 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 上 尖 , 对 此 
我 们 不 再 详细 讨论 ,只 简单 地 急 述 于 下 . 
九 防 党 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形式 是 
y? pu b pay ^7? e pnay T pay =0, (12) 
bam, pe, Pan Pa 都 是 常数 . 
象 讨论 二 阶 沉 系数 齐 次 线性 微分 方程 那样 , 令 
y=e", 
FA, y= re, y” Bä quer, Uy y? = Te, 
Ey KHER ERANT), 得 
e" (p^ pir b par 2 eet par EPa) = 0, 
外 此 机 见 , 如 果 选 取 ” AEn ACC RR 
T' -- p,4T7 3 partt ? 4 eM paar + p, = 0 as 
的 根 , 那 来 取 这 样 的 作出 的 函数 ye” RRE (LO) MAA 
— JigR (18) ACER (02) 的 特征 方程 , 
T ARE ERR, 可 以 写 出 其 对 应 的 微分 方程 的 解 如 下 : 


deb d FEE) | Bk sp D; T2 S Sg Im a D E! 

G) Xr "P 

GO —X9 pg Sa 给 出 两 项 : en (Caco Bx Cs ein fu) 
fu-aliB 

OD k gd Pi] b TH; ergin Cue FC En) 

(iv) —A ERIS 给 出 2k 项: er i Cpi t + CR 15 cos B5 
riait X -H Bat -E e Dal) sin gx] 


HACI, n USAID TUR n AB. 而 特征 方程 的 每 一 
个 要 都 对 应 着 通 和 解 中 的 一 项 , 且 每 项 各 会 一 个 任意 常数 。 XX ol 
得 到 7% 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 圳 解 . 
y = Cl Uaet: Cs. 


e 066 s 


«I6 RAR y 一 2 FP" —0 的 通 解 。 
HR 这 里 的 特征 方程 汶 
20-50, 
Ej a (pA — 2r 1-8) = O, 
a FB ra= Tr i= 0 HIE r... 13 22, 
因此 所 给 徽 分 方程 的 通 解 为 
y — C1 + Cot e" (Us coa ori Cnn 20), 


例 7 求 方程 SSE pho 0 RR, 


解 ” 这 里 的 特征 方程 为 
| 7*4 Bt 0, 


HTC 
` ai Die oi A 2747844 g*— ag? p 一 fr- L 823 Dr 
-(r—428Brr-85(4 A Beim, 
所 以 特征 方程 可 以 写 为 
Qr — al Br EE 
它 的 根 为 E i (xi), nam ERE, AE PIES 
的 通 解 为 


8 
f u= e? (O, cos 43 g+ C, sin < 2) 


+e Ss (Oscos < 


8 
FF et sin a ) 


3 $4 12-9 
1. E FAM 35 389959 T. 
Q) y'+y-2y=0; QD y ty =0; 
(9) y +y=0; 0D y +6y +134=0; 
5) 4-57. —20 TE 42500 O, — (06) y'—4y' +5y= 0; 


(O get Etat (BY OT 
(9) gi — 2" =0; (10) 49 .- 5y" — 3Ey=0, 
3。， 求 下 列 散 分 方程 满足 所 结 初 始 条 件 的 特 解 , 
O) yy +3y=0, "14-5 —6, Y [225—105 
GD dy tiy y 0, glace =2, Y lo = 9; 
(35 y" - Wy —45—0, y] 000, Y lomo — 5; 
GD y ddy 1 29g =0, y ]aco=0, Y] quo Lë 
(BY y'-20y—0, le Y lao Di 
(8) y” dy +13y=0, y| 290, Y Leen 3, 
3. 一 个 童 位 质量 的 下 点 在 数 输 上 运动 ， 开 始 时 质点 在 原点 O 2k E i Ez 
25 vo, 众 运 动 过 程 中 , 它 受 到 一 个 力 的 作用 ， 
这 个 力 的 天 小 与 质点 到 原点 的 距离 成 正比 
ARA > O MAA, Vir 
pn DEER CELL AAA > 0), 
求 反 映 这 质点 的 运动 规律 的 阔 数 ， 

4. 在 图 12-14 ARERR Fn PEREAT 2: 


A B 


Bd 12 14 A PRI A, AIRE RAE RA R E 
向 B, kB: ABACO, DorE—20[&,C0-0.5x10 515, L==0.1 
22, E = 2000 Nk. 


. REEERE, 直径 为 0.5 米 , SECO, Ha FERCA 
开 ， BH Joh E TOROS 3 秒 钟 ， RERNAR, 


SHE “二 阶 常 系数 非 齐 次 多 线性 微分 方程 


二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 是 
Y py rgy (e, {1) 
其 中 o 是 常数 ， 
由 第 不 节 定理 3 可知， 求 二 阶 箔 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 
通 解 ,归结 为 求 对 应 的 齐 次 方程 
qd py q - Ü | (9) 
i x8 ACRI JEJE RAE (D) d BER — MEHR. TERR 


+ 368 + 


线性 微分 方程 的 通 解 的 求法 已 在 第 九 节 得 到 和 解决， 所 以 这 里 只 需 
讨论 求 二 阶 常 又 数 非 齐 次 和 线性 微分 方程 的 一 个 特 解 an 的 方法 . 
下 面 共 介 绍 当 方程 { 卫 中 的 .fan OPERIS BL JE SN If OR y* Ai 
方法 ， 这 各 方法 的 特点 是 不 用 积分 就 可 求 出 v 来, tr RH BERE Z 
数 法 ，f (4) 的 两 种 形式 是 c 
(D) FD = P G)e", Sak X ERR, P. (ay JE o f m4 m W 
LA, | 
Pa — gëff T auam! et 10 mg 
Fr et7pPis)coscew Pía wr], Hb A. edt 
3i, Pia Pu) HE v BJ € AEN, 其 中 光一 个 可 为 
E. i 
THETA rh EXBPHRIGESRBI ur 的 求法 ， 


-—. fn = e= P, (a al | 
我 们 知道 , 方程 (四 前 特 解 久 是 使 (了 成 为 恒等式 的 画 数 ， 那 
来 怎样 的 函数 能 使 CD) 成 为 恒等式 呢 ? 因为 CD 式 右 端 ze) 是 多 
项 式 Palo) 与 指数 函数 es RA, MEA AAA 
数 仍然 是 同一 类 型 , 因此 , RIEN y QA ORB QG) RS 
个 多 项 式 ) 可 能 是 方程 (的 特 解 ， 把 y" Roy" 代入 方程 ( 划 ， 
AUSSER HE NOR a Eno Qoo, B "= Q (aye: 满足 方程 
全。 为 此 ,将 | 
y*- Q(a) ez, 
y = r Qo AO teil, 
y = ez MQ AAR a) +Q” (2)] 
代入 方程 G) 并 消去 ei, 得 
LANA + Po pg) (X) Paten, — (3) 
(i) MEATA @) 式 的 特征 方程 pr +0 的 根 ， 即 
+ 869 + 


MVE»h-qs0, HT P, (ay t-i m REM, Xd (2) BUG 
ES WETS Q (e) 39 53 — m KEAR Qu (e), 

Qa (e) = baa? H bim 3 4- bit a, 
代入 (03) 式 , ERSAN + HERRERA, SEIS de, Dus, 
mm 作为 未 知 数 欧 各 -FI 个 方程 的 联 立 方程 组 。 有 从 而 可 以 定 出 这 些 
BO, Ly, m), JERESIBGRIU y Qui) e”, 

(ii) MARA RAEE r pr q 0 MEAR, EPIA q 
= 0, 但 24 +p0, 要 使 (3) 的 两 端 恒 等 , 那 末 QV) 必须 是 mr 次 多 
项 式 ， 此 时 可 令 

(Loi =t E), 
HAMM 

GID NIB A Rat AE repr 90 f BGB, BI 22 Hp- 
=0, E 2 +p= O BE O IRIS, EE Q” G) UE m W 
项 式 。 此 时 可 今 

Q (a) = Qa), 
并 用 同样 前 方法 来 确定 Qu Go) p o s dr. 

SIAP, RITA WFG, 

` MA F) = P, (a) es ^ WI — B S W AE Eb E HC PR CD 
THE 

y" — x Qu res (4) 
的 特 解 ,其 中 Qu GO 25 Pata) fal tx Ga YO BU Ze misk, d e de 2,28 
是 特征 方 释 的 根 、 是 特征 方程 的 单 根 或 是 特征 方程 的 重 根 依次 取 
35 0,15% 2, 

LEA AENA PAR AREA, ME 
EDO AREA Ai À BJ AA ARRE 
TREE, E BON 0:35 A REE RS s en ROS 8). 

DEI 求 微分 方程 六 一 2y By 301 的 一 个 特 解 . 

. 70 + 


AR GE Dr ABE ARRE IAE, BARA 
Paleo” 28 CHIB Pala) =e +1, A=0), 
Brin AFER DE 
y" —2y'—8y —0, 
它 的 特征 方程 力 
ei är Ba. 
HTE 2 0 AS ABE PRA, DLE 
y — bos +07, 


把 它 代入 所 给 方 稳 , 得 
— 3b — b — S5, Se LL 
s d P Pate TOR E MESS 
[ 7859-8, 
1 255—388, - 1, 


由 此 求 得 b= —1, bim i 于 是 求 得 一 个 特 解 为 
> . 1 
Y T 


$12 求 微分 方程 y —oy +6y 一 xe* 的 通 解 。 
Ñ ”所 给 方程 也 是 二 阶 常 系数 非 章 次 线性 微分 方程 ， 且 .六 人 
E Paloa 型 (其 中 Puta) =a, A=2), 
所 绽 方程 的 对 应 的 齐 次 方程 为 
y" —By' t 6y — 0, 
y'—B5r--6—0 
TOES 12, r= 9, 于 是 与 所 编 方 程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 
MA 


rY— Chez - 上 Ce ^ 


由 于 %*=3 ERA REUS sw, PU y 为 


y abun boe, 
把 它 代 入 所 给 方程 ,得 
— Ze 4- 2b a b=, 
DEE 
I — 8h, — 1, 
ab,—5,—0 
be -l, ht 周 此 求 得 一 个 特 解 为 


"EP ( -- > 名 一 1) er, 


从 而 所 求 的 通 解 为 


y= Oe + Oe — 7 (a? E22) e°, 


=. fü) een [P,Om)eos ow- P, (0) sin ax] Y 
WI EK t GET ERAT Jn = Ja 34 SALE TRAE 
gne i1 
f(x) ei [Pico xc + P, sin s] 


lam. Le teg m _ griat 
A a é 8 e d 
= e? [p 1 -L P L ] 
L : ^ 2b 
= C E I Ot '_ (5 P, a ne?) 


=- Pío g^ tis 十 P (z) ei ice, 


. ; P. P, D P. 
Mop POZA, 
Pio =. BPO P, P, Pg 


9 3 2 ' 2 
dH B JE EK zk de ists CHE DS SC i BÉ 2 CR RO, 而 
ma~ max (i, n]. 

应 用 rc 的 结果 ， MEJO ERA POL R 

EZE 


Him ee DR Quo), Bl yl yQ. 195 为 方程 
aime Lan Planta 
的 特 解 ， 其 中 五 按 入 十 jow 不 是 特征 方程 的 根 或 是 特征 方程 的 单 
根 依次 取 0 或 1 HFE) RE Pee 与 第 一 项 
Playita gi Jt Du RAE E ai = v ef 必然 
是 方程 
y” tay -ey— P (e) g ^im 
的 特 解 , 这 里 Quo E Qu RAEE mik Ut. 于是， 根据 第 
AER 4, 718 CO B. 5 fn 
y = x Que tim 于 AQ, e ^- tea 

的 特 解 ， 上 式 可 二 为 

°= me Gne Q, atl 

= giel? [Qu (Cos ep Ad sin vx) 十 Qu (cos oz — ¿sim ear)], 
HTE P hy E R AE EE RE RE, BT DART PLE m, 
KE KREI 
y= et RIP Dcos cz + Ri (snort. 

综 上 所 还 ,我 们 有 如 下 结论 ， 

如 果 f (a) = e" LP Gr) coscos 4- P (x )sin ox], BRA 
章 次 线性 微分 方程 (了) 的 特 解 可 设 为 

y — xe RU (e) cos or Ri Ce) sin oz], (5) 

其 中 R; (z) RADAR RBA, m= max (1, ny, M 5464 Za 
(nk A— ie) 不 是 特征 方程 的 根 、 或 是 竺 征 方程 的 单 根 依次 取 疙 或 
1, . 

上 上述 结论 可 推广 到 于 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 伍 要 注 
意 (6) 式 中 的 上 是 特征 方程 中 含 根 入 -wl 或 和 一 ieo) 的 重复 次 数 ， 

BS RAIAR y tye s cos 20 的 一 个 特 解 ， 

解 ” 所 给 方程 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 ， 且 了 Cw) 属于 

973: 


er P (s) eoscimd- Palo) sin exc] W (CH: H 2, —0, a= 2, P = m, 
P. (w) = 0). 
Pi £ y 5: BJ 351 BJ Tr 1X ARA 
a ty=0, 
它 的 特征 方程 为 
y? 4-10, f 
HPRH Atios 26 PARAR, A A I JBL 
y" ^ (az4- b) cos 2057 (ez + d) sin 22, 
把 它 代 入 所 给 方程 ,得 
( — Sax — Bb 4-40) cos 2e — (Sez + Bd + 4a) sin 22 = z cos 20, 
EC EPA ERES A 
—Ba=1, 
—854-4c —0, 


GR on b-0, e=0, 4- $. 
于 是 求 得 一 个 特 解 为 


— £o. 
入 一 q $008 eko Bin 22, 


PA EVER Top, HARE RIMA P 
DIER. ORI SNR. 
解 ” 这 里 需要 求 出 无 阻尼 强迫 振动 方程 


+ Ee h sin pt (6) 


mam, 
ET ENEE 88529 
«37d + 


E > +0, (T) 


它 的 特征 方程 "十 大 一 0 BIRDS r= nib, UN R CO) BJ 38 REIS 
X =O, eos kt + O, sin Es. 
< C,— Asing, G; = À cos p, 
时 方程 好 ?的 通 解 叉 可 写成 
X = A cin(ki 4-9), 
其 中 Ao 为 任意 常数 ， | 
23 8 (6) A GE 
FO = hsin pt | 
&j f (£) = e" [P,(D eos ol -- P, (P) sim ot] EE, 就 有 和 一 0, o p, 
P,G0 =0, P,Q) =h, DET pk p= K FMRE E I 
TF. | | 
(1) MR p» b, B] tio- tip ARRAY 
m" = gy 009 pt by Bin pt, 
用 待定 系数 法 得 
o, — bou 


TE 好 一 sin pt, 
Hf 9$ p= E Rip, ZEE CO) 的 通 解 为 


m= X y = A sin (EEEO) ug 


7 Sin pf, 

ERAR, AREA, AA RANA 
Sj. 上 式 第 一 项 表示 自由 振动 , IRAN AA e 
动 . 强迫 振动 是 于 扫 力 要 起 的 ， 它 的 角 频 率 即 是 干扰 力 的 角 频 率 
p HITRA AAE p HERRANEK SN, E 
piy TURK. 


GD HUR p- E, 则 +io= tip ARMAR. O 
ate cog kit b. ain Et), 


mx ota 
e b.=0 
于 是 ep foot, 


Mti p= k RJ, DEKORE 


a=X Lais A aintti loi Le teoslt, 


上 式 右 端 第 二 项 表明 1836 58 303838 LL t 随时 间 + 的 增 大 


MERA. RARER TARA ATARI, 应 使 
干 抗力 的 衣 频 率 力 不 要 车 近 据 动 系统 的 固有 频率 上 上， B, WE 
到 利用 共振 现象 , 划 应 使 z= 上 或 使 2 d k dan. 

"HEBEL EROR $e 3b Po] i RE EAS pL TIO SX PR ARR TT. 


z 题 12-10 


1. Era Dy 79 E38 E, 
(1 By" +y e y= ie”; e (2) y ra ye 

(8) 2y"- Sy 5022 13 (4). y 4-3 dy = Bee: 

(D) g^ — dy Du =ef sim 20; (6) y" —6y' + 9y == efete + 1); 
《7》 y" ry + 4y De 
(9) y" py eL oos; 


(8) p = z cos z; 


(005 y — = sin? , (nz, Sat = 1-0 =] 


2. SCC BU SEU R E mte der Rp, 
(D y +yrsin2o=0, yla l, Y lans L; 


Kb 


2 y" — iy +2y=3, Yleo=1, y [2-077 2; 
CD y" log +%y e, leo s y leo 3 
(378 « 


(4) y” -y= dee", ydo 40, y o3; 

(Š) ydy = 5, yl. ol, Y lao=0, 

3. — REA m PIKEMA CO LAA A PME, PAIS FEE 
AE FA FERRE z SN 

J. CR LO, O 22 an C S E. 
En E=20 (c C = 0.2 fib, L=0.1%, Fr= 1000 NK, ARE LIE K M 
电流 站 从 及 电压 HO [提示 EEES RGB EN 

5. HAB EA, RARA 3 KEREN 
12 米 ,分 别 在 以 下 两 种 情况 下 求 转 条 消 下 来 所 需要 的 时 间 ; 

(D 消 不 计 和 钉子 对 链条 所 产生 的 摩擦 力 : 

(2) 者 摩擦 力 为 链条 工 米 长 的 重量 . 


* 第 十 一 节 欧 拉 方程 | 
变 系 数 的 线性 征 分 方程 . 一 般 说 来 都 是 不 容易 求解 的 . [HAE 
有 点 特殊 的 变 系 数 线 性 微分 方程 ， 则 可 以 通过 变量 代 斤 化 为 常 系 
数 线性 微分 方程 , 因而 容易 求解 , 欧 拉 方程 就 是 共 中 的 一 种 ， 
un 
ey put iy tma. b passe! pec f) (D 
的 方程 (其 中 pu pe cop. 为 常数 )， 叫 做 欧 拉 方程 ， 
4E Ze NR w=0 DË i-—lna, 
YE H E bt o HN, 我 们 有 


dy dy. di 1 dy 
dz di de e di? 


Py ` > du dy 


da? di déi 

dy a dy diy a dy 

de LG 87 "de E a) 
WRR WE D SUR t 求 导 的 运算 一 一 E > REX d 


果 可 以 写成 


Tr 


au dy dy [d 2) 
“Y aa ut Lang dil? 


=D- Dy- DCD—1)y, 


du _3 EY 9 Y 
gue — OU a 
cy ei ta 


-—(D^-8D-2Duy-- D(D-D(D-Dy, 
一 般 地 ,有 YO DD) (DD DY, 
把 它 代入 欧 拉 方程 全 , 便 得 一 个 以 二 为 自 变量 的 党 系数 线 眉 微 分 
方程 ， 在 求 出 这 个 方程 前 解 后 ,把 t 换 成 In e, 即 得 原 方 程 的 解 。 
D Ru eu — dey = 32 的 通 解 ， 
EU (EN e= et sQ t= In z, 原 方程 化 为 
D(D—i1)(D—2)y 4- D(D—1)y —ADy =30%,,, 


EJ Dg — 2D'y -8Dy — Set, 
= . 
du 4d dy | au A 
dB ^w wi ndr E 2 
方程 (3 的 对 成 的 齐 次 方程 | | | 
d LM 2 dy —8 dau m 
dii O "a =0 3) 
的 特征 方程 为 


rp 8r=0, f 
ERA: T0, z. = —1, r = 8. TETEG HERAN 
Y =O,- C7 Oe = Out EN ite, 


RELU H. bp 


gj be?! = ba, 
代入 原 方程 , 求 得 5 一 一 十 , 即 


n 


ya E, 
TAE, LAIR RON 


=O, 82 ous l 
y Ci- > r Cap y. 


va Hb 12-11 
号 下 列 欧 拉 方 程 的 通 解 ， 
n ED QW f 2 


Le os 
y so. x m! 


a Gy bay gy 0; 


y" — Bay -2y = In? iz —- In £25; 
y xy dy = 


ay Ba good 


. mg" y dy = sin(Inz); 


i 
B. wy + Bei! — Xy! A 2y = Ü; 
6 
T xy Arg! — y In eA- Ae, 


的 Cc p N 


“第 十 二 节 ”微分 方程 的 琶 级 数 解 法 举例 ` 


当 微 分 方程 的 解 不 能 用 初等 冰 数 或 其 积分 式 表 达 轩 ， 我 们 就 
要 导 求 其 它 解法 ， 常 用 的 有 车 级 数 解法 和 数 秆 解法 ， 本 节 我 们 简 
EM EE R— FREIE SR, 

求 一 阶 微分 方程 


zy AN te, y) | QD 
WE PIS Ylen = yo AR OP A E RACE CER 
(Y — vo) MIDA 
fe, y) = dot eio — Qo) +o) (y Yo) tr 
t ay m do) (9 — yo)". 

这 时 我 们 可 以 设 所 求 特 解 可 展开 为 < 一 z IRE 

Y — Ya 3 (€ — io) yo 
其 中 cx oa +) a … 是 待定 的 系数 ， 把 (代入 (二 中 , 便 得 一 
值 等 式 , 比较 这 恒等式 两 端 "一 a 的 同 次 帘 的 系数 ,就 可 定 出 常数 

* 679 * 


Zi, 


asco, MERA AB O Ze Bap Sk p< [B] A 
例 1 求 方程 .入 sry WR gloss o kde. 
解 XH] aÓ = 0, yo=0, MX 
y aud aya? Lag T a mt aa, 
把 y Xy EO SER ERA ETE, " 
Lal Bear? 4- 4a 4n -p Do 4x 2- 


= z+ (ase + aaa 4 ja 


二 站 一 aig -上 Zaapa, L (a4 L 20123) ar df 


lupis ac meld TEX 23 


gi= Ü, da i ga4— 0, as 0, t= un T» 
TGEBCRERHÜSUNOTEULNEON | 
: 1 +, 1 
yy out 
关乎 二 阶 齐 次 线性 方程 | m 
yP- . ^ @ 


用 水 级 数 求解 的 问题 , e ITA S — 7I XE FR 
定理 ”如果 方程 :3 中 的 系数 PO 与 中 tr) 可 在 RH 
内 展开 为 * 的 需 级 数 , 那 末 在 — LR Py h EO ERE 


y > au 
. #=0 


BUE, 
ix jg Bi f BE BH PA RE, 


(OO 一 般 地 , 刘 果 在 方程 O Hp, mP (0), a9 (0 s| g RR PAE z B3 38 
AM, Hoe 一 << RAAR G GARAN 
yar(a asta dan) eri) 
UNE, HO, ug, Gi, rn, 08, 7 e ARE, 


* S60 = 


5612 求 微分 方程 


y" —ay=0 
的 满足 初始 条 外 
V 20 = 0, Y [1-571 
的 特 解 ， 


E E PO) 0, Qto = 一 z 在 整 个 数 轴 上 渍 是 定理 的 条 
At Runa th LIRE e B0 3898 38 


Y Ga aat d dart ere ea nem INT ae (4) 
` ` . DE 
甸 条 件 Y zo =0, 得 co 一 0， 3] R3 (4) XE DICK SP, 有 
ya + Bag er nat o Y aan, 
: : n=] 


由 条 件 y lanl, eld. FERIADO y Y 
的 形式 已 成 为 


y=w6-- Gab? -H aga i-r aut Hee = dnb 2j ew, . (5) 
y =14 20904 Bag A db naue eene lt T nant, (6) 


TRIOS) AR, 18 
E A O E 
o ala, (1) 
把 (6) 和 (人 代入 所 给 方程 ,并 按 2 RARA, 得 
205 4-3-2aqc + (48a, — Dat (6.42; — ay) zŠ 
4- (6. 5a aga + [nt 2) (nijanse — G a ]an d +. = Ü, 
因为 震级 数 {( 直 是 方程 的 解 , 上 式 必 然 是 恒等式 ， 因 此 方程 左 端 各 
项 的 系数 必 全 为 替 , 于 是 有 


Dar D, a= Ü, DA i qI = 0, Ga 一 中 WW 


+ 382. 


一 般 地 asm (as, e). 


Qa 2) (1 
AXE sÑ ur ER 
«Yu Td p mee migo, 
47 35:9 TEEN ENEE CN 
一 般 地 035-177 em — Ü, 


i I = LLL i 
M Gm 4-1) 8m T6-4-8 (m=1, 2, =). 
于 是 所 求 的 特 解 为 


_ "EN zT gi? 
yq 3.6.4.8 | 109-748 458 T 
qma 
Tgm Tm 0 dT TTE t"- 
BIS SRAUE LESE (Leyondre) 方程 
(1—232) y" ae o n( 4-1) y — 0, (8) 
LED Id 


|o xm PQO--- ti EED 满足 定理 中 的 


它们 都 可 以 在 —1-«el1gWEGTA) z gps. BE 
方程 的 解 为 


Y 7 09 d- a4t o aam Le p aya pem Faz, (8) 
把 (9) 两 端 求 导 , 得 
Y= > haa, (10) 
Kml 


DE DEER eg GEET 


- > k(b—i1)a 3, (11) 


jE (9) , (10) (LO 4778 (8) ,得 
Si Do t S EQ T1) a2 Y baa 
4n 4-1) > ayx* = Ü; 
即 f 
> [(k-1-2) (6D arg ELE Day Ma, n (n +1) ela" =0, 
化 简 后 ,得 | 
> EC E) aa t (e — Ë) (n 4- "EE 


TAN 
CEO ET EEN D (k—0, 1, 2, 3. 


Tis Grim) | 
dix k= 0, 1, 2, Urt, 73 
| n(n 4-1) 
3 一 cca Tex 
o o qQ— 1) (Mm 4-2) 
Sean 
"n (Día (n- La o Dala E yo 
8.4 Ar 
EE F 
- ELW 


一 messen, 


"add 
* 


BER, an." .都 可 以 用 a EE do ao, ns 都 可 以 用 a 
示 , 而 ao, a 都 可 以 任意 取 值 .于 是 惑 让 德 方程 的 通 解 为 
9 0-1) — + pce 2)n(in t1) (143), at] 

Al 


y=00| 


+0: [o A a ¿CDI e 


+ 883 3 


从 定理 可 知 , 上 式 中 的 两 个 级 数 在 1 << VOR. 


* HE 12-12 

1. 试用 畸 级 数 求 下 列 各 微分 方程 的 解 ，. 
(1) y —2g-2—1; 
(2) y Land -ty = l; 
(3) ay" latm mym (n AAA 
(4) A—ay =a y; 
(8) (Gy =m Ze + y, 
2. SRERODECR T 917; Se B AMADA ERA 
(1 y — x, gems 
(35 Oe 4y=1-%, Y Q Í = 0; 

d dr | 


y HZ = =a, Ë| m 
O) ag rr eost=0, alioa, dt limo 


* 第 十 三 节 ” 常 系数 线性 微分 方程 组 解法 举例 


前 面 讨论 的 是 由 一 个 微分 方程 求 箱 一 个 未 知 函 数 的 情形 。 但 
在 研究 某 些 实际 问题 时 ， 还 会 过 到 由 儿 个 微分 方程 联 立 起 来 共同 
斑 定 几 个 具有 同一 自 变量 的 盘 数 的 情形 。 这 些 联 立 的 微分 方程 称 
为 微分 方程 组 , 

如 果 微 分 方程 组 中 的 每 一 个 微分 方程 都 是 常 系数 线性 微分 方 
程 , 那 末 ,这 种 微分 方程 组 就 叫做 常 系数 线性 微分 方程 组 . 

对 于 常 系数 线性 微分 方程 组 ,我 们 可 以 用 下 述 方法 求 它 的 解 ， 

HE MNBA AIMAR, Sai 
PA ET E EECH | 

mb MILL, RARA BJ OR AEN. 

BY LORA RARA OTRA, MUA, AD 
ASAS ARA, . i 
+ did + 


pll Saiten ` 


Zi -8y- 2z, ey 
Änn, o 
Mp RESCATA RMB vo). sai 的 由 两 个 一 阶 常 系数 
线性 方程 组 成 的 方程 组 ， 
设法 消去 未 知 冰 数 y. HORA 
1 / dz E 
v3) EE (3) 
ERARE, H .. . f 
dy _1/d% , dz f en 
Steil Lë 


CEET EE HEET 


do ` dz = 
"da gek zéie 9. 


REPARAR, 它 的 通 解 是 . 
... . Z= (Orth Cam) ey. (8) 
再 把 (5) 式 代入 (8) 式 ,得 BE 
y=3(00,+0,+20.0)0, 7 — ($ 
将 (5)，(6) 联 立 起 来, 就 得 到 所 给 方程 组 的 通 解 。 
如 果 我 们 要 得 到 方程 组 满足 初始 条 件 
Yll, E lere 
的 特 解 ,只 需 将 此 条 件 代入 《6) 和 (5) 式 ,得 
gi NM Tä 
MEN 0-0, . 
HER ` 0,-0 ^ G,<3, 
+ 885 ， 


于 是 所 结 微分 方程 组 渡 足 上 述 初 始 条 人 性 的 特 解 为 “-- 


y= cT2z)e, 
xs 
112 MAINEAR 
kb A 
A 


ED RESTA AAA, y 的 两 个 二 阶 常 系数 线 
性 微分 方程 组 成 的 方程 组 . 

Dep UR A BUR y OG rss "Dë. qe CD dE 
ARI ARA 


Pa, By de » i 
de Caeci DN 
des. du . de 
di* SE A T gt " (i0) 
E A G 0 c. cren o cio 2 
i da" ds dy 
raz. as m Ee 
Qo EQ), 0 | 
| de diea de dy = 
` EM SC Ka Ke Sls US 82 
B Co Ra LL = 6 ero Rs ERA GID, a 
do 7 d? EDI 
di. cd EC GER 


RARA AMET, 它 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 
方程 的 根 为 


maatasa HERE, A Yrs 


e 388 


利用 以 前 学 过 的 方法 可 求 出 它 前 通 解 汰 oo 
201010704 O. cos Gt + C, sin Bi2et, ` (18) 
我 们 可 以 不 通过 积分 求 出 所 给 微分 万 REALI) — ARR 
y, FL F. 


A (9) 9k d: (8), ERA y, 8 
y D 2 S — e, . G) 


将 (18) 的 一 阶 ,三 阶 导数 代入 (14), 便 得 
y —a(2- elle tala — 2) Oe a 
4-BCB3 4- 2) 0, sin Bt ELE 2) 0, dos Bt--et, /— (15) 
将 (137 和 (15) 两 个 画 数 联 立 起 来 就 得 到 所 求 方 释 组 的 通 解 . 
由 上 述 两 例 可 以 看 到 ， 在 我 们 所 介绍 的 这 种 解 常 系数 线性 向 
分 方程 组 的 方法 中 ,消去 一 个 来 知 函 数 及 其 各 阶 导 数 , 把 微分 方程 
组 化 为 高 阶 常 系数 线性 方程 晤 关键 的 一 步 ， 另外 在 求 出 了 一 个 未 
Ail BUNC AE Y Hi R HR C tJ A ART E DC E 
AIBR, TERRIEN CSR EAT AE FAC 
方程 组 中 的 加 减 消 元 活 ; 代 入 消 元 法 等 方法 。 - 


7*3 Æ 1218 -— : 
1， 求 卡 列 党 分 方 砍 组 的 适 解 , 
de a, 
— m — =f 
k 7 dui r 
(o 4 7 ei e 
Sz a Py 
da t di? 
d Sm a Su Ley, Zi eine 
(8) "dt^ di (4) de 
do du _ um dy _ Me 
aa 70905 wr ode 
de 4-224 Yoga, Sm sepa 5 tant 
(5 di di (6) at 
T VEMM 
c e +Šy ñ; 3 +20 + 0054, ; 


el. 


2 rs FS HESE EES 
——-—H, T | "LIUM 


e» 


Gi 


Pe 0, lol, 
ut: yl m= 0; 


Tigo, rhe, 
(3) 2 
M 8249-0, LIP RET 
| E E mE zl, f 
o SEN 
Zen 2 yl 5 ， 


A - E cios Sib, 

$i V | 
de BE cogni, Gw 

IC, r 二 路 二 全 " -1,. am 


gf d +95 
Kiesch? r3 pg meh Et, JUNE Dg. 


B’ 


D 


习题 答案 


第 X E 
3188 8-15 Ti ei 


HAD. ` D (t Lg H- Cyl, 


(0D. Ate, y |a 22120) 


GD dO D ary 0, z > 0H 

(D iG, 9l0<a+y<l zin 

(0 (Gr, s, z) [3250, y>0, 2>0); 

QD Qr, y) 102 0, ost, vtm 

O lr, £D |y — 0-0, 20, ite H: 
QD) dG, 3, inca: 

(8) (Gn 的 2) [2*4 yo ren, 0244270). 


oi Qs 0% 0-b 05 05 


Di te, 


. Lis, y Ig? — 2007, 


习题 8-2 (54.19 51) 


PE ay, PE Bayh 
. Q) ET Baty v^ = z? Bail 


ës 1 v D: 1 u, 
O mwr u Ws éi 


E lh 
Or Qe nG) ty yvlo(ay) 


(1) ŽE e eos (oy) — ain 2), E steet — ain (Rey) J; 


Bx _ 2 2x ës 2x 3x, 
O ZA GO 


« 389 - 


BE =. _ v-1 £t ol ME EN . 
(9 mM en. zn (14-35? | In (Ede d I 
Pu e ta e di FULL a; 
UI er U M nm. ns, Oé z 7 + 
(p $5207. Yu | U sl t 
ex ZE ey Ta ay? 
E mila ten. " 
Gë 1 is- yi” e 
4, fy dl, 
5. =. . | . 
| Er IN 
. D = SE EE l19gteBat, En — l0 
e Q ET 13 ci Sy 3 a 17 i Zu ey f mM 
(2 Ez Zu SÉ o y a e, 
Qe Uy? ey Co ergi" Ze ën ër" 
O Zecken, DE mni EE 
7. 140, 9,223, ful, 0, 2)=2, fy, E "o=o, fata, 0, 120, 


8 E E 1 


dee xy — vir 


538 8-38 27 页 》 


1 0 (ui Lario (2- Ja 
e» LY dz— ds): 


C» uy d - dy) 
(4) gea 1 dz E ex" nady tyeng ds, 


2. d dee dy, 3. A 0.319, dz —0.125, d 0.25, 
b. 2.95, 6. 0.005, 7. 2.089, — 8. 0.5023, 3. -5E%X, 
10. 55.3 XA, 11. 一 307 VAER. 13. 0.124 ER. 


13. 2128 33k. 27.6 3E2;3€, 1.30%. 
习题 8-4( 第 83 q) 


1. Sr =32* sin y cos y (004 y — sin DA 


¿396 « 


"e 


En 


H. 


10. 


f£? — Za ein y eos y (sin yt cosg) xS (ein? oos, 


Q5 due nige- D d, 0m 


de ty des ^ Werl) 
Gy ën mim Cu suyi 


Em xay y wy 


fs 8m SEN 
0 
n» y (Ss 7 290 + (dz — 23927 
az — 2 ORAL En 
w Di meer: 
grint-1P Ceos 1— 61), A. JD 
sI- (BE BY 
e (40) "nr 
(ERC 6. ereina, 
(iy “Bu EN gar + eu a Ty, u yrs 
s “ty Fa y — 2yf1 mast 23 - 
Qu an OU ëm nye 
EH ES -2xf, Ey 2yf', ET 2af x 
Bi ly Ow l o Í Qu. m" v. 
(D) Em 7 f E vi fid P fei ES = EE 
. D t ul eu , d NW F 
O Zare, Grafito Szen, 
> e e e " 
D Zanen, ie, D capas 
Pz a Bo dos Z 1 
(2) ES. factu fur f Se" EEN UU 5 J^ 
Se Rs s SÉ m 
E" = fatar Jaz. 
31 8-5(3 40 m) . 
e. 3 A 
cos y Aen" ` ` any" 
Ps ya Vea EE 4E 7 
8s wem OY s'aya ag ^ 
Zen PEL m o. 
es sts’ cy  yiete)" f 
2y ae — aw rte 9. ET 
(e —ay)* . apt? 


“+ 391 ， 


12, 


5. 


6. 


T. 


En. ha o Ov. qu. 
da xay ë Si" 


(3) de o —Ufi(2yv — 3) eg, 
ër Gafi Dyg A1 fe 
Ce 2 gief: +ufi— 1) u 
ër (efi 1)(2yu ga ten 
(4) En sin v Em — — cos u 


ör  e"(Bnu-ecosv)--l' Ay  e*(ginv—cosv) l^ 


Seu cos o — e EI Bin y- g” 


Ar ulemo cosy) +1]? ¿y ule inv- cov) T 1j" 


Gs : 
Š= {u cogu —t Ein Oe, E = (ueos v--ugin oa 


习题 8-6( 第 48 30 


法 平面 方程 : s+y+ V E au +4 


-3 Z 3 vy-2 s-1 
切线 方程 : i 一 -一 
法 平面 方程 ，&r 一 8 十 162 -1=0, 
SAGE. A, 
GO 229 
EFE, (oo) + (yy) 一 i Ge — 4) 0, 
m-1 y— i s—1 
切线 方程 ， Té 777.5 p 
HEISE 190+9y—.--24=0, 
LAN l i 1 
Pi(—1,-1, -DD 及 Po( -4, EN SCHAN 
2 mw 1l 
切 平面 方程 :za 十 2 一 上山 法 线 方程 : | 1 a? 
FRU 


DE ES, arcc byoy testel, 


. 892 + 


HE. TTo IU» Life 
dTa Dys es * 


3 
11. cosy c M ER 


2348706 56 页》 
= ^98 . 
1. 1424/8, 2. 35. 
2 E 2(a*--b*), f 
4* gradf(0, 0, O =3 -2j 6k, grad f(1, 1, 1)= Gi A 21. 
习题 8-8(% 65 页) 
1. BAE FA, -25—8, . E ARX. TG, 2) = 36, 


3. ai, AL, a e. Bk sl ba i. 
5， 当 两边 都 是 Ge 
EE EEN 
dE 

8. ere DP. g E ps, ridotte t BURN HE ERO EREA. 
9. "Em Dee 时 ,可 得 最 大 的 体 各 
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E 21618 P418 (29). 和 天 县 代数 (312. 
4AE mmDsSmxmiEJARSeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 37 
SAL GuSszxHmSEG-eeeee9áÁ 99MM 41 
A FERCA). 空间 的 直线 廊 程 (443。 打 是 (487 。 
SAX ”二 次 曲面 .pe 51 
第 二 编 数学 分 析 
22 ME CI MD 54 
fo E Agi PR (54). ERARIO). ënn), REGE 
- HERA. DER (59). AREA (6D). Sp 
pH 2 (63). : 
ERE . 
ë — - as ES _ 


E 


数列 的 极限 463)， 澳 数 的 极限 (64)， 无 穷 天 ， 无 穷 小 (464)，、 胃 限 的 
REGE). EAA, AEA). aE- 


PEMS). RE TATS). EBL). 导数 的 应 用 (83). 
微分 及 基 应 用 (86)， 高 阶 导数 (88). 戎 变量 方程 的 导数 (90)。 

HA PERR, IEA AA eee 92 
HERA (92). "seu (98). ERA (95). HE B iM 
PECOO). ëmm). BEAR A fiL 84 B GREC 1005 -. 曲线 的 
114401320103). HERCO. HERA S CBE 2646 (105). 
平面 曲线 的 曲率 (5106)， 方 程 的 近似 解 4L077)、 

第 十 五 音 ” 不定 积 员 et 108 
简章 不 定 积分 (108)， 换 元 积分 法 (109). 分 部 积分 法 (112). fx 
积分 法 和 分 部 积分 法 杂 题 (113)}. 分 式 有 理 画 数 的 积分 (115)}， 三角 
效 数 有 理 式 的 积分 (115) .简单 代数 无 理 式 的 积分 {1162. 杂 题 {117)， 

BTALA eeeeeeeeeeeeeeees mE 120 
定 积分 构 念 C120)， 定 积分 的 性 质 (3231). 上 限 ( 或 下 限 ) 为 变量 的 定 
积分 (020. REMO OBITU -3EEIRAI) (122), 24 
(126). VT SERE BUD OLA UBA K (128). BA (128). 

BHAE ERPE eee 130 
六 面 图 形 的 面积 《130). 体积 (132)， ZEE HERB SE IE (134). ER 
分 在 力学 及 物理 学 上 的 应 用 (7135j、 

SHAT RBK E 137 

BHAE MER eee eee em 147 

+E agoe RB RRE eeeeeeeeeeeeeeee 149 
LHA). ARE (151)、 全 微分 及 其 应 用 (153)， 复合 图 数 
的 概 分 法 [154) ， 高 险情 导数 (156)， 隐 画 数 的 微分 法 (159). 空间 
曲线 的 切线 及 法 平面 《161)， 明 面 的 切 平面 及 法 线 《163)、 厌 勤 公 
- 式 (164). 多 元 图 数 的 蕉 第 (165). 
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第 二 十 一 章 MATE AAN 167 
HAM CO. rä bein. 高 阶 微 分 方程 (177). 线性 
微分 方程 (179)， SUSEERIRCI83). 


BI IE BA 66H 183 
二 重 积分 (183}， 三 重 积分 (188). TAR (191), EA 
学 上 的 应 用 (191). f 

BATE Omg ee 195 
曲线 积分 (195)。 曲面 积分 (2037。 

ER er RRA ARA A A a amarra rr spa rn 206 

Wë HH 338 

* * * 


ER: 本 书 在 题目 号 码 各 上 角 加 记号 * "时 ,表示 较 难 之 
题 ; 在 题目 号 码 在 上 角 如 记号 “ 时， 表示 超出 大 网 之 题 。 


第 一 篇” 解析 几何 


FE “平面 上 的 直角 坐标 .曲线 及 其 方程 


诗 面 上 点 的 直角 坐 标 , 蔚 标 变换 
1.1， 设 轴 上 三 点 二 也 C 的 排列 次 序 如 图 ， A8 BEER 4 C 
和 五 间 距离 为 1， . 
Ca) EL A8, —— t 
AO, EC ph. 
Cb) EAS 4 为 原点 ;那么 点 A, B.C. 的 坐标 等 于 什么 ? f 
1.2. 已 知 数 轴 上 点 4, B, C 的 坐标 依次 为 — 6, 0, 8, 求 轴 上 有 向 


BAB, BO, CA HHE. 


1.3. fF "(FAM ER: A(2, "A B(3, 05, OCL, —4), Dco, 52, E( —1, 2) 
F(—4, —8), 6( —2, 0), H(0, —3), E(—55. 25b Vi, = VE) 


N(0, VB). f 

1.4. ABN AM AMA nku F: 

(a) (8, 4), (0, —45, (2, 45; 

(b) (3, 85,03, 100, (0, 2.8; 

(e) (2,0), (—1, v3), (—1,—Vv 3). 
求 作 这 些 三 角形 . 

1.5. Za b—2, KEAC bh (b, a), C—a, b), (b, --a5, 
(—b, a), (a, —b),(—a, bH —b, —a). 

1.6. ERES 2 Ati An RUE PES RARE EE 
DCS — IB AX. ER JE de TAL Bb ARTT Zn 


à Sir ILR 第 一 编 ] 


1.7， 昔 形 的 每 边 长 为 5 单位 , 它 有 一 策 对 角 线 长 为 6 音信, 如果 
把 苗 形 的 两 条 对 角 线 分 别 放 在 两 誉 标 轴 上 ， 求 它 各 个 顶点 的 华 标 ， 

1.8. 已 知 点 了 KC(3,2)， 作 它 关于 模 轴 , 纵 轴 ,原点 的 对 称 点 ， 求 这 
35 HO ABK. f 

1.9. E Ala 5) 关 于 第 I 和 第 III SER PER EA E 
As D. ABC, a). f 

1.10， 点 互 与 点 402, 4) 对 称 于 第 工 和 第 HE 象限 角 的 平分 线 ， 求 
HGB eds. 

1.11. — AFi ein RT Pad z= 2, y— —1, AR fg 7 
向 保持 和 不 变 而 将 原点 移 至 点 : 

(a) (4,5); (b) Ch —5); 


(o) (4,5) (d) C—4, —5). 
HAERA PE Ab SET 2.2 


1.12， 某 点 在 两 轴 方 向 相同 的 两 坐标 系 下 的 华 标 为 《12, —7) 和 
C0, 15), 各 系 的 原点 在 他 系 于 的 坐标 等 于 什么 ? 

1.13. E fap d IURE EF te 607, 点 MOL, V 3) 在 新 
系 下 的 坐标 等 于 什么 ， 

1.14， 如 果 将 坐标 轴 依 递 时 针 方向 旋转 45^, 点 MO, Y 3) 在 新 
系 下 的 坐标 等 于 什么 ? 

1.15， 坐 标 轴 应 该 旋转 多 少 角 库 ， 方 能 使 点 MO 0) 在 新 系 下 的 
模 标 和 维 标 变 成 相等? 《我 们 把 角度 限制 在 AGA 


Bëbee d EAS E HER) ER 


1.16， 求 下 列 各 题 中 两 点 间 的 距离 : 

(a) (5,2)fü(1, 1) Ca (~—6,3) 和 C0, —5); 

(e) (0, 0 和 (一 3 4); CA) (9, TACA 5). 

1.17. 已 知己 角形 的 顶点 4 C3, 2) BC —1, 一 上 和 CCll —62. o 


[第 一 章 ] 平面 上 前 直角 开标 ,曲线 及 其 方程 3 


三 角形 的 周 长 ， 


1.18， 试 证 顶点 为 4C0, 0), BC3, DA CO, D 的 三 角形 是 直角 三 
角形 . 

1.19. 一 点 从 点 此 一 3 一 2) 作 直线 运动 移 至 点 BC4, 5)， 求 该 点 
所 经 过 的 距离， 

1.20. IERAC 2) 和 点 C1 一 的 在 以 点 (4, 一 2) 为 圆心 的 圆周 上 ， 
FE A BG PE | 


1.21: 在 w 轴 上 求 与 点 AC5, 12) 的 距 窗 为 13 单位 的 点 的 举 标 . 

1.22. 在 第 I 依 限 角 的 平分 线 上 求 一 点 ,使 它 与 点 AO 2009 RC 
Xv uh. 

1.23. 已 知 点 站 的 模 坐 标 等 于 7 äi, BA NL HERY 
于 10 单位 , 求 点 型 的 纵 坐 标 

1.24. 巨 知 点 好 到 两 坐标 轴 和 点 (3, 6 都 有 相等 的 距离 , 求 点 开 的 
坐标 , 

1.25. sk SG CL An zz js AC2, 2), BC —5, 1)81 0(3, 一 5 等 距离 的 点 ， 

1.26. 试用 解析 尘 证 明 ， 任 意 三 角形 两 边 中 点 连 线 之 长 等 于 第 三 


边 之 长 的 一 中 ` 
1.27. RA MICI 1), MC, 2), MAS, 一 1) 是 平行 四 边 形 的 三 个 
顶点 , 求 第 四 个 顶点 - 


1.28， 设 正 坟 形 相 邻 其 顶 点 是 AQ) 3 Xf 806,6), K Fç q: BJ TN AS - 
1.29. 下 列 各 对 坐标 下 示 一 线段 的 两 端点 , 试 求 它们 的 中 点 : 
GO) (7, 4), (3, 2 (b) (6, —4), (2, 2); 


(e) Ca (ay, ca) co (0,2) 


(2313) Gh =i) 


1.30. AAC 3) 引 一 线段 到 点 BO, —2) 再 延长 同样 的 长 度 ， 


m —— t - Ro sen ; - -—-- 


4 EE JL PST | {第 一 级] 
求 延长 线 问 点 的 坐标 . 

1.31. 已 知 两 点 465, 4) 和 B(6, —9). EKAR AB = s O SE 
BO = LAB, R O Boiss. 

1.32. BARNA AC 3), B(3, 9). RAR AB 48 648 1:3 的 点 
ME s. 


1.33. 已 知 两 点 4C2, 1) B(3,9). 求 (a) 分 线段 AB EAE a: 


的 点 于 的 坐标 ; Cb) 分 线段 BA 得 比值 :1 09 AIR HER. 

1.94. 下列 各 对 兴 标 表示 一 线 慌 的 两 端点 ， 试 求 它们 的 两 个 三 区 
分 点 . | | 

(a) (—1,2,(—10, —1» (b) (11,6) (3,3). 

1.35. 点 C(2, 8) 将 线段 AB py 29 1:2. dm As A BD e D 
(1, 2), KA B BIBIR 

1.36. BE 35 gt MC, DA MC, D 2 RORIS RA R 
A AER R. 

1.37， 两 点 AC ëm BC — 2, 拉 间 的 线段 被 点 MO 1) 平分 ， 求 
出 点 4 的 横 标 和 点 吾 的 纵 标 . 

1.38. 已 知 三 fA TRU odo. AC, 一 2), BC 2 和 0(1,4), 
求 它 中 线 的 长 . 

1.39. ERARA AL 名 和 BO DIE, AURA RR 
E EE uris. 


1.40. Oe, AG, 1), BCS, ROC 2, 71). 来 


它 的 中 线 的 交点 
1 和， 已 知 平行 四 边 形 的 相 邻 两 顶 虚 为 A 一 4 于, 一 7] 和 BC, 6) 


及 对 角 线 的 交点 二 ( 3 二)， 求 它 的 其 余 两 个 项 点- 


1.42. 点 AC1,1) 到 点 五 的 长 为 5 单位 ， 线 妇 AB 中 点 的 横 标 为 3 
单位 , 求 点 8 的 坐标 . 


—— a e A 


(sel Tu ERE A, Hin £ 7& di Jy Fe 5 


1.43. 已 知 三 角形 各 边 的 中 点 为 PCS, 一 2), CL, 6) 和 以 一 4,2)。 


求 三 角形 的 项 点 . 
HR RS 
1.44. ME TAHAA RERO EL: 
(a) P=1x; (b) yx"; (e) y! —23-0; 
(d) y—22— 2: —0; (e) 4s? y? 4; (f) zy—1. 


B5. 


1.45. Jig(s — Vy AP 所 对 应 的 几 全 轨迹 是 什么 ? 
1.46. 一 动 点 , 它 到 坐标 原点 和 到 点 4《 一 5, — 4) 的 距离 是 相等 
建立 其 轨 还 方程 ， 

1.47. 一 动 点 , 它 到 9 辅 的 距离 等 于 它 到 点 CO 0) 的 距离 ， 建 立 


"E B) SLE 7; ge. 


1.48. SE] z 轴 的 距离 是 到 乡 轴 的 距离 的 两 僧 ， 建 立 它 的 雪 


ik Ji 8. 


1.49. PER + dà Y BRÜSEEBLBUSEDISET 1 B BLEU ER. 
1.50. 在 两 坐标 轴 间 有 定 长 线段 AB, 在 4 吾 上 有 某 一 点 了， 当 点 


A ALTEA > AA AAA LAS AREA PTE. 


E. 


时 ， 
一 瘟 线 海岸 的 距离 之 比 保 持 为 一 
定数 *， RETRATA 
方程 【圆锥 了 曲线] Dus 取 华 标 
ZS su 使 小 岛 位 于 坐标 原点 0, mis 


1.51， 枪 弹 以 速度 vo 而 与 地 面 成 4 角 射 出 , 试 建立 暗道 的 胃 迹 方 


1.52. —1& 55 fr E 11 fü DJ 
3 45.0238 — ^ £2 BJ #E BE Lj 4 


BER a ae 3.1 


1.53. — RQ 绕 定 点 已 旋转 ,大 推动 站 角 三 角形 ACB 7 


6 解析 几何 [第 一 幼 ] 
H KL’, REA RQ Gah AB 的 延 花 线 的 交点 M 的 轨迹 方程 ， 
GER: Bl, AOPC=ANMC, ANME~ACAB.] 

1.54， 作 出 于 列 参 数 方 程 的 图 形 : 
(b) z—542—1, y=1084 4; 


(a) z=2t, y- i3 


(e) x21, y=4f2; (d) w=3 sin 8, y —4 cos A; 
(e) 3 一 ea Ü, y=5ctg 0. 
1.55. EIS +g =e 与 直线 2 一 y 二 0 [33x s. 
1.96. Rhik 4014 y? — 32 $n y? — 8x EE 
57. AR Hl £X y= 2-4 - xa? Ej ELATI e HR 
1.58. THA dh £277 £2 OP 35 ba UA ASA A 
为 何 种 形式 ? 
(a) 3a— ¿y =6, (2, D); (b) 5a—y+2=0, (3, — 2 
(e) sët 4x —24 =0, (2, 1); 
(d) y3— 4zx--8— 0, (2, 05; (ej) y*—a3,( —- 2, -- 3). 
1.59. FPA MEE, B A Hon BUE fS BEER A E hhik RN SL tr 
向 旋转 ,应 变 汶 如 何 ? 


(s) GE 0,75 (b) et 2y— 1,2. 33 
(e) z*-r4zy--y*— 16, E i* 
ZS E 
1.60. EP 9) 是 网 周 上 的 一 点 ,这 圆周 的 中 心 是 (1 6), RE 


TORA ERE EAS. | 
Let 了 为 一 动 点 ， 它 到 原点 0 的 距离 的 平方 等 于 它 的 两 坐标 的 
和 , 求 点 五 的 轨迹 . 

1.62. $ EER Oz 及 与 它 距 离 为 4 的 点 4(C 如 图 )， 经 过 点 4 作 


(SS E ES EA 7 


一 切 可 能 的 直线 ， 且 在 信条 直线 上 ， 在 y 
它 与 基线 Os 的 变 点 召 的 两 侧 ， 取 长 放 
等 于 4 的 线段 MB 和 MiB. OK M 
和 点 M, 的 轨迹 方程 ( 昨 线 )， 

1.63. 一 重心 在 点 MD 的 均匀 
细 棒 ， 它 的 一 端 在 点 4( 一 1, 一 3) 上 , 求 另 一 端点 如 的 位 置 . [提示 : 均匀 
细 梯 的 重心 在 它 的 中 点 处 ,] 

1.64. 试用 三 角形 的 顶点 坐标 来 表示 其 形 心 的 坐标 . [提示 : 三 角形 
E HE E A ] 

1.65. 重力 作用 于 质点 M Cumi yr OEI Mala YDE, 它们 的 质量 分 
Sig wa 与 mas 试 求 这 力 系 的 重心 的 坐标 . 

1.66. FE 4(—1, 0), B( — 2, 4), OC 5 三 点 上 分 别 放 叔 30 w, 50 
克 和 70 克 重 基 的 物体 , 试 求 这 一 物 系 的 重心 的 位 置 . l 


曲 黎 的 参数 方程 
1.67， 设 炮弹 共 发 射 点 口 以 初速 m 和 发 射 角 = 射出 ， 求 炮弹 在 
xOy 平面 中 的 和 运动 规律 ， 上 提示: 取 工 轴 为 水 平 位 置 ,y We TEL ER] 
1.68. AIRE Ov 平面 上 沿 一 直线 作 等 可 运动 , 开始 一 秒 钟 后 
TARO 23) 移 动 到 点 (2 L), |F] PAUSA Bu br Co 9) 又 是 怎样 ? 
1.69. 描 册 下 列 套数 方程 的 图 形 : 


(a) 2282, y 380—105 (b) x—244 8, y=P4. 


EK eos 0, 


1.70. 消去 曲线 的 参数 方程 中 的 参数 9 而 将 曲线 


y=3 sin B 
方程 表示 为 Flo, y) —0 的 形式 . 


8 M LiT [588—381 . 


HE EX 
2.1. 一 直线 通过 点 AC 3, 一 2) 和 BCA, 5). RIA 
HEA. 
2.2. 已 知 三 角形 的 三 个 顶点 为 44 一 1 B( 73,2) CC —2,6), 
CEA XL RR. 


2.3. i Hi 38 x EHE 56 2, 125, (1, 3) 和 (4, —6)f£— iC £X E. 


2.4， 若 通过 两 点 (一 名 3) 和 (5, EIERE e, R eM 


K. 将 这 两 点 和 覃 线 画 出 来. 
2.5. 设 配 线 过 原点 ,倾角 为 (a)135%; (b)180^. 求 其 方程 . 
2.6. KEH (a)2—y+5=0, (b)4x48y—16=0 MR RIRE. 
2.7， 证 明 四 点 (一 2 35, (5, 一 4》，(4, 1》 (3,2) 是 平行 四 

边 形 的 顶点 ， I 
2.8， 设 一 直线 过 点 (2, 1) 并 与 ”加 成 46^ 角 ， 求 它 的 方程 ， 
2.9， 设 一 直线 过 点 (一 2 A) 它 的 倾角 等 于 直线 y 一 ,23 的 


MAME. REA. 

2.10， 求 直线 Ca) 十 3 十 5 一 0 (b)4z--8y--16 —0 Bod ER. 

2.11. 一 直线 在 3 轴 上 的 截 距 为 —3, 倾角 为 E ARA OA 
程 . . 
2.12， 一 直线 在 9 轴 上 的 截 中 8 一 5, 且 过 点 (6, 3)， 求 其 方程 . 
2.13. HPA AE MARBELLA, HAIR ERES 
Ro PEE: 

(a) 22—3y—86; (b) 2y —5x —20; 

(e) y =6(2— 3); (d) 3y —6r4-10—0. 

2.14， 一 直线 通过 点 (5 2) EL # = 轴 上 的 截 距 和 在 y ALLA 


t= J E G 9 
相等 ， 求 其 方 程 . 

2.15， 过 点 (6, 8)| 一 直线 ,使 与 两 坐标 轴 所 围 成 三 角形 的 面积 等 
于 12， 求 其 方程 . 

2.16， 求 通过 下 列 各 对 点 的 直线 方程: 

(a) (4,6) 和 {3, —13; (b) (5, 2) 和 (—4, —3); 

(e) 【一 6,17 和 (2, 0). 

2.17. BATHA A, 2),.8( 2,4), 0( 1, —4) 的 三 角形 TA 
写 出 经 过 硕 虚 C 的 中 线 方 程 ; 井 求 此 中 线 的 长 . 

2.18， 求 原点 到 直线 4o —4y —9 的 距离 . 

2.19. RECO 1 到 直线 .2 一 3 一 6 BRE RNC. 

2.20， 求 点 (xzo, VOR ER y =ke t b 的 距离 . 

2.21. 求 二 平行 直线 2a+3y=7, 4z 十 6 二 11 AHER. | 

2.22. AC, 203], MERO DWA 一 5) 的 距离 相 
Ze REHE. - 

2.23. 求 过 点 (一 4; 3), 而 与 原点 距离 为 5 的 直线 方程 . 

2.24. REHAB A DWERS 1 的 直线 方程 . 

2.25， 给 定 直线 32 一 15 一 10=0， 求 与 此 直线 平行 且 和 它 有 3 章 
位 的 距离 的 直线 方程 . 

2.36， 一 直线 通过 点 ACO, 22, 且 点 (一 3 让 到 它 的 距离 是 4 单位 ， 
二 出 它 的 方程 ， 

2.27， 求 直线 324 Ain —1=0 30 4x — 8y 3-5 —0 [a] e fü ZEE 2 D 
的 方程 . [提示 : qu f LIC RBI Bi AA - 1 | 

2.28. KZE 32+ 4 —9—0 和 12z4-9y —8— 0 所 构成 两 角 的 
E HIERE ARE. 

2.29. =ABRMATER AC, 2), BC-1, 一 1) 和 02, 1 处 , 求 角 
召 的 平分 角 线 的 方程 - 
2,30， 在 下 面 各 对 直线 中 判定 哪些 是 互相 平行 的 ， 哪 些 是 互相 收 
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让 的 , 若 不 互相 平行 也 不 互相 堆 直 ,就 求 它们 的 变 角 : 

(a) z 十 28 一 3，z 十 28=- —4; 

(b) 29 一 # 十 5 一 0，48 一 28 一 7 一 0 

(e) z—y-—1, z+y=2; 

(d) 2 十 28 十 11 一 0，6z —3y—1=0; 

(e) Ja—y=0, 2m4 = 0; 

(E) 2m—3y=1, z—3=0: 

(g) 3 十 9 一 0 y=0. 

2.31. 和 的 值 怎样 , 则 两 直线 Ae — 2g +60 d Äer —y 2 —0 

GO 互相 平行 ; (b) 互相 垂直 — 

2.32， 求 过 点 (2, 一 3), 而 与 直线 Yy= 3z 十 1 PAHE A. 

2.33， 一 直线 通过 点 (2, 一 8), 且 平行 于 连接 两 点 (1，37 和 【一 bb 
一 5) 的 间 线 ， 求 此 直线 方程 . | 

2.34. —IE HE IF CER 2a+3y41=0, B fg #h ER RE ET 
5, 求 革 方程. 

2.35. 一 直线 在 轴 上 的 截 距 4=3， 且 与 直线 2 一刀 十 2 一 0 平 
行 ， 试 求 其 方程 . 

2.36. gi te—3y+11=0 上 一 点 ， 它 的 横 标 等 于 1, 从 这 点 作 读 
ERDER. 试 求 这 重 线 的 方程 . 

2.37. 已 知 顶 点 为 4406, 4), B( —3, 5), €( —2, 一 有 的 三 角形 ， 试 
求 出 经 过 项 点 A, 且 与 经 过 顶点 吾 的 中 线 平行 和 垂直 的 两 直线 的 方程 . 

2.38. 设 引 一 直线 和 通过 两 直线 3 一 yy 一 3 一 0，4w 十 3y 一 4=0 935 
点 , 且 垂 直 于 其 中 的 第 一 直线 , 求 所 引 直 线 的 方程 . 

2.39. 过 两 直线 2z 一 3 十 5 一 0 和 x —4y--5 —0 的 变 点 引 一 直线 
使 与 直线 3244 2=0 平行 ， 求 此 直线 的 方程 ， 

2.40. 三 角形 的 顶点 在 点 4(1,85, B(—1, 0)# CC2, CON. 求 
其 高 线 ( 即 通过 顶点 而 与 对 边 垂直 的 得 线 ) 的 方程， 
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2.41. = fg = Y WJ Ary 3=0, x—3y--4—0 和 4c 
十 28 十 3 一 0.， 求 其 三 内 角 ， 

2.42. 三 角形 的 顶点 是 点 42 1) BC3, 1380 OC1, 25, HA. 

4. 委 ， 正 三 角形 的 两 个 顶点 是 点 A2, Lfd B(2, 5)]， 求 第 三 个 顶 


2.44. 求 过 点 《3,5) Pf EE ER 30294 7=0 成 45” 角 的 直线 方 


2.45. 36£8 EEN DAA CT, 05, ER ré * 轴 反 射 , 求 反射 线 


ZS 题 


2.46. 已 知 一 直线 方程 为 gy 一 V3x 一 2, Rn, Sg 
AVE, DO, 再 将 些 标 加 俯首 时 针 方 向 旋转 了、 求 此 直线 在 新 坐标 
系 下 的 方程 | 

2.47. 直线 LEGE 21 HERA TIAR RI 
的 方程 ， 

BEMOLSL ULL 

Cb) RETAMA 1) 和 (7, 3) 的 直线 ; 

(e) SE FCO, 0); 

(d) 在 两 轴 上 的 截 距 之 和 等 于 12; 

(e) 与 点 (12, 9 相距 5 单位; 

Cf) 到 两 点 (2, DACO, — 609 E HORIS; 

(g) 经 过 直线 z+ y=8 和 4z 一 路 一 13 的 交点 . 

2.48. 直线 1 的 笠 率 为 一 子 ， 状 且 具 有 下 列 各 条 件 ， 求 1 的 广 


(a) dE v S E BO dc Je 6; 
(Cb) Ei CI0, 2) 4 单位 ; 
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(e) 到 两 点 (2, DAC —8 89 E ES HE. 

2.49. It 经 过 下 列 各 对 直线 的 交点 ， 大 具有 其 后 所 给 的 另 一 
RIR REAA H: 

(a) 3m—2g=13 fl s+y—8=0, £& yb ERC2, 3); 

(b) 4x-- y —7 —U 和 32 —2y — 19, 平行 于 直线 z— 3 =6; 

(e) 3z 十 58 一 1 一 0 2+y—1=0, PETER 7 省 一 58 = 10. 

2.50， 三 角形 三 边 的 中 点 在 点 (1 2) (7,4) 和 (3;, Ob, RAR 
的 方程 ， 

2.51. E PTFE Swt 12y 13 =0 并 与 它 相 距 3 单位 的 直线 
方程 

2.523， 过 原点 和 点 Mt(1,3) 分 别 作 两 平行 线 , 如 已 知 这 两 直线 间 的 
E EOS V 5, 求 它 们 的 方程 ， 

2.53. ok 5 C( PERA 5 Ai, H. TE PRAE Enc E fadi du m 
的 直线 的 方程 . 

3.54， 求 过 点 441; 2) AE tg [B] 22 - 92 — 5 相 切 的 切线 方程 . 

2.55. REETH tryst, SL og 


2.56. 一 光线 ， 在 穿 过 厚 1 厘米 的 
玻璃 片 ( 折 射 事 @ 为 1.5) 以 前 , 它 的 方 
程 是 g==x 十 3， DORA TIA AA 
表面 上 ， 而 纵 辆 垂直 于 此 片 ( 苑 图 )， 试 
求 在 此 玻 葡 片 内 和 出 琉 篱 片 后 的 光线 方 
E, DUERME PATA. 

2.57. EL y= me 一 7 分 两 点 
M (3,23, ML, MEL M.M, 成 两 


D BRASA A a, MASA B M T 


taz] 站 e 13 


Bi, 其 比 为 村， 求 m. 

2.98. 过 点 PO, 1) 作 直线 , fl [dm YE E, Anil £x +—3y4+10= 
= 0 及 22+y—8=0 间 的 线段 平分 于 点 P. 

2. 和 9， 求 直线 方程 ， 已 知 它 包 舍 在 第 工 象限 的 坐标 町 间 的 线段 的 
长 为 它 与 原点 的 距离 的 两 悄 ， 而 且 所 求 直线 与 辆 构成 的 三 角形 的 面积 
等 于 4:5 平方 单位 ，[ 强 示 : 变 记 求 直线 方程 为 +=.) 

2.60， 光线 通 过 点 C2, 9), 在 直线 x# 十 y 十 1=0 上 有 反射 ; 友 射 线 通过 
点 (1 0), 求 光线 入 射 绪 和 反射 线 的 方程 . 

2.6 人 一 动 点 与 项 点 的 距离 ,党 等 于 这 点 与 原点 联 线 的 杂事 , 求 其 
轨迹 方程 . . 

2.62. P AH, IB EZE H AE E BUDE ELS EB AAA — 
TRB REMPU. ER 36wD x BU u 轴 为 互相 舍 枉 的 两 直线 .] 

2. 人 ， 卫 为 一 动 点 ， 宅 和 两 定点 Co 0381 —a, 0) 的 联 线 总 是 互相 
FEE HRA P HPE- 

2.64. RAE, EPIIT PIF T ÉL Sz+ Ag =10 和 3r-FAy — 
=35 ££ EL AF AAP ERBAA 2:3. RER B. 

2.65. REHN” 它 与 点 MC 一 3) 及 点 Mi 一 1 的 距离 硼 
4, HL BEER 4z 十 39 一 2 一 0 的 距离 为 2 单位 . 

2.66. ZAE B erëm pb Zr—3y-1-U0, z=+y=0, Ww 
MCI 20 EE BS — P TB ER OR de XL Jy RE. 

2.67. Ei REB BEA TELA. AC --10, 2 1 B(6, 4), EREDA 
标 为 NC5, 25, DORAMA O BIAIS Eg. 

3.68， 谈 一 直线 经 过 点 《一 1 1), 它 被 二 平行 直线 ?十 28 一 1 一 由 
z--2y—3-—0 所 截 线 段 的 中 点 在 直线 2 一 9 一 1 一 0 上 , 求 其 方程 . [提示 ; 
所 求 直 线 被 两 平行 直线 所 截 线 段 的 中 点 ， 也 是 直线 < 一 y 一 1 二 0 Mo E E sb 
BER ëm? 

2.69. Ga B EXE "EES 304 4y—7=0, 304 4y4-8=0 所 


ae 
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” 截 线 段 的 长 为 31 3 单 住 ,并 过 点 C2, 3), 求 其 方程 . 

2.700, Eik 24 十 yg 一 1 一 0 是 三 角形 的 一 条 内 分 角 线 ,而 点 (1, 2) 
和 点 (一 1, 一 1) 是 三 角形 的 两 个 顶点 , 求 第 三 个 顶点 . 

2.71*， 壬 腰 三 角形 几 边 的 方程 是 + 十 # 一 1=0， 一 腰 的 方程 是 
+ 一 29 一 2 二 0, 点 (一 2,0) 在 男 一 有 笨 上 , 求 此 腊 的 方程 ， 

2.72. i eb, h. p 分 别 为 同一 直线 的 截 距 ， 糙 率 及 原点 到 直线 
的 距离 ,证 明 下 面 的 关系 : 

(a) b= — ka; (b) k= pë 1-E E2); 


1 1 1 
(e) ai bi së 


3.1. cR FJ e B9 ALO A PE +E BE T TL POE: 
(n) 2244180 4-4 — 5; (b) z*4-9* — 6x 2:0; 
(e) 24394874 6y=0., 
3.2， 分 别 写 出 下 列 各 圆 的 方程 
(e) 圆心 伺 于 点 (一 2 一 3), 且 它 的 守 径 靠 于 3 HE; 
(b) 圆心 位 于 点 (2, 一 3》 且 通 过 点 (5 1 
(e) 一 条 直径 的 端点 各 标 是 (3, 9) 与 (7, 3); 
(d) EotT AG O, im IT i 8y — 15 —62; [提示 : EPS 
于 从 图 心 到 切线 的 距离 - 1 mE 
x (e) Z340, 0), (10; 0), (6, 8) 三 点 ; 
(f) 经 过 点 (8, 3) 而 和 直线 0-0 及 = 一 10 相 切 ; 
(g) 与 9 轴 相 团 ; 且 过 原点 及 点 (3,6)- 


` — 


ud Te 
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3.3. RELOGE # &i E ÉIER — BEH E. 

3.4. RH c ERRE AGAN S Gr “ 

3.5， 一 加 以 点 (一 6. BEER E ACAD, HARI 3), 
试 求 加 的 方程. 

3.6， 设 一 图 的 中 心 在 点 (4,7) 且 切 于 十 线 3% 一 4y 十 1=0, 求 它 的 
方程， | 
3.7. (e) WE 2 十 ?二 13 的 切线 平行 于 直线 4z 十 6y 一 5 一 0 求 
这 切线 方程 ; | 

(b) BEI AmO 的 切线 三 直 于 直线 dr 397 9, E 
切线 方程 

3.8， 夯 出 下 面 两 个 圆 ,并 证 明 尼 们 相 切 : 

zi-py*$—4x—86y--9-—0 和 ax?--5?4-12:-4-65—19 20. 

[提示 : HE HHBH A IRL Ca BJ EE R Së T iT IU ^E 46 RAT] 

3.9. ¡EMI a AA 1924-45 BIER un A 4883. 

3.10，-- 动 点 与 两 定点 的 两 个 距离 成 比例 ， 比 值 不 等 于 1， 证 明 
此 点 的 轨迹 是 回 . 

3,11， 从 加 上 各 点 向 贺 的 某 一 查 答 作 疏 线 ， 求 这 些 恒 线 的 中 点 的 
几何 轨迹 .上 提示 : 谈 辑 心 在 坐标 原点 , 兰 芭 位 于 之 轴 上 的 直径-] 

3.12. 一 动 点 将 图 at4- yt 25 上 各 点 的 纵 坐 标 分 成 2:3， 试 求 其 
轨迹 方程 

3.13， 如 果 三 角形 ABC 有 两 个 固定 的 顶点 AC, 0) f BC 6, 0), 
第 三 顶点 OC y) DEED +=, REZAR LMA- 
[提示 ; 重心 将 中 线 O 分 为 3;1 REPE] 


ip WM 


3.14. o PAJA HA LG JS, d, dA Ee br ODE, 着 且 画 出 
“EME « 


16 E 12451 f [第 一 编 ] 


(a) 42 十 2582 一 100; (b) 9224 16y? = 144; 
e Drum (d) Sei 4y? — 36. f 
. SEXE EU B| E 7; RC P T = EI HAF Z $8D, 
"moi 
(a) HAREKAT 8 Air, KSF 10 单位 ; 
(b) PMF 23kTE,H $E X B| DS EE EAST 9 单位 ; 
Lo 长 平 轴 等 于 10 单位 * 且 离心 李 等 于 0.6 单位 ; 
(4) APRA 10 Rb. H.E aicha E 单位 ， 


RRR R DR. 

3.37， 地 球 的 子午 线 为 精 图 形 , 它 的 两 个 轴 的 比 为 250, 求 地 球 于 
午 线 的 离心 率 . 

3.18， 已 知 杭 贺 的 短 轴 的 两 端点 与 一 焦点 的 联 绪 成 一 直角 ," 求 它 
的 离心 率 . 

3.19. ERA el 上 ， 求 一 点 使 它 与 中 心 和 右 修 点 的 距离 
相等 ， 

3.20， 求 过 两 点 (1 OMC, 22, 并 与 坐标 加 对 称 的 椭 贺 方程 . 

3.21， 一 动 点 与 二 定点 (1,2) 及 (5,5) 虐 请 之 和 等 于 7 单位， 求 此 
A Vë e 

ET EE EE EH 


3.23. RR A, REAC DETER ARH M. 
[提示 : BERKI AA, aD Cs, Mel, 

3.24. 正 圆柱 底 的 直径 为 12 Mk, JP SERER 30° AT 
mae, Haris Lana HEH, 

3.25. SOLUM EK SET 5 än, d CIREAN E B) 等 于 


4.6 单位 ， EE — 4 HORE GO MEAT, HOS EE JA A 


TA. 


[a xw] Zák . 1? 
点 相合 ， SSHDEJZBN Su A mz, 
2be— J Ba ig TH , Hob b AI AP, 2o 是 焦点 间 的 距离 ,] f . 

3.26， 底 边 不 动 的 三 角形 的 顶点 这 样 移动 ， 使 这 三 角形 的 周 界 保 
持 定 长 ， 在 诡 边 等 于 24 厘米 ， 周 界 等 于 50 厘米 的 条 件 下 ， 求 顶点 的 
gius. | 


x m o | 
3.27. KT PI Sul ÉLUS EPA, 能 点 坐标 与 离心 率 , HELM 
出 它们 的 图 形 ; 


(a) dal — 2535 = 100; (b) 925— 442 —36; 
(e) a?— y? —- 64; (0 (d) Poy —64; 
(e) 322--8y* — 8; (E) wë Am —4. 


3.28. 求 适合 于 下 列 条 件 的 各 双 曲 线 的 标准 方程 : 

(2) 一 个 顶点 是 (由 07, — A 48 EXE CO, 05; 

Cb) 一 个 顶点 是 (0 85, 而 高 心率 是 2; 

(e) RRE 29 32, 而 一 个 能 点 是 [1 13, 0). 

3.29. AABT E CRA vH, WHAT 


f BUE D. An: 
(8) 此 点 加 的 距离 等 于 14 单位 ,而 顺 点 同 的 距离 固 于 12 单位 ; 


Cb) ARMERET 16 单位 ,月 离 心率 等于 人 ; 

(o) St/phb SET I5 单位 ,日 通 过 点 (5, —2); 

(3) 通过 点 C2Y 了， 3) 与 点 (一 7?, —6V/25; 

(e) 两 企 轴 之 差 是 LA ADE 

3.30. 建立 焦点 在 点 (十 esrb sub AGERE 

3.31. Damp": Sat =1. EAE HOS DU, mu 


ISO S CR 


18 . fi re IL [第 ei 


3.32. Dann 是 vo dores Bären D MONS 
间 的 距离 等 于 10 单位 ,建立 它 的 方程 . 

3.33， 一 动 点 与 二 定点 (2, DEC 5) 距 离 之 差 等 于 2 单位 ， 求 此 
ALONE. IBERIA 

3.34. WOREN E E 0 8 5 3 ki I AR A s 


a 2 
MARJE- DER KHR 2. 15 —1 aa 1 


3.35， 试 求 双 曲线 1 B] AE px Jj HC JE SACR HE £S 05 38 ex IR] BJ 
ER. 


的 双 曲 线 方程 
3.37. 证 明 双 曲线 上 任何 一 点 到 二 渐 近 线 的 距离 的 乘积 是 定 值 ， 
3.38. 证 明 项 点 在 双 昌 线 上 而 有 一 对 对 边 平行 于 双 曲 线 的 实 辅 的 

平行 四 边 形 一 定 是 长 方形 , 


HA 


3.39. RH FAGOR, PELAR. ftii 
Bit (P185 El AO B 36 CIE EH DE £3 

(a) y— —8z (b) 2=2y; (0) 22=8y; 

(d) xi2—8y;  (e)2y9—9a. 

3. 和 ， 分 别 建立 抛物 线 的 方程 ,假定 已 知 ， 

(e) z 畏 作 为 抛物 线 的 对 称 钠 ， 顶点 位 于 坐标 原点 ,而 且 从 焦点 到 
顶点 的 工 离 等 于 生 革 位 ; 
— (v) 抛物 线 是 对 称 于 轴 的 ， 它 通过 点 C2, — 4), E IN t fr PARAR 
原点 ; ` 

(e) 抛物 线 是 对 称 于 %“ 轴 的 ， 它 通过 点 (一 2, 4), 且 顶 点 位 于 航标 


3.36. EA S, Tool kuska duta (3 217) 


L8 — x] === 19 


原点; 

(4) 抛物 线 是 对 称 于 轴 的 ， 态 点 位 于 C0, 3) 且 顶点 与 坐标 原点 
重合 ; . 
Co) 抛物 线 是 对 称 于 Y 轴 的 ， 它 通过 点 (4 2), 且 顶 点 与 坐标 原点 

重合 ; f | . 
O dat ORE y ld, ETA, 一 2), 且 顶 点 与 坐标 
原点 重合 ， 
3. 生 .汽车 灯 面 是 一 个 旋转 狗 物 面 ( 即 砚 
物 线 绕 对 称 轴 施 转 而 成 ?， 灯 的 查 径 是 20 厘米 ， 
深 10 年 米 ( 见 图 )， 求 灯 而 优点 的 位 置 . [提示 : 42 
A ARA s'—2pz, WAGO, IERM Cu 
3s GER SED - l 
3,4 和 2， 设 有 一 座 拱桥 的 桥 拱 是 抛物 线形 的 ， 拱 高 为 m 拱 宽 为 25, 
求 这 抛物 线 的 标准 方程 . 
3.43， 者 从 抛物 线 y=40 上 一 点 P 到 该 抛物 线 的 做 点 的 距离 为 
oat. gu P Bs bs. 

3.44. Ear A UE, TEBA zq 29 — 1, od o 
方程 0 | 
3.45. E mHE T s Sh. ERT fE Ca, 0), E S 

数 等 于 p 求 它 的 方程 ， 

3.46. JACI Sa+12y+4=0 为 淮 线 ,而 以 C2, 1) 为 篇 点 的 抛物 
线 方程 . 

3. 条 ， 试 求 抛物 线 好 = 12r 被 点 MOL, D 所 平分 的 将 的 方程 ， 

3.48.， 求 通过 一 定点 且 切 于 一 定 并 线 的 一 切 回 的 圆心 的 几何 加 
HE. 

3.49. ERR 80 内 求 作 一 个 内 接 三 角形 ,已 知 三 角形 的 一 
个 顶点 在 坐标 原点 而 疏 心 与 抛物 线 的 不 点 重合 ， 写 出 三 角形 各 边 的 方 


20 Re JL [5-44] 


Fi. [提示 : AA MU EA ARA. LC, 1) 是 三 角形 的 顶 
A Wie, Y IA Z AENA -] 


一 般 二 次 方程 的 简化 
3.50， 写 出 下 列 备 抛物线 的 顶点 坐标 和 准 线 方 程 , 往 化 方程 , 产 您 


(a) 3 一 203 一 4 十 8; (b) 饶 十 8Y 一 28 十 12 一 0; 

(e) a2-Ox-py-47—0; (d) 2⁄2+ Ay 4- z -- 6 = 0. 

3.51. BULA 27-49? 22 — 16y - 1-50, 并 作 图 . ` 
3.52， 简 化 方程 9z2— 1812 — 54x — 64y— 127 0, BEIER. 

3.83. ER AHA F8 my 18 AREAS HER- 

3.54. BULA Fd 27--2V 3 yy —4, 并 作 图 . 

3.55. HbA Ei 227 3xy p 09^ —11, 着 作 图 . 

3.56， 简 化 方程 9z2— 24xy +16y? —20x E 110y —50 —0, HE. 

3.57， 简 化 方程 142? -24zy + 219? Ai 18y — 139 0, JE EUR. 

3.58. MALHE y ay 504744 102-0, EIER. 

3.59， 试 应 用 判别 式 判定 下 列 名 方程 的 图 形 的 类 型 并 作出 图形 : 1 
(a) Sait tay + 8y? — 320— 56y + BU = 0; 

(b) 5004624 + 5y* — 160— 16y — 16 =0; 

. (0) Bzy4-8y?— 122 — 267-11 — 0; , 
(d) a? —8zy + Ty? -- 6x — 69 4-9 = 0; I l 

(e) 922+24zy + 16y? -— 40x -- 30g =0. 


IUE ARA 


3.60. 设 双 曲线 的 一 瞧 线 方程 为 a2, KERZE RAC, 0), BE z 
心率 为 =1.5. 求 读 双 曲线 方程 - 
.3. 人 1， 已 知 粮 图 的 一 准 线 方程 为 gym T, 其 相应 的 一 能 点 为 (0 4h 


i 
NENNEN 
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Sib eccle RR, dob des, P BIOL ASP Sa. 

3.62. W8IN0046 k 0983835 2 er, RAKERA 10 单位 ， 
OUR 4-88. 

3.63. iix A 为 本 图 的 准 线 ， 它 的 短 辅 之 长 等 十 8 单位， o 
这 椭圆 的 标准 方程 

3.64， 宵 加 的 两 个 焦点 把 淮 线 问 的 距离 分 为 三 特 分 ， 求 它 的 训 必 
来 . 

3.65， 双 曲线 的 两 准 线 分 焦点 间 的 虹 离 为 三 等 分 , 求 它 的 高 心事 . 

3.66. 已 知 椭 加 的 浴 线 闻 的 距 高 等 于 能 点 间 的 距离 的 四 信 ， 求 椭 
Wu osa 

3.67. EXP 3a2— 4rgy-p8r—1-0 的 淮 线 方程 . 


# a 


H 


在 题 3.68 一 3.73 中 , RECARE 建立 各 个 加 的 方程 : 
3.68*. 半径 为 10 单 位 而 切 于 两 直线 4x39 = 10 和 60484 —35.. 
3.69. HN +y 42, 49 — 1 488), i Bod PC4 10). 
3.70、 外 楼 于 下 列 三 直线 所 成 的 三 角形 : 

2+6y=211,2—y=4 41 5 十 2y 十 1=0. 
3.71Y， 经 过 两 点 (0, DR C OÍ Let en 相 


3.72%. EE 4u— y — 19—0 于 点 (5, 1 着 且 经 过 点 40, 8). 
3.73*， 切 直线 «—6y—10—0 于 点 《4 —1) 姑且 圆心 在 直线 
Bac 3y E. . . 
` 3.745. 证明 加 +y t Det Ey + F= F r RE D 
=4F. 


22 f fir JL tT [AE — 383 


3.75. 了 为 一 动 虚 ， 它 到 一 定点 的 距离 的 平方 疗 它 到 一 定 直线 的 


EAS. GO, 


3.76. BEBE fn -—3 f 3e—4y=5, de—3y=-—10,y=2. E 
e= fS E os rau pos kb. | 

3.77. HEH BEP Wi I Zei äu tin — 6g —0 和 3224 5224 da — 
—10y=0 有 同一 中 心 , 荐 求 它 们 的 共同 点 的 坐标 0 

3.78. HERBAL) Amir Gët PARMAK 
PEDIR Px AB E hh 90 和 93 TO, EE 

3.79. ON HB ER wy =32 两 顶点 的 坐标 .. 

3.80. RIMA LARA, LEOFA e 1.25 的 


DARFA. | | 

3.81. tits y^— 一 8z， 过 点 (一 1) 3| — ole E a 
Ei. REHE 

3.82. EMM ed LEI, E- AR A E E 
KEE | 

3.83. 一 加 的 回 心 在 直线 %= 一 2 F, BL SIRE y 1 在 点 (2 
-UW REHAR. . | 

3.84. St ër, 0), (0, 2), (6, 05, (2, 2) C4, 1 的 二 其 曲线 
方程. 


3.85. 平面 上 上 有 一 动 虚 , 连 接 它 和 点 (一 @ 05, (a, 05 R BJ PN 28 É. 
E ERA REA EE. AMEN LAA, AAA 


第 四 章 极 坐 标 


4.1。， 撕 出 下 列 各 点 ,它们 的 极 坐 标 是 ; 


EU E BER 


, $8 


(egy 67) C9 2) CD) e 


.4.2， 化 下 列 各 点 的 极 坐 标 为 直角 坐标 : 


(2) eq 6-17) (3-30) 
4.3， 化 下 列 各 点 的 直角 坐标 为 极 坐标 : 


(—2, B), (> i) (0, 4) C VS, = 1), 《一 3, —5). 


4.4. 求 与 下 列 各 点 关于 极 轴 对 称 的 点 的 极 坐 标 : 
(45) 6-9 6-1 ta 
4.5. 求 与 下 列 各 点 关于 极点 对 称 的 点 的 极 坐 标 : 
(y C22) (42) C939. 

4.6. FHEAR ER Cro IO R (ra, 所) 间 的 距离 公式 ， 
4.7. 已 知 三 角形 ABC 的 顶点 的 极 坐 标 是 : 


dez). a(t) a er) 


IEA fa m ou ELSE. 


4.8， 在 极 轴 上 求 与 点 ALL, mao 5 ect 
4.9. BOEJ 24 的 线段 的 两 端 在 一 埋 角 的 两 边 上 滑动 ， 从 直角 顶 
ELO BLA OM, 求 这 垂 足 好 的 几何 轨 赤 在 极 坐 标 下 的 方程 ` 

4.10. 极 径 *=10 单 位 的 点 的 轨迹 是 什么 。 写 出 中 径 为 = 圆心 在 


3E rx 89 HL BS RC 4e 6 te, 


Tz d 577 f. 


4.12， 曲 线 的 直角 坐标 方程 是 : 
(9) y=120; (b) a?-p y? — 4o; 


411 极 角 6= 写 的 点 的 轨 杰 是 什么 写 出 经 过 极点 的 雪线 的 


24 - 解析 几何 [第 一 编 ] 
(e) zi—3?—20; (d) Aë ta — 4; 
(ej) ei Zeng A: Cf) ay= ic 
(g) s! 2 4(1—2); (h) 23 yf (2a— z; 
(i) Cep yt ei — y). v 
” 求 极 坐标 方程 . 
4.13， 曲 纵 的 极 坐 标 方程 是 : 
(a) rsin 8 —10; ^ (bj r=4sin 28. 
(e) r(5+3 oog 0) — 16; (d) r(A-r5 eos 0) 9; 
(e) r? cos 20= — 1; (£f) r(sin 042 eos 05 = 6. 
求 直角 坐标 方程 


4.14. ERMER E v cosa yaina — p=0 ZR inj; E. 
4.15. Etage, 

(a) r—5(1— cos MOL); (b) f —5C1-r sin 663 £8; 

(e) rs Ze sin 0; f (d) reos ł=e; | 

(e) r=asin 30( =H Sc S £x); 


(E) r=10 sin 26( 四 时 玫瑰 线 ); 


Cg) r*—100 eos ACRA 

GD r=, S CBD: QY reae 6; 
G) f-3—2 008 20; (k) r =2-—sin 30. 
4.16， 求 下 列 两 曲线 的 交点 : 

(a) r=2 E r=4 sn b; . 

(b) r=4(1-ep8 0)  r( 1 + cos 8) =9; 

(e) zeg R r=a(1+sin? 205. 

(d) r=3 eos Ü Er —1-- cos 9; 

(e) r= V 2 sing E r2= eos 20. 


417. HERA (10, C). AAA ARA 


w. 


[HER] ` 着 列 趟 及 线性 方程 组 25 


SORS FK b E PARI E IRI R ER GE BEDS ECT Sn 
4.18*. BAEO 5) 处 ， 极 轴 和 平行 于 Y 辅 的 正 向 。 求 点 M C9, 
一 1) 和 M.(5,5.-2V 3) 的 极 坐 标 . 


FEF 行列 式 及 线性 方程 组 


SL 利用 对 角 线 法 则 ,计算 下 列 各 行列 式 : 


2 0 1 | 4-2 4 
(a) | 1 —4 —1; (b) |10 2 121; 
—1 8 3 1 2 2 
3.4 2 1 1 d 
"D 5 11]; (d) [1 14 1|; 
|» x: al 1 1 146 
e Y uy 1 H 1 
(e) # ciel: CE) T Y zs 
Spy o Y | e wi og 
5.2， 求 出 满足 下 列 各 方程 的 区 的 值 : 
e 4 9) e le Si 
(a) la 2 3]|-0 (13 5 10|=0. 
i 1 I 1 3 8 
5.3. MATAR 
-1 2 2 
2-1 2 
2 2-1 


(n) 按 第 一 列 元 素 展 开 , 工 计算 之 ; 
(b) . 先 使 第 一 列 的 两 个 元 如 化 为 零 , 然 后 接 第 一 列 的 元 素 展 开 , 大 


计算 之 


—— en ———À (e. 


[55 — 581 


行 的 元 素 展 


Cb) 先 使 第 一 列 中 西 个 兆 素 为 零 , 然 后 再 楼 第 一 列 的 元 素 展 开 , 拜 


l e b+e 
1 5 ca 
1 e apb 


ath a b 


Ki cda e 


ke e45 


26 drin A 
3.4. 将 行列 式 
ID -—5 10 
—11 —2 10 
— 2 —14 —5 
(2) 技 第 三 行 的 元 素 展 开 , 厦 计算 之 ; 
(b) 先 使 第 三 行 的 两 个 元 素 化 为 需 后 ;然后 按 第 
开 , 状 计算 之 . i 
5.5. 将 行列 式 
1 2 3 
8 1 2 
. 2 3 1 
(a) Sais, 2 SZ; 
HE. 
3.6， 计 算 下 列 各 行列 式 ， 
1 1 2 
(9) 2 1 1 (by 
H 2 1 
a Ü € 
(e) |a b 0 (d) 
0 b c 
a+b 
(e) a b+c a ; . C£) 
b b cra 
&4-25 aj 35 a--66 
(g) | a4-35 a--56 a-F T5 | ;(h) 
ú+ 15 a+6b aq 86 


a—e a—b 
eko ba 
oa a-p 


+ 


* 


[maz] FARAH RHA 27 


bg ab as 
(i) ab e? pa? be . 
ea cb al Léi 


9.7. 证明 下 列 恒 等 式 ， 

l a be 

(a) | 1 p 51 — ea | =0; 
1 e mal 


e, bi a Di 8404 3- 0,8, aya b Bs 
(b x = | ; 
G, by da B, mon Lef, gtst baBs 
b ke ċ +a a +% o b e 
(e) | b xe c +m a! +b | => la b od |; 
n A8 pr FF F FE Wi Fr F 
6" pe" e" La ab a" b" g 


1 ar a?--z?[| 
(d) | 1 ay a? py*| —a(m—yXy—zXs—z). 


1 az apet 


5-8， 解 方程 组 : 


S2--5y 2:13, da -r5y-4, 
(a) Í o Í 
l12a4- 7y e 81; Get lp 2; 
3x—5y= 4, [32-49 —2, 
d 
(e) EE (3) l2z-3y =7; 
Sa-r4y —1, D [9er ay 1, 
e 
C ) MM C t6z4-8y—2. 
5.9， 解 方程 组 ， 


(a) e+2y +32 =6, 224 dy +2 =7, Sat 2y 4-92 —14. 
(b) 2a—y+2=-2, 2424 +32 = — 1, + —3y —22=3; 
(e) m-Fg—z=36,z—g+z=13, EE EE 

(d) 2ax-F gy 5, xp 3y =10, 5y —2 — 10; 
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(e) a+2y+2=1, 8 Bi 32 —1, 204 7y—2=8; 
(f) x—y-Fz—dg z+g—z =b, —z+y+z=c, 
5.10. 求 下 到 方程 组 的 所 有 解 : 


3r—2y4+:2=0), 133 一 28 十 2 一 0， 
he CD | 

x--9y 432 =l; la+2y—2=0; 

光一 要 十 二 站 æ— 4y +z =0 
(o). { # : (d) | y , 

z-4-y—z-0: 2x —8y —z =Ü. 


5.11. 解 方 程 组 . 
(s) 2 十 8 十 z 一 人 小 22z 十 39 十 22 = Ü, Az -- 5g 4- 4z — Dr 
(b) z—y--z—0, zy —2=0, Bay —2=0; 


(c) ?十 5 一 10z 一 0 2: — 3g +62 — 0, 304 2y —— 42 =0; 


(d) 4x —3y 452 20, 324 y —22 —0, x —4y Be D, 


[35 — 481 


EE ET 
5.13. RH E. 
(a) 4n—3y-- 220, 20 +52 —19 2-0, 5x — Tz 4160; 
(b) 2x—2=1, 204 dy —z —1, —r + 8g 4-32 —2. 
.3.14， 讨 算 下 列 四 阶 行列 式 : 


0 ol —1 1 1 1 1 
1 1 lija 1 
a ELE b 
(a) 9 411 cb) 1 1 1-46 
一 4 4 At 1 1 1 1 
— 0 00 1 一 2 一 3 
(e 2-2 00 cay | 一 —1 4 
CG D 
—1 3 10l’ 8 4 1 
5 | 4-3 2 


1 一 了 —3. 


Wi 


Lc 


USA] "Bri fpes RERA bb 
1 1 a b e d 
1 2 3 N | d a b e 
0) a 4 sj Hit oda ap! 
1 8 27 64 | b c d a 
0 a b c 
—a Ü d e 
(| 5 a 00 
—t —ë 0 0 
5.15. MIR: 
5a Az 4-24 — 3, | t--y4-224-3£—1, 
r—yJj2z-tí-l, dm —Wy-—zz-—25---4, 
(8) | andy 2r, MEME 
COR Z+ +z +1= 0; z-4-2y--32 —t= —4: 


Co) > 


6.1. 


' m+ 2y 432216, 
2¿r—y—22—3i=8, 


3r— 3g —2 4 2i= —4, 
| 2z—3y+ 22 + t=—B, 


第 大 章 空间 直 鱼 坐标 .矢量 代数 初步 


AO A E 
dE zB] E Po A ELA T PLACED S: 


(a) (4, 3, 5); (b) (1,2, —1) 
(e) (—4, 4, Zi Cd) (4, —4, —4). 


6.2. 


指出 下 列 各 点 位 置 的 特殊 性 质 ， 


(2) (4, 0,0); (b) (C0, —7, 0); 


aa 
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(e) (0, —7, 25; : (d) (5, 0,8). 

6.3， 一 立方 体 放置 在 stin FHE, JEER oS EGER A, E 
” 面 的 项 点 在 w 轴 和 € 轴 上 ， 已 知 立方 体 的 边 长 为 四 求 它 各 顶点 的 从 
Ee, 

6.4. UAM nu. 一 3, 一 1) 分 别 对 称 于 下 列举 标 平面 : 


(a) sOy, (b) yOz; (e) zOx. 
"rn | 
BOLA GARRAS b, e) 4 BJ Fk T T PJ A E Bi; 
"us Oy; Chi yOz; (e) z0x. 
求 它 的 坐标 . | o 
6.6. 设 某 虚 与 给 定 的 点 (2, 一 3, — DAME F AAA: 
CEE OEL (e) z $ 
Renem VO cr 


6.7， 设 基点 与 给 TELE EE 
(e) z fl; CD. 原点 0， 来 它 的 坐标 ， > 

(6.8. RA MCA, —3,5) 5 BU A ob LATE AE 

6.9. RTE 4(2,5,0), B(11,3,8), CCS, 11) 的 三 角形 各 过 
iie. 

6.10， 求 顶点 为 4C2, 1, 4), B(3, — 1,2), OCB, 0, 0) 的 三 角形 各 边 
的 长 . 

和 .11， 试 证 以 三 点 A(4, 1, 95, B(10, —1, 65, Oca, 4, ER 为 项 点 的 
三 角形 是 等 腰 直 人 角 三 角形 . 

6.12， 和 根据 下 列 条 件 求 点 B 的 未 知 坐标 ; 

(a) AC 4, — 7, 1), B(6, 2, 20, [4B| =11; 

(b) A2, 3, £), Biz, —2, 4), |AB| =5. 

13. 在 z fü ERE 4C—4,1, 7) f BOS, 5, —2) 等 距离 的 


= m. 
"t 


CHAR] pe NEARE e d SE 31 


6.14. 1E yOz 村 面 上 , 求 与 三 已 知 点 403, 1, 2), B(4, 72, 一 2) 和 
CCO, 5, 1) 靠 距离 的 点 ， 

6.15. HE 4 被 五 等 分 ， 已 知 第 一 个 分 点 以 3， 一 5 7) 和 最 后 
一 个 分 点 F( 一 2, 名 一 8)、 求 线段 的 端点 和 其 他 分 点 的 坐标 - 

1.16， 决 定 每 个 坐标 平面 分 点 AG, —1, 75 和 点 BCA, 5, —2) [B] 
RERO 4 之 比 ,并 求 分 点 的 坐标 ，[ 提 示 : 在 Oy 面 上 点 的 立 标 20, de 
vis 面 上 点 的 横 标 z=0, 在 20z 面 上 点 的 纵 标 vil 

6.17. 给 定点 M3 —1, 4, 1) 和 M,01,0, -3). RE EMM, Bf) 
中 点 ,以 及 分 线段 BEES RHEI m 208 i DE, 

6.18， 求 点 (1 一 2) 关 于 点 (一 1 2, 1 的 对 称 点 [提示 : 应 用 中 点 
公式 .] 

6.19. 试 证 连接 四 面体 相对 边 中 点 的 直线 互相 平分 . [提示 : 证 明 
任 一 相对 边 中 点 联 线 的 中 点 的 坐标 相同 .] 

6.20， 四 面体 的 顶点 是 4C—7, 3, —25, BCO, 2,1), C(4, —1,0) A 
D(—1,0,—3). 如 将 坐标 轴 于 行 称 动 使 原点 移 在 点 HC6, 一 2,1) 处 ， 
试 求 四 面体 项 点 的 新 坐标 . | 

6.21. Ze Alz, Yi Zi) Bi za, Yo 23), Uz, Ya 225 DS Ya za) Ed 
m E Zr 33k AAA KU R k R AE E 


REE 

6.22. ERIT ABCD PU AB-a, AD=b. X ia $0 b 
表示 矢量 MÁ, MB, xc 和 MD. 这 里 站 是 平行 因 边 形 对 角 线 的 交 
Pt. 

1.23， 把 三 角形 ABC 的 BO WESA, FOIE Dao Ds, Ds, D. 

— — — — — 

备 与 对 和 角 4 连接 . AA AB=0, BC-a 328 E DIA, Ds A, DIA 和 
DA, . . . 

6.24. JE VALE (o AREAS EHEER. 


32 Sir NL fal (第 一 编 ] 
看 .25 已 知 平 行 四 按 形 的 三 个 顶点 ACT Bra) AO CES). RE 
顶点 B 外 对 的 第 四 个 顶点 D. 
6.26. RE T PER 4, 它 与 授 影 轴 的 变 角 是 60*， 求 这 矢量 
在 该 轴 上 的 投影 ， 
6.27. BHURE a= lb k) EE HE 
标 , 关 分 别 求 出 各 个 奖 量 的 模 
6.28. 分 别 求 出 上 一 习题 内 和 关 最 和 及 看 的 方向 余 蓝 . 
6.29. 分 别 求 出 条 量 air jack b=2i-3J+5k 及 e- —2i— 
一 了 十 2 下 的 模 ,并 分别 肌 革 位 矢量 or, b°, c RERE a, b, c. 
6.30. REHE e = (3, 5, —1}, b= (2,2, 3), c= (4, —1, —3), 
* F PI e K: Er Men. 
(a) Za; (b) a+b—e; 
(e) 24 —3b - tc; (d) me -- nb. 
6.31. 设 和 关 量 与 各 坐标 畏 闻 的 和 角 为 a, PY. 车 已 知 其 中 之 二 角 
RE (s)w=60°, $=120% (bja=135%, B=60°. 3k SR — fü. 
6.32. — x E E e php Y khi e 55 f, dit; ARMAR EN 
APR MERRER A. 
6.33. RRE a=i+ V2 jk takrif. 
6.34. i?m-—3i45]--8k, n—2i—4j —7k 和 p=5i+j—4k. 
du 4m--3n— p dE x sñ EE XL de Y 轴 上 的 分 矢量 . 
. Ep F,=(1,2, 3) F,=(—2,3, 4) E Fs-(3, —4,5) 
RA 求 合力 E MA DAA IA. 
看 .36， 求 平行 于 矢量 A={6,7, 一 6} HAERE- 
6.37. 求证 空间 四 迪 形 相 邻 各 过 中 点 的 连 线 构成 平行 四 边 形 ， 
DET 写 出 巡 接 四 边 形 相 邹 两 边 中 点 的 矢量 ,] f EN 
6.38. HE MBA ACA, 0, 5550 BCT, 1, 3). RAMAL AB — €x ËJ 
Nar RS. | 


f 
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6.39. —^ BB 2 nte. BC2, —1, 7), "E Hot E d REN 
是 4, 一 4 和 7. 求 这 矢量 的 起 点 4 的 坐标 ， 

6.40. MA, —1, 7) ERE a= 814-9 —12k ën MULLER 
E JAB] 934. RA B JERR- 

6.41. 已 知 矢量 4 二 of 十 57 一 kk MRE b=3i+j+yk 共 线 ， 求 
系数 “和 y. | 

6.42. 给 定 二 点 M2 5, —8) 和 MLB, —2, 5). BETE ER 
— — — — 
MM, 上 的 一 点 NM d MINH = 2ä A, HERE OM BJ ER: 

6.43. PE £ x B a-3i-2j —k 与 b=i-¡+2k. 

(a) 求 双 与 五 的 数量 积 ; — (b) R Sa 与 38 的 数量 积 ; 

(e) FURMBEBO ai Gia 7; GiDa-k. 

6.44. Wibigpx&Ra-i(11,—4h b—(2, —2,1). 

(2) 计算 ae b; (b) s [a], [5| n (a, b); 

Co) 求 prisb. i 

6.45. RRE A- (4, —3,4) EZE B=12,2 1) 上 的 投影 . 

6.46. EWA A(1, —2,3), B, —4, —3), €(2, 4, 8) n DCB, 
06,9). RER 45 fee OD LARM. 

6.47. 已 知 三 角形 ABO 的 斯 边 是 矢量 AB= (2.1, —2), BÓ- 
— (3,2, 6). 求 三 角形 的 三 内 角 - 

6.48. 已 知 三 角形 三 顶点 的 坐标 是 A(—1, 2, 3》 BU, 1, 1) $0 
OC0, 0,5)， 试 证 三 角形 ABO RR FI IE HERA B. 

6.49. ¡EMPIRE a= (8,2, 1y Ej b—(2, —3,0) HHEH. 

6.50. 证明 矢量 20 — + k FIRE 4i+97+ k EA. 

6.51， 设 一 平面 平行 于 两 矢量 itj Mit] Ak EIE i- 
—ej-ki GET. 

6.52. 设 有 一 质点 开始 时 位 于 点 PC1, 2, 一 1 处 , 仿 有 一 方向 角 分 
Sib 60%, 60"，45。， 而 大 小 为 100 克 的 力 F 作用 于 此 质点 . 求 当 此 质 


一 一 -一 一 
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点 自 点 了 fA M(2,5, —1+3V 2 5 pp) F Bei Dok 
EREHE) 

6.53. 一 动 点 与 点 Ml, 1,1) 所 成 的 矢量 与 矢量 n= (2,2, 2) 3& 
让，, 求 动 点 的 轨迹 . 

6.54， 设 已 给 攻 量 4 一 31 寺 27 一 A t b-i—j-rik. 

(n) Ka 与 下 的 矢量 积 ; Cb) 3k 2e 53 7b HREP; 

(e) o 7b 5 2a B I Rn; 

(d) 分 别 求 出 矢量 积 Ca xd (dixa. 

6.55. BARRE a=2-3+k,b=i- +3k Ae 27,4% 
下 列 各 式 : | 

(a) Ca*b)c— (a-c)b; (b) Ca DO x Ch 65; 

(e) (ax Dc; (d) (ax bxc. 

6.56. RRE a 5 b XRP. 

(a) q—(1,1,15, 5 « (3, —2,1); 

(b) a= (0, 1, —1),b=(1, —1,0). 

6.57. REMEE a =4147+3k A b=3i-54k. HARE 
of 与 6 的 数量 积 . 

6.58. RRE DP 一 C31+67 一 2 天 ) x (i—Jj--5k) 在 华 标 轴 上 的 分 
XE. | 

6.59 Bib—Xk&a-(1,0,1,5b-(1,-2,01 41c—(—1,2,1?, 
Wok (a xb)xc# ax(Bx ce). 

6.60. AT] 8 T 5: E: a= 28 + 2J+ Kk mm b=4i+5;+3K 的 
单位 矢量 .- f 

6.01， 设 已 知 两 闫 量 a-2i—-jek f b-—-ir-2i—k. Sins 
ECT XE a 和 日 的 单位 矢量 m° 

6.62. RAHET a= (3,6, 8) dnt fig REL. 

6-63. Dim: 边 是 笑 量 a-i-3j- kd 5—2i— jt 


[HAR] SEINE Pie d A RU Sk rab 35 
一 


+3k. REEK. 、 
6.64. By 04A=14+3k, OB=4+3k. A ^OAB 的 面积 . 
6.63. 已 知 三 角形 的 顶点 是 AC) —1,2), B(3,3,1) B CCS, 1, 
` 8). sk ^ ABO 的 面积 ， 
6.66*. AE 20y 平面 上 已 知 三 虚 Am, yi). B( ma, Ya), OCs 93); 


则 ^ ABO 的 面积 为 
a ml 
B=+> wo y. 1 
zs ys; 1 
试 应 用 矢量 诺 法 证 明之 . 


6.67*， 试 用 三 角形 的 顶点 的 矢 径 由 示 三 角形 的 面积 ， 还 明和 如果: 
Pr X EE FIT; x Fi = 0, 
则 点 Aris Bra 和 C(pa)fE— 
6.68. XXII i 4 一 ?十 了 与 = 一 2 了 十 下 为 边 所 作 盏 行 四 边 形 的 


对 角 线 长 及 面积 
6.60. i$ OA-—3i--4Kk, OB= — i+ 3j, 1104, OB IER tr 
Xi OACB: 


(a) AE FT E BJA f EX EAR GE X; 
Cb) 求 此 平行 四 过 形 的 面积 . 
6.70. pK EU i a —-2i- j - k in b=i-—27+ Kk 为 边 的 平行 四 


LACA ERE ESE. 

e 6.71. 已 知 三 点 4, B, CREARA rio 2444 G4 k, ro 3E 
N 十 ?了 十 5 无 , ras 一 生 十 107 十 9 天、 证 明 三 点 在 一 直线 上 ， 

A 6.72. 证 明 疾 量 A (3, 4,5), B=11,2,2) 38 C = (9, 14,16) 是 


ak mm. 
6.73. MEA ACI, 0, 1), BC, 4, 65,002, 2, 3) 和 DC10, 14, 17) 
o RAPE. I 


EH 


nmn mmm mm ———— m VEL 
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6.74*， 求 由 矢量 O04 二 {1 1, 1), OB- (0,1 1) $1 00 - (—1, 
0,1) 所 决定 的 平行 天 面体 的 体积 . 

— — — 

6.75*. ck ih x m= AB- (4, —2, ER? AC — (10, 2,12) 和 AD — (1, 
2, 3} 所 决定 的 四 面体 的 体积 . 

6.76*. HERA A( —1, 2, 45, B(6, 3,2), 011, 4, —1) fi Di — h, 
—2, 3), 求 四 面体 4BCD 的 体积 . 

6.77. iE Et 4A x p. q EH r AMEE, H. lp: =1, leal = 2, ir] = 
=3, RRE 8 二 十 + 的 长 度 和 它 与 三 已 知 矢量 间 的 夹 角 . 

6.78. nh a=im—na, b—m-r2n, c— 2m —3n, Xp |m| 一 2， 
|ni =1, 3t Gr n) — To MARIA 4 3ab—2bc+1. 


6.79. 3; Ja —5, |b| —2, (a, b) 90^, RRR u-2a—3b 的 
m. 

6.80. x SB a—2i—-j--2k 基线 且 满 足 在 种 ax — —18 的 
Adi x. | 

6.81. iE d |p| -2V/, |g| -3 X (e Do To. POR DL g 
A=5p+2q f B= p—3q 为 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 的 长 . 

6.82. 计算 以 矢量 a=p-3q45r, b=2p+q-3r $i c= pc 
EVE T EXIST IE MER B p, 9 和 了 R: H AB3R IE 
XE. 

6.83. H HLDUE& a=3m+5n, b=m—2n, c-—-am-4- 7n 为 楼 的 
平行 大 面体 的 体积 , 这 里 m=}, |n| =3, (m, n)=135°. 

6.84. 点 M WIRE m dpi, 45^ f, 13 y RAR 60° 角 ， 基 长 为 8 
章 位 ， 若 在 * 轴 上 的 坐标 是 负 值 , 求 点 M 的 坐标 ， > 

6.85， 已 知 三 角形 的 一 个 顶点 4(2 5,3) 及 二 边 的 矢量 AB 
=(4,1, 2 和 BC= [3, 一 2, 5}， 求 其 余 的 顶点 和 矢量 CA, HH 一 4. 

6.86. TE rOy 平面 上 求 垂 直 于 矢量 Q= (5, 一 3, 4) 着 与 它 有 等 长 


E 


. ES 6x1 Hh Hj Jy E 12 zE BJ d; E 87 


BP. | 

6.87. iH (b-c)a—(a-c)b skCP ARE c. 

88. HEEL RE p=2A+3B h Q— A—AB. sth to P3 

EMT, Am B RHEINE. 

6.89. REMOTA, EDAX BU EE c-mcr2n 
Bd äm Am, ü lm|=1, |r] =2, (pmi, 10) =30". 

pop acfü b WEERA. RE T A E 
ECT a 边 的 高 线 矢量 . 

6.91. Sid a--3b REFRE Ta 一 55， 矢 量 a—4b ECT 
是 7a—2b. HEMRE am b HA. | 


FTE 曲面 方程 与 空间 曲线 方程 


97,1， 试 求 各 乍 标 平面 的 方程 ， 
7.2. yoke ARAS É. 

7.3. RETA A P AE: 

(a) 在 xOy 和 平面 下 4 单位 ; (b) JE 902 平面 前 5 单位 ; 

(e) sie 平面 左 3 单位 ， 

7.4. ERES AC, 1,0) 和 点 BO, —3, 6) 等 距离 的 点 的 轨迹 方 


E. 
35， 一 动 点 与 两 定点 《2 31) (4, 9, 60 FER, RAAKA 
方程 . 
7.6， 建 立 与 定 岛 (3,0, 一 2) 的 置 离 竺 于 4 单位 的 点 所 戌 的 几何 轨 
` Bi E. 


7.7. RECIEN Pe, U, 0) 和 QC —6, 0, 0) 的 距离 之 和 等 于 定数 
aaa 7-070) 288% JU IST dci. 


解析 几何 Ca 291 


7.8. RE yO 平面 的 距离 为 生 单 位 , 且 与 点 A(5, 2, 一 1) 的 距 高 
为 3 单位 的 点 的 几何 轨迹 - 


7.09， 导 出 与 z 轴 和 点 C1, 3, 一 1 等 距离 的 点 的 轨迹 方程 . 

7,10， 求 下 列 各 球面 的 方程 : 

(m) 中 心 在 点 (3， —2,9)m'gfz R= 4; 

(b) ru ESC 1, 3,2) BB 40) — 1,15; 

(e) 一 条 齐 径 的 两 个 端点 是 (2 —3, 5 ICA, 1, 一 3). 

7.11. 建立 以 点 (C1, 3, 一 2) 为 中 心 ; 且 通过 坐标 原点 的 球面 方程 - 
7.12. 一 球面 过 原点 和 点 ACA, 0, 0), BCL 3, 0) CCO, 0, 一 4), of 


HH OA. 


7.13. R FAAR H HDD R16: 

(a) xi--y?-Fz3$-—6z—7:-0; 

(b) 1444221274 4y —6z =0; 

(e) 22494 2?—2x- 4y—42 —1—9. 

7 .14， 和 指出 下 列 各 方程 表示 哪 种 曲面 ,并 作出 它们 的 草图 : 


(a) +y? +z? =]; (b) Peg ml; 
(e) Seil: | (d) ym; 
(e) +y" +z" —0; CE) m+ = 0 
(g) ges Ch) aya =0; 

(Gi) y— V 82-0; (j) z2+z+1=0; 
(k) yh Ay +30; (D) 22+ w= —1; 
CAS (2) T v ous 
(o) z2= y. 


7.15. -JARAC 0, 一 8) 的 得 离 与 离 点 (4 一 6, 6) 的 距离 之 比 


等 于 3 al EB JU fer šh pk. 


7.16， 一 动 虚 到 二 点 (3，5, —4) C —7, 1, OSEN, CIL X 
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(4, —6, 3 和 (一 2 8, 5) 等 距离 , 试 求 其 轨迹 方程 . : 

7.17. RE 202 平面 内 动 点 的 加 述 ， 此 点 到 原点 的 距离 等 于 它 到 
点 45, 一 3, 1) 的 距 高 . 

7 了 .18， 设 有 一 加 ， 它 的 中 心 在 # PE, PEA 3 单位 且 位 于 距离 
wOy 平面 .5 单位 的 平面 上 ;建立 这 个 圆 的 方程 . 

7.19. 求 在 w0y "ET L Jy 3 fbr E. 4E yO 平面 前 方 4 单 位 的 点 的 
HATE. 

7.20. Erste FAA 2 MES FE Sp ERA Bu £h. 
迹 方程 . 1 
7.21. RE rOy 平面 上 方 5 单 位 且 与 点 (3 7, 1) 的 距离 为 3 单位 
的 点 的 轨迹 方程 - 

7.22. 求 与 虑 C3,7,6) 的 距离 为 2 单位 ， 而 与 点 (2,5, OE BA 
和 单位 的 点 的 轨迹 方程 ， 

7.23. 3€ 8— 5R(2, 3 7, (3, — 4, RC, 3, -D VE PS béi B 
PEE : 
7.24， 指 出 下 列 方 程 表 示 的 曲线 : 
(a) ei dÉ, z-8; 
Chi 04 9 =9z2, 2=2; 
(e) ey ie, y=-—2; 
(d) 2425, a; 
(e) a]-L4g?--92?—36, y=; 
(f) x1—4y7--923—30, y=1; 
(g) x!—4y?--22—25, æ= 一 3 
(h) gi-Fz2—4m- 8-0, yd; 
(i) (z—1) (4) g-21528, y-H1 = 0; 


3 2 
We Lei 2—2=0, 


40 BRIAN [H] 
7.25. #TBIH FEE 5 MRE A: 
(a) a?--Ag*-- 1622 —64; (b) a?--4y? — 1622— 64; 
(c) z?—4y*— 1622 DÄ (d) 24 9y4? 5102; . 
(e) z2—942—10z; C£) + 4g? —1623— 0. 


7.26. 5 K BEER Tr T z dL V Rico MB pÓ HH #& E zt 
16, xi-4-2?--9?—0 (fti 7 $8. 

7.27. 求 通过 曲线 — 0424 Bay — 22x 4- 24x —9y + 32 63 —0, 2z — 
-3y 2-9 而 母线 垂直 于 sOy 平面 的 柱 面 方程 ， 

7.28. RH tant äus —2z-F32 —3—0, y —z-4-1-0 {E xOz 
平面 上 的 按 影 . 

7.29， 建立 曲线 +y zt, 2241 在 sOy 平面 上 的 投影 方 


E. 
7.30， 求 两 妹 面 z^ py? 27 —1 和 zi--(y—1Y--(z—1*-1 (335 
线 在 sOy 平面 上 的 投影 方程 | 
7.31， 建 立 平面 "一 3 与 球面 at Ehe —10 DEER, SEN 
它 表示 什么 曲线 - 


7.32， 在 上 一 题 内 的 平面 如 果 换 成 2=5, 则 结论 如 何 ? 
7.33， 指 出 下 列 方 程 在 平面 儿 何 方面 和 在 立体 几何 方面 所 表示 的 
PAEL: 


(a) 2=2; Cb) y=x=+1; (e) +y=4; 
y=50+1, z zt 1 

(d) “—y=1; (e) | (£) I 4 9 ^" 
y =2x — 3; y=3. 


7.34. Hik y +2? 20=0, 2=3 ZE rOy 于 面 上 的 投影 曲线 方程 


是 什么 ? 指出 原 曲 线 是 什么 曲线 . 
35. 3 Zei 4-2? p Ax Az, 
A TT E 


2 SARETI B) Sc k bD H EE, +E A PE HHE BER ERR. 


` a ad 
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7.36. RE 44342284, a3-py3—4, z=0 MA. 


SAS 平面 与 空间 直线 方程 


"PE TUE | 
8.1. FMRE 1,2), (OAC —1,3), (0) 407, 15, 2), 
(C9) 点 C3, 0, 全 是否 位 于 平面 Ae but is —17 —0 k. 
8.2. 已 知 两 点 AG, —1,2) 和 BB, —7, 5). FEA B 


REIR THREE AB. 
3.3， 指 出 下 列 各 平面 位 置 的 特殊 性 硕 , EIER, 
(a) 22 —3y-- 20 —0; (b) 32 —2—90; 


(e) ty —T2=0. 

8.4.， 求 下 列 平 面 在 坐标 轴 上 的 截 下 ,并 作 图 ， 

(a) 2z —3y —2--12 — 0; (b) 5x-Fy—32—15—0; 

(e) z#—g+z—1=0. . 

8.5， 误 平面 通过 点 (5, —7, 4) 且 在 z, w, z 三 轴 上 的 截 距 相等 ， 求 


不 面 方程 | 
8.6， 一 平面 通过 点 (2, 1, 一 1)， 而 在 2 轴 和 2 轴 上 截 距 分 别 是 2 
mi 求 它 的 方程 | 


8.7， 试 求 经 过 下 列 各 组 三 点 的 平面 方程 ; 

(aj) (2,3,0) (—2, —3, 45, (0,6,0) 

(5) (4,2, D, (—1, —2, 2), (0, 4, —5);: 

Ce) C1, 1, —1) (—2, —2,2), (1, —1,25. 

8.8. MERMA 401,1, 1D, B(—1, 1, 15, €C1, —1, 1) 和 
D(1,1, — DA. 求 各 侧面 的 方程 . 

8.9， 求 点 (2, 1, 1) 到 平面 9p y —2 --1—0 的 距离 . 


42 Al CSS) 


8.10. RAC 2 DARE 0424422 — 10 — 0 BOE GS. 

8.11. Ex $h EK HE pm Läctänt 202 —19—0 和 162 — 
—12y+ 152 —9—0 "Xinh. 

8.12. 1&9 $h Lo HIS ZE E] a+ 39-62 —6 0 及 平面 8z4-9y— 
一 72z 十 73 二 0 等 距离 的 点 ， 

8.13， 求 两 平行 而 间 的 距离 : 

(a) 19z —4gy-- 82--21—0 及 19z —4gy-- 8z 4- 42 — 0; 

(b) 324 6y —22 --7 —0 E 3zJ-6y —2z 4-14 — 0. 


8.14. 求 与 两 平面 z+# 一 2% 一 1=0 和 x 十 y 一 2z 十 3 二 0 党 距离 的 


An. . 

8.15， 试 求 下 列 各 组 平面 所 成 两 个 二 面 角 的 平分 面 ， 

(a) 2g —y+z=7, z+y+2z=11; I 

(b) 2z—z-r12 20, z4- 3y-- 17 — 0. 

8.16. PH z--y-dz4-12-0 与 一 动 点 的 距离 ,等 于 动 点 与 原点 间 
ES ER H DUK JC DLE 

8.17. Fm 1+y=1 与 一 i AR EE Br IF el at I EE W, 
试 求 其 轨迹 . | 

8.18. RATE 20—2y4+2+5=0 544 E n Bx fgg. 

8:19， 求 下 列 各 对 平面 的 夹 角 : 

(a) 2 光一 8 十 2 一 了 一 0,z 十 Y 十 2z —11 —0; 

(b) 104+2y +42 — 1 —0, 35 — Ay =0; 

(e) Zrz-4-y —22 —4—0, 3x4 6g — 22 — 12 —0. 

8.20， 通 过 点 (3, 0, 一 5) 作 平面 : 

(e) 平行 于 平面 Ax —By 4 2-2 m0; 

(b) 平行 于 x0g 平面 ; (S) TT 102 平面 

(4) 平行 于 z0zx 平 面 . 

8.21. 通过 两 点 (1 1, 1) 和 (2, 2, ny 与 平面 ?+g% 一 *= 0 吉星 的 


^t 
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平面 . 

8.22. 通过 点 (1, 一 1,1), 作 垂 站 于 两 平面 “一 y 十 2 一 1 一 0 和 Zei 
十 Yy 十 2 十 1 一 0 的 平面 . 

8.23， 作 平面 通过 和 原点 ， 且 垂直 于 两 平面 * 一 9# 士 2 一 7 一 0 和 3z 十 
十 28 一 122 十 5 一 个 

8.24. 通过 两 点 (1 2, 一 1) 和 (一 5,2, 7), 4 — RETREAT T. hh, 

8.25. 决定 参数 b PRG RETE] cy 22 = 9 适合 于 下 列 各 条 件 
之 一 : 

(a) RRE, 一 由 —6); 

(b) 与 平面 2044y+32 =3 SEW 

(e) DER 203942 —0 成 DOE 

(d) 与 原点 相距 3 单位 . 

8.20， 作 一 FEAE e PAE PART Sei dy — 22+3=0, 

8.27. 分 别 按 干 列 条 件 求 平 面 方程 ， 

(a) 平行 于 z0z 平面 并 经 过 点 (2, 一 5, 8); 

(bo 经 过 # 轴 和 点 (一 3, 1. —2); 

(e) FITE est ri, 0, 一 2) 和 (5, 1, 7). 

OGER: (a) 平 面 法 线 与 # A PERA MEA, PURA 
(0, 0, 05, Ko) 平面 法 线 与 z cii ] 

8.28， 经 过 两 平面 4% 一 y 十 3z 一 1=0 M z--5g—24-2—0 fit ZE £& 


HFH: ` 
Gei 经 过 原点 ; (b) 经 过 虎 (1 L 35; 
(e) 5 v tint (d) 与 平面 ze 一 y 十 5z 一 3 一 0 siii. 


8.29. a MHE F 2] & A 38 TESKZE MA e: 

(s) FEB Gz--3y--22 4-12 —0 ZR 41, T8 E BR K EJE E à Pr; 

(b) 与 平面 be 十 38 十 2z 十 12 一 0 平行 ,而 使 点 (0, 2, 一 1) 与 这 两 平 
HE ES di Se. 
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8.30. RPM = 十 Yy 十 zx 一 6 一 0 2x—y-z —3—0 fl 24 2y —2 — 
—2-0 fA A. 

8.31. FEE, Sim, —1, 0) (0, 0, 1) H.5s 20y 平面 成 
T 
二 角 . . 
3 


8.32， 作 平面 通过 z li, B SEE 2 Ry — V 82 —1—0 BJ ffo xe 


IE 
8.33， 分 别 检查 (a) 点 C5, —2, 3), (b)5 (8, 8, 1) 是 否 在 直线 
5z—39g—3120, 3x-F4y--724-14—0 E. 
8.34， 分 别 按 王 列 条 件 求 直线 方程 : 
(a) 经 过 点 (3, 4, — 4), 方向 角 为 60°, 459, 1205; 
(b) 经 过 点 (1, 一 2, 3), 方向 角 为 45°, 90, 135°; 
(e) 经 过 两 点 (3, —2, 一 1) 和 (5, 4, 8); 
(d) ZER AC, 2, 1) 和 (1, 2, 3); 
(e) 经 过 点 (0, 一 3, 2) 而 与 两 点 (3, 4, 一 7) 和 (2, 7, 一 6 的 联 续 平 


fT- 
8.35. BOR FAJE ZEE E. 
+z+5=0 Py 
出 -一 z = U, 
GL | ei 
5a—8y4 42 +36 =0; 1 23 
o | Verte 
m— + 2z—1=0, . f z= 3 —9, 
d . 
to) l z=2+5g; ca) ly=2:—8 
m-22-—5, 
(e) ly=6247 


PES 


£t 


[SAX] - RE HEHAD E 45 


则 得 


Kf. 


+5 
| ag "$7 
res 8. 


245_9+48_4 7 


3 3 1” 
8.36. ¡AR FAA Br AE Bu k: PRESE e S 
et y—2 z-—3 


(a) z—1_ El 一 < 十 4 和 


1 一 之 了 5 1 —1? 

(b) MEME 人 
Ar—2y-pzg—1-60 3z-]-89g-4-2z —18 — 0. 
$-4-8g-4-15—0, ADR 8 0, 

(9) ian AGO 


8,.37， 求 直线 3a—gy-F22 —0, 6x—3y-4-2z 一 2 和 各 坐标 轴 间 的 夹 
a42y+2—1=0, mam 717 


B A 
f—29-4-z- 1-0 lz—y-F2z-4-1—0 Hm 


8.38. 求 直线 


8.89. REH z-2y—2 —2—0, 24y—32—7=0 lj Ig bk. 
8.40. 证明 下 列 各 组 直线 互相 平行 ， 


Za 十 & — 0, by —2z —8, 

(a) E 
38 —4z =0 syt: =4; 

全 十 28 一 双 一 了 ) 3a 4-65 — 32 — B, 

o» [^ 与 | ` us 
—2z-4-3542-—T 2z —y— 2 =0; E 
+24, ĝt —y =T, 

OE s Í 
g-L22—9 Ze 十 6z —1l. 


8.41. WIE FF A 2H CE H HE BE: 


wfe a 


Zë =z =1. a—21:=3; i 
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(b) Í Ax+y—32424=0, n f{7+ty+3=0, 
z—5=0 | a 4-2—0; 
3z-- gy -—2-—2, 2g y 42214, 
G f 4 | - 
EC = ELE 22 =3. 


8.42. 分别 求 出 满足 下 列 各 组 牺 件 的 直线 的 方程 : 

(a) RARO, —3, 4) 而 与 平面 3z —y 4-22 一 4 HH; 

(b) 经 过 点 (0 2, 4) 而 与 两 平面 x* 十 2 二 1 A y—32=2 平行 . 

(c) 通过 点 《一 1, 2,1) AFI TEE very —22 —1770, z+ 29— 
-—z-4-1-i. 

[ 提 孙 : Ca RE ARA OE AA] 

8.43. REH 2+9+32=0, xz 一 9 一 2 一 0 和 平面 * 一 9 一 2 十 1=0 
间 的 类 角 . 


8.44. 求 直线 | 


FA ss. 
8. 和 5、 试 定 下 列 各 组 中 直线 和 平面 间 的 关系 ， 


+3 yi g 
一 一 Ar-2y—2z-8. 
Ca) — 7s y —2z 3; 


3z4-y —24-1 一 0， 
x—3y -4-3z-4-6 D Io 
Gite 250 R É i Y AK 


(b) += = 和 32 — 29 + 72 — 8; 


22 g--2 z-—3 _ 
(e) 3$ 7 Zi EE GEIER DEE | E 


8.46. IHR E F FI SSH AR TERT IA hg: 
(a) 通过 点 《2, 1; 1) 丽 与 直线 242424130, 204 y —2 03 


(b) 通过 点 (1 2, 10 坝 与 两 直线 
C [2x—y 2 —0, 
E—y4z—1-0 lz—y-4 2-0 


Lr bc 


ENT. 


De x) 攻 面 与 空间 着 线 方程 47 


平行 ; 
(O 通过 点 (3, 1, C2) R o t LETS LT 
(4) 经 过 直线 e "m tI) 且 重 站 于 平面 EE 
十 7 了 一 0 
co 通过 两 相交 直线 ^ tn TO 
ly= 3z +2 lay =z 4-6; 
+43 QW. 5 x43 GER Ql, 
(D 通过 两 平行 直线 O e 
ux f=+2z— ja =y+4, 
(g) dd, —24+8=0 0 "而 与 直线 和 -y—8 平行 ; 


(h) 通过 直线 zx 十 y 十 * 一 0,，2z 一 y 十 32 二 0 而 平行 于 直线 m= 29 = 
= 3. 

8. 条 ， 求 直线 Y —2xz+9,z=9m—43 与 平面 3z—1y +72 —38=0 

8.48. 208 13 CH. I VEN e anie 0 的 交点 ， 


[提示 : 化 直线 的 标准 方程 为 参数 方程,] 

8.49， 求 点 (一 1 2, 0) 在 平面 x* 十 站 一 * 十 1 一 0 EMRE. 

8.50. oK (2, 8, 1 在 直线 a=1—7, y—210—2, z=3t—2 pii 
ÉS. . 

8.51， 求 点 P(3, —1, 223 i La —9 4-2 —4—0, z 十 y 一 ?十 1 一 0 
HES. ES pP Es E T UA E SI] 


8.52. RAC, 23) 到 直线 => 


z— B 


TË mm. 


[提示 : EAPC, 2, ELO 4,33 s=(1, —3, —2), NEW a El. 


8.53. JACO, —1, 1) 作 直线 3# +10, 04-227 =0 E. E 


m 
j 
E E p 
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3E £2 9/7; EE JS E. 
8.54， 求 直线 bz 一 88 一 z 十 1 一 0, 2a4-5y 3-22 3-3 — 0 在 三 坐标 面 


上 的 投影 方程 . 

8.55*. RES 593—146, y — —1- 25 2—5-4-8t TE 4 bn: 094€ 
影 方程 . l 

8.5650. RER 2 十 3y 一 5 十 Cz 一 y 224 4)=0 (A 是 参数 ) 中 
dk A Y $h E KEE SETE. 


8.57%. 通过 两 平面 z+ yt =t 和 Y 一 * 十 4 一 0 038%, PP 
E ARE ili 2—4y—82 4-12 —0 成 45° fg. 
 8.58^. 在 由 平面 2z 十 y 一 3z 十 2 一 0 和 平面 Bei y —42+3=0 所 
决定 的 平面 束 内 ， 求 两 个 豆 相 垂直 的 平面 ， 鞭 中 一 个 平面 经 过 点 e 
—3, 1). 


ZS D 
8.59. 一 动 点 与 两 平面 * 十 9 一 + 一 1=0 和 %* 十 8 十 x 十 1 一 4 距离 的 
平方 和 等 于 工 单 位 ， 试 求 其 轨迹 . 


8.60， 试 在 平面 + 十 y 十 z 一 1=0 与 三 坐标 平面 所 构成 的 四 面体 内 ` 


求 一 点 ,使 它 与 四 面体 各 侧面 间 的 距 交 相等 ,并 求 内 切 于 四 面体 的 球面 
^8. | p 

8.61. PEAEIEL SJRJA EE R D 6, E, ZE 25 E $B E Bb EE 2 M ob 
asb:e=11312. 

.8.62. PEAP ÆT 9x —14y--22--36— 0, 上 且 与 此 平面 的 距离 
为 8 的 平面 方程 ， 

8.63. EH x—2y-2—2- MEN a aya —6 uo EA 
y , ib ARA AZ R Is] B EE ES e RE 1:3. 


UNE LIES E ES P RM ELIT EX A 


DIL akama onem Re aa ale Lais cii ien ium JEE 


lo, 


. 1 
LAXE] KEE J E 49 


8.64， 求 二 等 分 两 平面 ?十 29 —2 —1—0 和 = 十 2% 十 zz 十 1 一 0 [EE 
角 的 平面 的 方程 

8.65， 已 知 三 角形 的 项 点 在 点 AG, 1,5), BCO, 4, — 1582 OG, 4, 
一 7) 处 .通过 点 妈 (2, 一 6, 3) 作 一 平面 平行 于 此 三 角形 所 在 的 平面 . 

8.66， 平 行 大 面体 三 而 之 方程 为 2 一 移 一 3,， 22 —y- 2 —3 及 3z 十 
+y—=22=0, HH BAS, 7, 一 2), 求 其 他 三 面 的 方程 . 

8.67. 'EIHSEIÉCT TE EI Ge Ni äs nt, H-5 EZER rOy 
平面 上 的 平面 方程 

8.08*， 求 原点 关于 平面 ee 十 2 一 9s 十 121 一 0 对 称 的 点 的 坐标 . 

台 .09*、 通 过 三 平面 2x--y—2—2-20, xz 一 38 十 2 十 1 一 0 和 xz 十 y 十 
+2-3=0 的 兖 点 , 作 平 面 平行 于 平面 0-9 4-22 — 0. 

[提示 : V BERE BL lo Ey 一 4 一 2 十 XKz 一 3 十 5 十 1 二 Age 十 9 十 sz 一 9 一 0.] 

8.70*. EH FH tyt, Az —3y+2—1=0 fü 2x g— 
—5:50 所 决定 的 平面 族 中 求 平面 : 

(ay Sie ` (b) E 202 平面 平行 ; 

(o) 经 过 原点 和 点 (1, 3, 2). EE 

8.71*. 求 平行 于 平面 204 y+ 2z + 5=0 而 与 三 坐标 平面 所 构成 
的 四 面体 的 体积 为 1 单位 的 平面 . 

8.72， 求 通过 直线 z2=268—1, y=3t+2, 2—20—3 ME ir F+ 
+3, y=3t—1, Sea MEI 的 平面 . 

8.73. BE—EuisEj Ti 2=0 HL MA OL, 一 1 DHEA 
2=0, y-24+1=0 HER. Sint, [Dion RARR] 

8.74， 通 过 平面 +y4z=1 Ëf u= 1, 2=—1 的 交点 ， 求 在 
已 知 于 面 上 莱 韦 于 已 知 站 线 的 直线 方程 ，[ 提 东 : 写 出 过 交点 区 平面 族 汶 
程 .] 

8.75. XRPRARCE dI retti, yo20—1, 2=1 和 ==1+2,y= 
e äi, z=14-1 AMEB. 
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( ++y—z—1=0, t+ Dn e Hess, _ 
| fal 


* d . 
8.76". Zen (aty rad 2 十 2g 十 2z 十 4 一 0 
HIERE A [提示 : bd E S ARRETA E. ] 
8.77. kèh 使 直线 LA 和 直线 Hoe 


H. [iion MERHER EMEREK. ] 


8.78*. Wurm ti Al H — _ tl 2 一 6 相 


1 2 


2 
DIE TEE Ok Ca: 先导 出 两 线 共 画 的 条 件 .] 
8.79， 从 平面 一 2 一 22 十 1=0 LAA C, —1,5) 出 发 作 长 等 于 
12 HEEE. KEERA 
8.80. 设 一 平面 过 原点 及 从 点 (1, —1, 0) PNL 2243, y= 
—2z—3 HER RIA. TE 作出 一 线 方程 .] 
8.81, . 求 过 点 (一 1, 0, 4) 且 平行 于 平面 3x—4y-F2—10—0, X 5 


直线 HITI 相交 的 直线 方程 


8.82， 在 平面 < 二 gy 十: 一 2 一 0 和 平面 + 2y—2 —1—0 的 变 线 上 ， 
求 与 平面 * 十 29% 十 * 十 1 一 0 和 在 面 * 十 外 十 z 一 3 一 0 SEE BER Es. 

8.83. ski ER 十 yg 十 zz 一 1 二 0, zw 一 9 十 zg 十 1 二 0 EFH r y+ 
=0 上 的 投影 方程 [提示 : 过 直线 作 平面 性 由 于 已 知 主 面 .] 

8.84， 在 平面 zy 十 * 十 1 一 0 内 ， 作 直线 通过 已 知 直 线 y 十 z 十 
+1=0, 242:=0 HEB 36x, HERE T D. Ani Ek. [提示 : 这 交点 作 
平面 与 已 知 直 线 生 站 .] 

8.85. 三 坐标 平面 将 平面 3 一 # 十 4z 一 12=0 测 出 一 个 三 角形 . 
试 求 该 三 角形 三 条 高 线 的 方程 和 长 庭 ， [提示 ; RI AER AA] 

8.86， 证 明 两 组 方程 

5x4 174 —52 + 10 =0, d+ 44172410, 

(TT, MANN 


[HAE] | EET: 51 
类 示 同 一 直线 . 

名 .87*， 络 过 平 商 zz 十 288 一 22 十 17 一 0 和 平面 5 上 十 朱 一 * 十 1 一 0 的 
ZE PET GERT 于 十 多 十 好 二 1 的 平面 . Dian RGB BP EHE EAT 
RFE] 


FAR 二 次 曲面 


9.1， 指 出 下 列 方程 所 表示 的 由 面 , 特别 指出 哪些 是 旋转 曲面 ， E 
们 是 怎样 产生 出 来 的 : 


2 y? ¿2 
Ga) 村 十 好 十 本 一 也 (b) eya d; 
(e) 224 29? - 322 — 9; (d) x? 一 红 十 zs 一 1 
m 3⁄2 I 2 3 
(e) Care (f) 49 = tz: 
ai y? gl zx? yo g? 
1 h) 一 十 过 一 二 一 一 1 
(g) sti y ; (h) S TS 18 1: 
(i) a?—y!—z5-—i; (D opene, 


9.2. 写 出 适合 下 列 条 件 的 旋转 曲面 的 左 程 (同时 指出 这 些 曲面 的 
名 称 ), 厦 作 其 草图: 

(a) 把 曲线 423-952 —30, z —0 Ye o Eé ES 

(b) 把 曲线 422—992 —36,2 —0 2% z HER — JN; 

(e) BICHO), [B Z& v Hit; 

(d) 把 曲线 22=5%, y —0 £ z Het — RR) 

(e) 把 曲线 z?--22—9,y —0 £6 v fd dE 

9.3. 建立 下 列 旋 转 即 面 的 方程 ; 

OB-CTLIE- EET H 
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(b) Wa sna a REM, 

9.4. 分 别 写 出 曲面 可 -f+ SH 在 下 列 各 平面 上 的 截 痕 的 方 
E, Mat HE A 曲 线 : m z—2; (b) y=0; (e) y=5; 
(d) 2—2; (e) z=1. 

9.5. 分 别 配 出 曲面 z?—y*-2?2 在 下 列 各 平 看 上 的 截 痕 的 方程 ， 
着 指出 这 些 截 痕 是 什么 曲线 : (a) m—0; (b) z—2; (e) y—9; (dy 
y=1; (e) g mU; C£) 2=3, I 

93.0， 指 出 下 列 方程 表示 怎样 的 曲面 ,着 作出 共 草 图 ; 


(a) at EIE (|) 3674 8? 一 -4z — 36; 

(e) E Tu (d) ei LE 

ORE I (f) ey; 

(e) Preso; (h) a$—y?--22—0, 

9.7*。 应 用 轴 的 平移 ,简化 下 列 曲 面 方程 ,大 指出 它们 表示 什么 曲 
E, AFERRA: 


(a) x*--y*--2*? — 604844 1024 1= 0; 

(b) 49242224 4x — 65 — 82 + 21 = 0: 

" 2242424 322—624+8=0. 

， 一 动 点 与 点 (1b 0 0) 的 距离 为 与 平面 ?一 上 距离 的 一 华 , 斌 求 

a 类 定 它 为 何 种 二 次 曲面 . 

9.9%. R5 z0g 平面 成 45^ 角 ， 且 过 点 《1 0,0) 的 一 切 直 线 所 成 
的 轨迹 . [提示 : 设 所 求 轨 迹 上 任意 一 点 为 (x;y, zy, MB (5 7 1,9, 01 s f 
fg ig e f A 907 45%, ] 

9.10， 建 立 遂 过 两 曲面 a3 y*4-42—1 füuc*—y-Rz? ED, di 
母线 平行 于 4 机 的 杜 面 方程 


Lo 


(Se 二 区 曲面 f 58 


9.11. sro xul Zei 与 不 面 x 一 ‰z 十 3 一 0 ME 
线 在 20y 平面 上 的 投影 杜 面 . 

9.12， 求 曲面 2 十 zy 一 多 一 5z 一 0 与 直线 EA 的 
ses | 

9.13. 描绘 下 列 各 组 曲面 所 围 成 立体 的 图 形 . 

(9) ZEB Tae ez BEER: 

(b) 五 个 平 商 # 一 0 2 0, 324-3 — 6, 3a4-2y=12, x y 4 2=8; 

Ce) efeit z=, 三 坐标 面 和 平面 十 y 一 1; 

(d) Mita y V m A y—2V w 和 两 平面 z 一 0 及 十 2 一 


= 6; | . 
Ce) MEH zm 42h, 三 坐标 面 和 平面 Zeit 

(f) MAR 29? =r, 及 两 平面 T 1, 20; 

Cg) zs dmn PA + y 4 Aita z = 255 + 15 

Ch) desea z= Vy =š, etii V Y == 及 平面 9 一 1; 
G) Ul Heri 2 zy, MER + y^ => BIER z—0; 

CD TE 8 — # D Pš AA Ni tet E 
pm. 


BM E 


FATE MX 

EI | 
HABER < 
10-1. |z=|—5. 10.2. |x—3|«4. 
10.3. a?7-79. 10.4. 0-Z(x—2)«4. 
10.5. |z|>==. 10.6. Ts e 
10.7. |z3—3x-4-2|]2-43 —3x 4-2. 
求 下 列 方程 的 实 根 : 
10.8. [xj =x=+1. 10.9. |x| = —z. 
10.10. [sin x| —sin 4-2. 10.11. |2x4-3|] 2x*. 

Ear SG 

10.12. # F ETZ, IDO O SAHE). 


10.13. 35 pC) =27-, sk PC), eC — 2) e0), oh). | 


2 
10.14. E PO) =Ë +T 1,zR +0, [0C TF. 
10.15. $ f(0)=%—30+7, R f(zd- Aa), f(x + Ax) —f(z)- 
10.16. E fain fio Az) fa). 


10.17. E d) In 20, ER PO +4) = ae 17. L 
m O +P REHEMA 19 o9 gn — BUS" lg" deg. JE e EnA n Ga ES 


AE o Bo deg logo z”. 


o 
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10.18. 3 Fein 证明 (a) Beie Fz) 一 1=0,，(b) FG» 
Fn) Foy). | 
10.19. d 9(2)=1n 


l ~x 


l+ 


,证 明 ey) o(z)— e( 1). 


_ . ar by PEPE 
10.20. + p(0)=tg ð, 证 明 pC +0 1— plaj GIN 
19.21. & 0204 ze esc ED G= [1 ). 


10.22. E f(s)—a^—a-2z, IER f(—2)= — ais 
=—f(%). | 

10.23. $ F(z)-2?-Fcos m, ¡EN F() —- F( —2). 

10.24. 车 e(25)=sin z —523, EB] oi —2)-- —p(z). I 

10.25. E j(a)-—2sim 2—3 eos m, IER d at 207) =$ (za), Arm 
n CR 


D, el, 
10.26. # K= i. zt R KO» (+) Gy (+) 
l, 1l—z=2, 


f(2). 
2*5 — —1<1<0, | 
10.27. iZ Si Usel: Æ pl 902» (05, 
. z—]1,1- 2232, 
e(0.5), @( —0.5). 
Isin sl, |z [| «1, 


10.28. 12 e(x) -| 


0, lel, ^ "TI oz) o(-7) 


| PL—2). 


Ei fcis E at 
在 题 10.29—10.58 中 指出 画 数 的 定义 城 
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2x 1 
10.29. y= a 3418 10.30. v= 7. 
10.31. y— V 3044 10.32. y= vz —i 
10.33. y- — vicam. 19.34. y- f 15 
. Leem 
IECH 10.36. y- Vz EE 
i ESCH i i 
10.37. pes Væ? —40+3, 10.38. y ere 
一 1. 主 十 这 
10.39 y=lg h V 7942 10.40. y—. lg Lx 
10.4. y=] log (203) (al 
SGH. y— esche *—3) H 
10.42. y —Ig( Vx—4-4 V 6-0). 
EAN 

10.43. y=Y re Zo ) 10.44. y —logs(logsz). 

LY uu. i 

Vi /16-— = u 
10.45. y= Vain s4 V16—2z*. 10.46. y Ri 
10.47. y—tg(z4-1). 10.48. y=etg Vm. 
10.49. y= 1. 10.50. y=are cos Vis 

V eos z 
- 10.51. y 一 aresin 223, 10.52. y=aresin (2-437). 
10.53. y=lgsinw. - 10.54. y=g(z+ V2 41). 
10.55. y= VIZE are cos ZTF, 
. —1,0 1 ( 23-1, —1 2, 
10.56. fene <*< (9.57. y » <<< 
. 1l,z>1. ] 


HET 


(Lë) Hox o 57 
¿=p feo 

X, Cal, 

2, 1 

10.59. iy C2) 的 定义 城 是 [0, LP 

(a) f) (b) f(sin z), 

(e) fra) (a>b), Cd) A+ aD fra), (2770) 
的 定义 域 是 什么 ? 

10.60. BAAR A KERTEH EE VER EA 由 公式 
S= Lge KAE, ICA PEERSERUXE SCIES fao Co) 解析 式 gn 
BE SLR R Anta? f 

TERME 10.61—10.64 +, f(2) 与 P(X) d& di del mä: 说 明 其 理 
由 ,大 在 哪 一 区 间 内 ,它们 是 相同 的 ， 

10.61. fG)= @(e)=1. 

10.62. f(a)-1g ai p( z) =2 le D 

10.63. f(zx)-x, oe(z)-(V m Y, 

10.64. f(z)==, p(z2)= Vi. 


10.58. pir) = 


Bir Bi er: < 
10.65. 温度 计 上 摄氏 0 EIYE 32 E, EE 100 Wal 
212 HE , bof M B EDD eoo 4E E D s DE - 


10.66. - 设 MA E BOIS IGI AUT OB 上 的 一 点 ， 若 OH AE 


OM RES iF J, XE Ju OM —4 寸 其 质量 为 8 A y. GR OM 
Bo BRE S c He d ho 36 K. . | 

10.67. EIER IS a, E An BL. JJ RO cod 5 o (s ad E RE HA 
正比 , 但 方向 相反 当 物体 以 1 米 / 秒 下 并 运动 时 组 力 为 ” 克 ， 建立 了 


| 2538808835 R: 
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10.68. HERA LESE FRE, ERA FOU 12 伏特 ， 
经 过 8 秒 后 电压 降落 到 6.4 人 忧 特 ， 试 把 电压 V RIMA £ MZ. 

10.69， 已 知 三 角形 中 有 两 边 长 分 别 为 0 与 设 ? 为 该 两 边 之 间 
的 夹 表 ， 试 将 三 角形 的 面积 表 成 > 的 夯 数 ,并 求 其 定义 域 ， 

10.70. APRA r 的 球 内 购 入 一 兴 接 圆柱 , 试 将 圆柱 的 体积 表 为 
HEWER Ehm pi AN. 

10.71， 已 知 羡 锥 的 体积 为 了 ， 试 将 贺 饶 的 底 侍 径 卖 为 其 高 的 画 
BARI. 

10.72. — Pote SEHE EE Um IA EP 
' 原 点, 原 长 21, ERA LPRA h. RETIRA 
pa ; 变 于 21 ERA 

10.73.. 把 一 圆 形 铁 片 , 自 中 心 处 前 去 中 心 角 为 的 一 局 形 后 围 成 

B 一 无 底 圆锥 ， 试 将 这 圆锥 的 体积 者 为 “的 
ELA. . 
E 10.74. E AC—5, 高 D= Hz f 
Z JÉ ABC 中 (如 左 图 ) 内 楼 矩形 KLMN, y 
K D, N — Ü 高 记 为 m 将 给 形 之 周 长 p 和 其 面积 8 表 
Ao Mu. 

10.75， 在 三 角形 ABC vh, AB=6 Rik, AC —8 WE, ZBAC= 
==. MEL Dm RAEE em | 
数 ， 

10-76. SERJE ABCD mp), H 
两 底 分 别 为 AD =a fü BO=b(a>b), E 
3 HB-—h. HEH MNN | BH, MN 与 顶 
点 4 的 距离 AN — steen), JEE 
内 位 于 直线 MN EAS RA ETGEN 

10.77. KA 160%, 两 端 固定 , E A A RA 


uw 


jt 


(Ste e SS : 59 


形状 . 设 提 高 时 束 上 各 点 仅 沿 
着 垂直 于 两 端点 连结 线 方 向 移 
X). PL < RAE ARE, 
y dk w 点 处 天 高 的 高 座 , 试 建 
EEES 
10.78. HAM HARE RA 20 B, HAL T F : 38 s: 4 B pi 
于 者 收费 5 y, Sess £—10 里 收费 1 角 , 10 里 以 上 收费 1 角 5 分 . 试 
HANKE Pe ZAS, HER. 


10.79. = ^ NOD , RM 
EES EE 2k. 12k, 而 
底 此 为 1 米 ， 彼 此 相距 一 米 放 
HOUR). BE ocre 
<+ oo) Het tC BD AB 
连续 地 平行 移动 ). 试 将 阴影 部 
分 的 面积 S 3: 3 BE BHA. 

10.80， 在 区 间 OKK 上 有 3 克 恒 的 物质 均匀 分 布 着 ,此 外 又 有 
一 克 重 的 物质 集中 在 z=3 处 . 设 = dE Coo, +00) 内 变化 , 试 将 区 间 
(一 oo0,%) 一 段 的 质量 了 L 表 为 “的 画 数 . 


图 数 性 质 的 讨论 
|. 10.81. RI F JW Ə E MERA, MEE 
A DISEASE p >l); 
(a) yesat— 222; I (b) y=2—2?; 
(e) p= eos z; (d) y—25 
(e) ya y s (f) y=sin e; 
Ce) y=sin z— oos z; (hb) y fg =; 
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(i) ge a ye ft 
n? —q-* m 
ky y= E". = E, 
(k) y g 7 (D y= T 
LS, ng. PA 
A yoo > 


10.82. "rn y =108, (z+ Va? +14 44%. 

10.83. (iX Fu PCS T ba pu SCR ae sg TECLA, 证 明 ; 

ON LL It Ay AA AA E B9 ul RK erg 

(b) 38 ^ (fS Va c HRR EAER PH Ie p B Sk hye i b IS Va c, 8 
Ed T 55 SE ER ER 38 BUE BEER f. 

10.84. HEB. Rit f(x) RELE (L D 内 的 什么 样 的 夯 数 ， 
SHA ARA (2) — fC— 0) JE Ep ER M. 

功 .85， 下 列 各 画 数 中 哪些 是 周期 画 数 ， 对 于 周 期 而 数 指 出 共 周 


期 | 
(a) y=sin? x; (b) y =sin at; 
(e) y=x eos m; (d) y =c08 2r; 

. Ce) y=sin mz; ` (£) y=sin I 

(g) ym i-em Ea; (h) gesin(z4-1); 
G) y-ess(z—2); CD y=are tg(tgw). 
10,86， 验 证 下 人 列 画 数 在 区 间 (一 00, +00) 夫 是 单调 增加 的 : 
(a) y=32—6, (b) y=2%, (e) y=lg z+. 
10.87. 证明: Ca) y— 102», (y>0); (b) a3—10316*, (250); 


(e) Acos ct 4- B ain c£ -- sin (ot + p), p =aro tg £, 


10.88. E TF P ga ca t Pel c 


(9) y— Nat +1; (b y= 


2t 
22-4 1* 


Vilaine deua: em cedi ci a ecc KEN L 


A [第 十 章 ] mox 61 
w — —— — On —Is—eSu.— r — 
2.9 AN . as zu E 1 
(e) y=28in 30; (d) Y 一 十 2 Sin 7; 
(e) y=1+1g (2+2); G) yeu ti +1; 


(g) ge 3205, 
10.89. Wi. Bistum E OA. 


10.90. Sij. ICO AAA. 


cr 


E Sire ERAS 


在 题 9.91 一 10.107 rh m Hi & Bš # ñb Bl E. 
10.91. g=x=+, 4 6=0,b=1,b=-—1 时. 


10.92. y—ax*, Y a—1, a= —1, a= x 时 ， 


10.93. y=xFco41l, e-—2,e-0,c—2 m. 
10.94. y —a? d, Y d=0,d=1,d=—2 p. 


10.95. y — |a]. 10.96. y=-— |z—2]. 
- 10.97. y— |a*—1|. 10.98. y -z—a?. 

. _ _ I 

10.99. y =. 10.100. y- 1. 

10.101. y=" +1 

zx 
10.102. y==*, 4 k= l k=2 时. 
3 3 
10.103. y-a*, 4 a=}, a 一 2 时 . 


10.104. y —3^*, 当 a=1, a= — 1 时， 
10.105. y —1g ax, Y a=1,a= —2 Bb. 
10.106. y 一 1 一 oog z. 10.107. y= |sin z]. 


. ME . : ^ di : . í i 
d _ —— tdci e EN EI ie 


82 


Nx gr [585 —58] 
10.108. fH s— D'RE El Hi F ANRA 8130: 
Gei y 一 2* 二 1 Cb) ye 405 Gei gär 
10.109. iJ y =sin z 的 图 形 作出 下 列 画 数 的 图 形 ; 


(a) y=sin 2x; | (b) y sim (25) 
(e) y=- sin x; (d) E sin x—1. 
10.110. HAARA EPA A: 
KEE DEG EE (b) y —sin 24 008 m. 
10.111. ETA 9k Bi a, Aa H AE $£ ñu AT: 
(a) y—2*-1; (Db) y-log 4 1; (o) y =sin (21); 
(d) y=4—2a; < (e) y=arc sin II 
1 
. E r>, | | 
10.112. ilH y= 0, z—0, 的 图 形 . 
=> O 

par d [z—1], Dees ie 
10.113. Bii Io, >. 0 
10.114. E 4n fC) 以 2 为 周期 ,并 且 


_ J x2, — Lee Ü, 


的 图 形 . 


试 在 (~ eo, +00) Eis y Cn) 的 图 形 . 


2241, x7, 
10.115. [Ep z 0, z 一 0 的 图 形 . 


at, z—0 
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Xx BER EA 
10.116. HE F 9025 38 A: 
(a) ch? z—sh? z—1; Chi ch? z+ sb? nc ch 22; 
(e) 2sh z«ch z—ah.2z; 
(d) sh(a4d- 8) —sh arch B+ ch ash 8; 
(e) ch(a+ 8) =ch aech S4-sh a«sh 8; 


-—+th2 nol. v 一 2 2.1, v 
(f 1-1 Az (g) 1—oth? z= mz 
(h) sh z+cha= ez; ~ f (i) eh x—shz—e67*, ~ 
第 十 一 章 WB 


数列 的 极限 
11.1. E MITT 4e ERU TE BRA E 89 5, 大 说 出 哪些 数列 有 极限 ? 哪 ° 
HE Ar 


, | 
(9) Un = y (b) um Ti 

(e) w=n(—1); (d) w C2 2 
(e) w=m—(—1 | (f) w = si Z. ` 


11.2. iE w;—0.9, wa==0.99, ws=0.999, --, wa=0.999-..9. [aj 
Ka 
im wn 和 应 为 何 值 ,才能 使 tm HIER 220958 9 OF 0.0001, 
模 据 极限 定义 证 明 : 


11.3. lin —=0, 11.4. lim ox j^ € 


2 
m ft 


üt Soy Ia C8 — 587 


11.5. lim "EE 


11.6. DEM VER e ils Fe AGUA, qË 
|1 tn | 1074, 


RT 
og 一 


11.7. Base `, 问 lim tw=z n ARTE, FREIE w. 


“与 其 祖 限 之 差 的 绝对 值 小 平 正 数 sy 4 e=0.001 a ape 


E SEIN) 


11.8， 证 明 数 列 wm 一 35 二 


当 mn->co EE FRM 人 n Am 


.f 
3 
T 才能 使 量 $ 一 zw 小 于 给 DEER €r 


EH Eras 18 R 


在 题 11.9—11.14 P" 根据 定义 证 明 下 列 各 极限 : 

11.9. lim "TT 8. 11.10. hm (524-2) 12, - 
p — . E 

11-11. E ei A. . 11.12. lim Ce =4. 


EET 


11.13. lim -—=6. 11.14. Jim 1222. 
11.5. N 2 时 yo rioris BEC BOB PPE, + të on 


[a >N Bf yi | «70.014 


11.16, M 2532 Bp git. [d B P ECT £ p, 二 能 由 
[e—a |ð 而 使 |y—4|«20.001. [io Y z-=2, B EUR 13] 

11.17. mg f(2)— [a] 24 2-0 HERBA. 

11.18. MESIR lim GC 不 存在 . 


无 穷 大 ,无 穷 小 
11.19. ¡Zu=2041. ME, Y noo 时 u CARA 


[m+ — 1 (a m 85 


11.20. M 20 TE = 


AER [wg|2204 Ge: 


11.21, 验证 , 当 w?3 时 ， mer RARA He 应 满足 


什么 条 件 ， 寺 能 使 jy|< o 
11.22*， 当 40 d yo Ha änt, PE 


一 1 
使 PESU 
11. 23., 在 下 列 各 题 中 指出 哪些 是 XU BREED Ks 


+2 TES 13122 2: 320 FREI 


(a) 20,42%, (p) z—3, AL (e) 20, 2-*—1; 
nA sin 8 
(d) a>+40, le ER (e) 60, T+sec B` 


11.247 FAB, 2 en 时 均 具 有 极限 ,把 它 表 示 为 一 常数 ( 极 
限 值 ) 与 一 当 29 2o 时 的 无 穷 小 之 和 的 形式 : 


_ x5 2 Qo . _1i—a? 
(a) Eme (h) VS ar (e) Sia _ 
极限 的 或 法 
在 题 11.25 一 11.73 中 , 试 求 各 极限 : 
23 十 5 . . Alepo 
11.25. lim a: -/11.28. lm up 
| fv 一 3% 十 1 2 一 3 
11.27. e (EE. 11.28. D RICE 
11.29. lim *—? , 11.30. lim 2. - 
. 1:2 V2lIx sat 1% 
~] ` 
. &*--6z-4-8 ata CAT 
11.31. fim Posa A D 11.32. lim Es _ 


D - ` 2o ngo 2 7 B H . u 
L, D lox rame ER METER NN EN NE L ul ho Li Aaa. LÉR S LI D$ 
a 
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11.33. lim $737 2r J 0 4a? Le 
ma mei D 11.34. lim B c 
11.35. lim 2 — 9*6 211.36 st utp da 
z210 Ze, . ` im Su) Y 
(z+ hy — Y _ L 
11.37. lim — Lt, 11.38. lim V s+ Az 一 1 £3 
AX) Ar 
144.39. lim E] Co- 正 整 数 ) 11.40. Ee 
i . zl +m CH 
Lab i api i ti 
ñ 到 3 十 2Y 一 5 ` 2.1 
11.43. lim 7 11.44. lim 
q l4-x-—3z? j 
11.45. lim qaas 11.46. lim =H. 
11.47: lim Vite —l z+ 1—3 
rc "e 11.48. lim 一 
zn £4 Vx—32 o. v3 
. Vx. " — 
11.49. — Ë = 
E 
11.50. lim a vig 
zt x? 一 工 
11.51. lim (V 1 — Vz: —1 E 
. V1-z—8 : 
11.52. ii : 1 1 
> 11.53. lim (2-3+5) 
;11.54. m | 1 一 3 | 11.55. Jim a r3 
Tt LN i T re 2x? 一 1 -5 让 
Br q - 
011.56. lim 7 —1 Va?—3 
i ai w —1 1.57. lim Smiil 
D o Vary T . s — 
11.58. ii 一 11.59. lim m +n 
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. € V^? 41-490) sin z 
11.60. m Va d - 11.61. Jim m 
， . (1 n? 十 十 1 
+ 11.62. hm zs. 11.63. lim 7 KSE 
* 11.64. lim irte 
nos H 
LII. 
11.65. lim + 
> ge lcu ++ T + 
CENTER ZER nm om 
11.66. im ( n3 2). 
11.67. ii ta kz Mn am ` 
:67. lim z J 11.68. Hm sin Br CBS ED. < 
11.69. lm 8%, , 11.70. lim |. N 
sung Sin Dr . a0 V (ema 
. 2X* ; . 1X*. 
11.71. lim (1-2) - Y 11.72. lim (1-2) WW 


EA? 
11.73. tim (+ x) . 


z—1 e j 

1.74. i$ Heist % 2-0, v | 
BE Mal, | 

E 1, Leg 2. : 


(000 RJO eo Rol 时 的 在 极限 与 极限 , 关 说 明 在 这 两 点 的 
wo 极限 是 否 存在. 

| 11.78. 21022, weil 在 wx0 时 的 在 、 ABR, Am 
` 明 它 们 在 20 时 的 极限 是 否 存在 ，、 


^2 
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di Bz, — lezl, 
11.76. x f(x) = t=1, JE z—0 E 2—y1 TAER. 


3x2, Lee 3 

11.77. d fae! "* b 223 en 

OH. d fai 7—a, 23. 求 w BL TIA fx) B 
极限 : 

(a) x3;  (b)z—0; ^ (e) rá; (d) z— —10. 
82 路 六 7 —3, al, 

11.78. iZ EH E, Lage in Ui 
2x —2, x23. f 

Ra) Him fle); (b) lim f(2); (e) lim fa). 


Um. 证明 gos 7. 4 220 时 的 左 、 右 极限 均 不 存在 。 
zx sin i 一 co<az<0， 

_11.80*， 设 Paie 

| sm i cios. 


ak f(z) A 时 之 堪 极 限 , 着 说 明 它 在 eat 时 的 右 极限 是 否 丰 


kk. 


ERARE, S TELA 


11.81. Y z—1 MEES gat Va TE CARRY 
By 


11.82. 34 z—1 时 ,无 穷 小 1-28 001-2, 1020-17) 
是 否 同 阶 的 ? Rz: 

11.83. 当 0 时 , 试 决定 下 列 各 无 穷 小 对 于 “的 阶 数 : 

(a) 234 10002*; e (p) Vah— Y w (x9 O, 


" 
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(e) a (22-0); (d) Vapa Va (a0) Y 
(e) 2simhz; Y EZ TT | 
Cen In( 17-2); (h) 1 —eos x; (i) kan, 
杂 A 
在 题 11.84 一 11.112 中 求 各 极限 : EN 
2 (22—3)9 (324 2)9 
11. 84. lim mec 1 ye MT Li 
2 TE E 
11.85. lim 一 二 TEM. 
t V 一 
11.86，lim EF Y 11.87. lim 
zen rab 
11.88. Jim Vaca. Gef, m2 MEMO. - 
. 8 一 -一 一 一 
11.89. lim SE 11.90. !im SET 
Cato 23.1 ¿AUR Ez 
Va —vV ba 
11.91. lim 一 TELE 2 (a0). 
11.92. lim SC E 
:>0 D 
eet 
11.93*. im tg —— [提示 ; 将 tez 写成 时, IER in aas] 
Ae ri . 
11.94%. lim 587—502 ue. Jim SI 
z2ü 2-40 
11.96. lmzsetgz. — 11.97. Hm 12089 
人 


70. 数学 分 析 [第 二 得 ] 


11.98*. Ia Cie, [ix 47 (0-2)—.] 
et " -一 -一 一 
11.99. lim 2242) sima.) Y 
FER D 


11.100. ` Jim (z): 


R Aen 1 


11.101. lim (r[In(r+1)—In e]. 


11.102. lim (14 eos g yisee s, 11.103. lim meer) 
ez zc 
2 3X tti 
11.104. lim (xi) . 11.105. lim (143 ig? meta, 
11.106*. lim ZZL, pg 1=lae.] 


re 


*11.107*. limnla*-1). [提示 , 全 a? leen? 


. top 
N 11.108*. Jim 7. Rae Bons] 
^ xr a Ax 
11.109*. lim ES, x 11.110. lim 2*sin H. 
So m9 id "noo 2^ 


sin ax — sin Ex 


11.111*. lim 


r0 . E, 


ofi 1 1 1 
11.112*. lim Kunasa METANO cl 


_ 1 1, 1 1 

HE HER urbc cio muni) 

fist Arj- f) J 
y Az LJ 


11.113. $ Deise: R lm 
11.114. $ f(2)=c08 22, Dë lim PERA 
DER, ` x 


11.115. B= PUES E ORO a, FEAA n 5%, HR 
ERIN TALARA Cin BED. 对 于 任意 数 n 这 个 折线 


PESE 


"TERRE n NC Senge 
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长 都 是 24， 但 易 一 方面 ， 当 n 无 限 增加 
时 ,折线 就 无 限 迫近 三 角形 的 半边 ,因此 笠 
边 长 就 等 于 两 直角 视 长 之 和 LEES 
错误 何在 ， | 

11.116. Jn 4412 KH a PS ELE 
4B， 以 每 个 小 段 为 底 , 做 底 角 为 > 的 等 
晒 三 角形 ， 这 些 三 角形 的 两 腰 组 成 一 折线 
《如 图 )， 试 求 当 ”无 限 增 大 时 所 得 折线 长 
的 极限 ,并 与 上 题 个 比 较 . 


AAAAAAAAAA5 


^ a — _| 4 人 B 
11.117. 分 长 为 4 的 线段 AB ARA, JEFE E ION Kon 


T RAL bg IECH 时 所 得 曲线 长 之 
极限 , 若 在 每 个 小 段 上 做 中 国 弧 , 则 结果 如 何 ? | 


第 十 二 章 “” 画 数 的 连续 性 


32.1. RARs —2 e Y 2 一 1 Aw 一 0.5 时 的 增 量 - 
12.2. RK BI y — V la 24 223, Ax 一 0.2 时 的 增 最 . ~ 
12.3. K TAARE B| HORARI: 

1 H D 
(a) Je)= v a= = HR lim F 
Cb) f(z)—1g (22), 并 求 lim f(2); 
(e) f(z)— Vw 一 4 十 V6 一 w) HR lim f(2); 
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(d) f(x)-Inarcsinz , R lim fee). 
zə} 


12.4. RTA Y IC) BB ra, #Fi% HH Xk A E ACE 
Hb — 26 AARE s Te] Wi R y WERE TC He E ER 


(a) na (b) y= a y 

ORTA (à) mz, ` 

(e) u— (D y- E p 
TESE Y Q ye zt 

GD y=sin z sin—; o y=0 +07; 

(k) y= tir, | 

sp 


(a) f(z)fg al 时 的 左 , ARRAI, 24 x1 时 f(z) 的 极限 存 


ZEN: 


(b) Ka) 在 z—1 处 连续 吗 ? 
Ce) RELE ll. 
Cd R lim f(2) 及 lim foi 


12.6. 设 foe]? P 


(2) ok f(x) 在 “1 时 的 左 , 右 极限 ,f(z) dE 91 时 的 极限 存在 


Bs 


SC) ok fü). flag ooi 处 连续 吗 *? 
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(e) 求 fa) 的 连续 区 间 ， 

a Deel 
12.7. 设 fG)- | rl 

UL, Leri}. - 
Ca) o SONE et NEE, BLUR. Re) 时 的 极限 存 
”在 四， 
Cb) 求 fz) 在 z=1 处 的 西数 值 , 它 在 这 点 韦 续 吗 ? 
(e) E fC*) 的 连续 区 间 . | 

a—1, xal, . 
TOS m 
1,28 (ERES RAER ESR, FEE 

HIRIE. 


| 0, a, 

f . >, Oz mel, 

12.9. (Gas "| —&*p4x-2, Lesch 
d 4—u, I 223. 


(a) A XE 2 5k. FETE H A D DEZ. 
(b) Y 220, 1, 3 PF, EH CAE E E bo 
Ce) RRE S EE e e 
z, Om. 
. 42.10. RHA f(x)=42 Si 
Lao Jee d, 
Ca) TE ERO Pg SE SL ETE HO B cA IEEE. 
Cb) BS Ae) 是 画 数 的 什么 间断 点 ?如 何 改变 定义 使 夯 数 在 这 
点 连续 ? 
12.11*. Hi f(2)— ero mg 当 z 一 0 时 没有 定义 ,能 否 在 点 “一 
= 0 ES SC BR 忒 z) 使 夯 数 在 这 点 变 成 连续 ? 何故 ? 


"w 


Ld 
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12.12*. z—0 Bis y=2, 
ys 


二 1 的 哪 一 类 间断 点 这 间断 点 是 否 
+1 | 


可 去 的 ? 

12.13， 根 据 连 续 面 数 的 性 质 , 验证 方程 ”一 3z 一 1 至 少 有 一个 根 
介 于 1 和 2 之 闻 . C 

12.,14， 试 证 方程 sel 至 少 有 一 个 小 于 1 TERR. 

12.15， 试 证 方程 >= wa sim z+ 5, 其 中 am>0，6>0， 至 少 有 一 个 正 
H, + HE 88 pk b + a. 
12.16. E A y =aro sin u, u= e", v= — VE. RE y 323 z B) ER 


数 . 

12.17. 已 知 y= VIH, u=sin e, vlog z. RHY RA z BD 
ag 0 

12.18， 指 出 下 列 画 数 是 怎样 复 台 而 成 的 : 

(s) p= CL 25 (b) y — (are sinV 122); 

(e) y= (1-4) (d) y log, sin e2+1; 

(e) y= gsin'z. (f) y=are cos In (a32— 15; 

uu 
(g) ya T. (hb) y =src yz. 


第 十 三 章 导数 及 微分 


导致 概念 . 
13.1， 试 对 下 列 醒 数 求 增 基 之 比 22, 


(a) yola! Y 1, 427=0.1 时 ; 


[E+E] 20 ARMA We 


Chi s= y Zä oc H, Ax=0.01 H; 

(c) ëss V m, ° 当 =t, Age D.A. 

HEEXAC) v0; Cb) gC3); Co) yt). 

13.2. 根据 导数 定义 , 求 下 列 画 数 的 导数 : 

(a) yz? ET EAR 《by y =sin (32410); 

(e) y=c08 (203%, > 

13.3. HEAD y = 在 点 (2, OREA ADA. 

13.47 EZRM yai? EHE ABIUUIEBSSERSET 37 

13.5: 在 抛 畅 线 y EM ARA FEA: 

(a) 平行 于 Ox fil; (b) 5 Ox f gii, 45^. 

13.6.c 一 质点 作 直 线 运动 ， 它 所 经 过 的 路 程 和 时 间 的 关 和 柔 是 < 一 
—38741. xk £—2 BE IERI DE EE. 

13.7. 一 锥 形 的 细 铁 杆 , 它 在 [0, 2 一 盘 的 质量 为 

amd rote 2 le Get o 0 REO, 


求 * 一 8 处 该 物体 的 线 密 座 . 

13.8. tni — 4- ADU PARE RE Ra 7308, mam 1*0 时 其 单 
位 其 的 增 量 吝 称 为 该 轴 的 线 往 热 桔 胀 系数 ， 若 过 程 是 非 均 匀 的 , 设 1= 
—f(T) 《这 里 1 Bak, TRAE), WH T = To EOS ER PE PRU R 
BHEL 

13.9. A8 f(2)?h B Eric, E fC0) 存 在 ,证 明 FCO) 0. 


a! sinl, aO, 
13.10., C E% Tri v 


0, cs, 
UE +0 处 的 导数 ， 
, fssin 1, 2-0, 
13.11. CH geg fei . #z=0 处 连续 ， 查 
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在 *=0 处 导数 不 存在 . 


. Vi+æ—1 ezo 
13.127 证 明丽 数 o V. 在 «—0 处 连续 ， 
` O, xU : 
IH TE x0 处 导数 不 存在 . 
1 
13.13. Em ro ur ne 在 w=0 处 连续 ,得 
0, zl 


在 z=0 处 导数 不 存在 . 
13.147 mä y= [sin z| dg »—0 处 的 导数 是 否 在 在， 为 什么 ? 


求 画 数 的 导数 


13.15， 求 下 列 各 画 数 的 导数 (其 中 x, z, o 是 变量 ,6 b, e, mm. ps 
GË CAE 


(2) y=30—02 =p 1; O y=2V T+ + 
(o) y= E (d) y= va 3 (a$— V etl) 
` 2 . _ ar? bate 
(e) gy-(o1Y(v—1)5, — (D r= ELE 
13.16. ¡0 t. ga rc rer (i) 
223 ~3zt V z —l , Wl 
13.175 9) 28 c9 Y 8 1, GE 


13.18. «(Dog T, BOR ett at), s 


13.19. F(z)- — po HEED), FED, 


ziat Au 


13.20. UA (5- s) REC Ca). + 
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13.21. Pei, 一 t RE PG) POJ 


在 题 13.22— 13.196 中 求 各 画 数 的 导数 : 
13.22. y — (a3 —3x p 2) at4- 2? -- 1). 


13.23. yen X) . 


13.24. y=(1+ Vs X14 V2xy(14- V 35). 


z+ 1 = 
13.25. Ten: 13.26. M= pl D 
E UE E 
13.27. “aa 13.28. z Z= 
1 . 3 
13.29. seg SEES 13-30. y= Y) 
EE TEEN 
13.31. A 
41 
13.32. yy ++ Da). 
13.33. ye (z—aX x —b ee, 
2 I = 
13.34. Linz 13.35. Vi ez? 
-opa . Liane: 
13.36. e= 9 sin p+ eos p. | 13.37. y= 008 (225 " 
13.38. y -xinz. y 13.39. y=x tg æ—etg x.z 
Ve 1 1 
13.40. y EES 13.41. y= o . 
dini z—2 m y 14 V1 f lor 
1—In z In z 
13.42. VY—7ilinz* 13.43. y= z" ` 
da? 


13.44. #= zsin z ]n z. , 13.45. e 


t 
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A 
13.46. EEN 13.47. o-—z*10*, a 7 

13.48. y (a —ay. 13.49. ya 1. 
V1-—g2 
站 十 23Y5 u H. 
13.50. s- (CJ. 13.51. 95 
37 1 5 
13.52. Gd Yi 13.53. ú= (024042), 
13.54. y=3 sin (3045). 13.55. y=— = . 
V1—a? 
13.56. ys EVA, 13.57. yu Are. 
13.58. y= 1E”, 13.59. y= 
y iz 13.59. y Vara" 
lTM ' 
13.60. |= 1—Y2*. 13.61. y=e0822. 
. LZ aw 2e 
13.62. yt m 13.63. y—sec?z—igzm. 
ERI UE . j _ a T 
13.64. y= (wen 13.65. $—51gy tg s. 
13.66. y— sin? —.. etg. 13.67. 3 一 aze tg( x7). 
13.68. s= tgz— tg ei EI z, 
13.69. yz. ` 13.70. #—sin% z eos nz, 
13.71. y= V 1 + Ins z. 13.72. g:sm*(2x—1). 
13.73. y — (14 sin?z). 13.74. y—sin VIF, 
13.75. DIE 13.76. ger, 


[ETER], BAM 79 


13.77. y= V1-Fer, 13.78. y log, (&—83x*-F x). 
1 _ 1 

13.79. Geck cet 13.80. y= L + In "7 

113.81. y 21n3(22). 13.82. gy-In[In (In 2) ]. 

13.83. y 2x" In x, 13.84. y -3**, 

13.85. y=108 (3). 13.86. y=0s0 VIFTE, 

13.87. y=2h=, ` 13.88. y=1n tg a. 

13.89. y —sin (22). 13.90. yo ctg XT aT. 

13.91. y- in +? 13.92. y— — cse? (e3), 


13.93. y=ln(1+2+ Virpa). 

13.94. y-—see*CIn z). 13.95. y-sec(en t5, 
13.96. y =sin? (cos 32). 13.97, y=xwisin + 
13.98. y= WE SEN 13.99. y=sin 二 ee 本 i 
13.100. y — are etg (1 —a9). 13.103. y= V zy Voz. 
13.102. y-z-e?(sin z+ eos 2).13.103. y =e-?+c03 Bz, 
13.104. y-e-? eon (e-**). 


13.105. y=etgr last 001 


13.106. y=arc eos T, 13.107. y=arc eos V1— Sa. 


13.108. y=arcotg V wi—2r, 13.109. y=(are sin v}, 


13.110. y 0t 13.111. y=_ 
ZE - from cu 
13.112. y= V gare tg x. 13.113. y: a” 
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114. gem 13.115. y —z sin marc lg z. 
.116. eegne eos z— 1⁄1 m. 
.117. y= e: 13.118. y (ore SE 07. 
.119. y= ete 1— 625 + are sin es, 
.120. y=are ultr 
Ve 
.121. y= V 4r — z? + í are sin SCH 
.122. gy — enrete o, 13.123. y= Arsh(z?--1). 
(EE? ` 
.124. y=ure sin yit 13.125. y =Ar ch Çer). 
.126. y=(aro snc. 13.127. y BET sin >, 
2 aro eos z 
:128. y =th (In z). 13.129. y axe tg (th z). 
13.130. y—tih(1—2?). 13.131. y-—«ch(sh x). 
.132. y TE 13.133. ge oi? 
.134. y=(In 2)". 13.135. y=". 
.136. ya. 13.137. y (14 22) sins, 
.138. y=(sin ajos, 13.139. y lg FL 
^ 2+ 
y Se —3 wi 
.140. y= (—3zX3—ily 13.141. laz: 
. _ AZ fe Si . 
IEEE 15.143. y= (uo 
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+ a 
13.144. = ina. 13.145. y-—(x?—22z-4-3)e7. 
13.146. r=0»th6. 13.147. y-sh?z--ch*zx 
13.148. y-shzeethz, * 13.149. y- arc sin V/sin z. 
( 1—in d 13% 
13.150. y= sin? z * Lä. Lt. y —aro tg liz. 


13.152. y-—3eos?z—ecos?z. - 13.153. y—xarotg V Z. 


VU ef 

13.154. y cR 13.155. y=xwaresin (in zx). 

_ 1 _ 1 : 
13.156. VU dq) 13.157. y= n are tg ESCH | 
13.158. y=x=" yi- Vo. . 13.159. y—sin?csina?. | 

dy Lis 1 [ 
13.160 geld po. 3 eeu 
13.161. yc eg ET, ` ` 


D 
= 
AA 
mn 
c 
to 


1 sins3z— 1 sins 
. Y= sin 3x 5; 9m EES 


PM eos aro tg (ahg). 13.164. w-109*!227, 
13.165. y—e*cos*z«In v. » 13.166. .8 一 Im (In?(In?2)]. 


pal 
Eu 
— 
EN 
Ai 


13.167. =, 5): 13.168. y =(tg 2x) “ez, 
a z—55 Vz-2(3—zX* E 
13.169. y— Y. Doni 13.170. y= INTA | 


13.171. EE? 134 a? AË aro sin Z, | 


WI 


O AAA 


13.193. 


13.194. 
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82 iid 
13.172. y= Y dat Ain (z+ Vara. 
Y, WEE? 
13.173. y= E 
, en dne 
13.174. y=arc er EE 
y= arc tgr e == 
13.175. y—1n ME 
4 13.176. y —(sin z) > 十 Keogs x rin, 
—— Vi-sx 
13.177. ae Y ay aV x. 13.178. y In 1% 
Vitr 
> de EN 
13.179. z=x+ r+ z”. 13.180. y HDL Y —6 
A x41 
—Vmw 
13.181. y— cos? C ) 
Lt 
+ | 1 Leit ü , 
13.182. y KÉ t -5) 
, _ gee d a 
13.183. y= T +3 In tg T, 
13.184. y=V 1t:+sintz. 13.185. y=3/1+c08 6z. 
13.186. y=sin? Lann, 13.187. y= V T+ eos (aT. 
1 i 
13.188. y 2 In ———— —. 13.189. yin. —— .. 
A Vai PATA 
"a 1—e? _ 1 
13.190. y=In -——. BM your uy 
13.192. y=x—In (2414 V/e4-4e:-E1). 


yn tg —eig a» ln (1--sin 2)—2. 


gue EFAN, 
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13.105. y= 325. arcsin z+ (a22+-2) 1 —22 , 
Tx 


13.196. pel Its. 
在 题 13- 197—13.205 ri o Ae e DIC Sk: 


13.197. m nl. 13.198. +y3—3a ay —0. 
13.190. j9?-—3y-r-2uxz—0. 13.200. y —2xy+52=0. 
13.201. =vz= yz. 13.202. y? cos x — a? sin 3z. 
13.203. vos (zy) = x. 13.204. y-1-xe*. 


13.205. y sin xz — tos (m—w)= 0, 


导数 的 应 用 
13.206. fir y =>" E HUBER 2 —1 及 mm 一 8 的 二 点 ,过 这 
二 点 引 制 线 , 热 物 线 上 哪 一 点 的 切 绞 平 行 于 所 引 的 割 线 ? 
13.207. TENE y 0402 LM 6000 1% 5 y del 
平行 ? | 
13.208. 在 曲线 yx**(x 一 2》 上 哪 一 点 的 切线 与 模 轴 于 行 ? 
13.209， 试 写 出 曲线 3 一 z 一 二 与 横 轴 变 虚 处 的 切线 方程 ， 


|. 13.210. 试 号 出 垂直 于 直线 2a—6y+1=0 H 5 H tk yc 
十 3z* 一 5 相 切 的 直线 方程 , 


13.211， 试 写 出 曲线 9 一 ——— 


13.212， 试 写 出 曲线 y= 一 V2 与 第 I 象限 分 角 线 的 交点 处 
的 法 线 方程 

13.213. BMG ye RFT AC 一 3) 的 切线 方程 - | 

13.214. Jeder 上 求 -一 点 ， 使 这 点 处 的 切线 平行 了 | 
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13.215. RhA y=sin a 在 z= Z 处 的 切线 方程 和 法 线 方 程 

13.216、 求 曲线 y 一 zx In z 的 平行 于 直线 22-294 3= 0 f i Hx 
方程 

13.217. Miik y = Le ADA EC ER. 32 —y + 1-0 构成 


f 45% 
13.218. PEMER y= eta? E MEER m 0 RERO DER UR M t 
BEI TER 


13.219. RV y => 与 直线 30 —y—2=0 022 fg. 
13.220. RR h Y= Gh y= VA 00368. 
13.221， 求 二 曲线 的 交角 : 
(a) zt gte 8 Dr 2o; 

q 


zo. 2 一 EU y Li 2 3 一 2 
(b) gien E G+G=13 (O Pty sbar hy, 


13.222*. RIEP r +y =a? 上 任 一 点 的 切线 所 蕉 二 些 标 
DEEN A E o. 


13.223%. E EE 
轴 间 的 一 段 长 讼 等 于 常 教 a 

13.224*. EER 04 1=0 Sto E y 4m ER 
引 兜 物 线 的 法 线 ， 试 求 由 二 法 线 及 联结 一 交点 的 蔷 所 成 的 三 角形 的 面 
m. | | 
13-225*， 试 求 经 过 原点 且 与 沿线 9= ST 相 切 的 切线 方程 
HR: OBERE AA y o on, Wk RI A A A RARA ym e 
H x. ] WW 
13.226*， 证 明 肥 曲线 zy =a? 上 任 一 点 的 切线 与 二 坐标 加 组 成 的 
三 角形 的 面积 等 于 常数 . | 

13.227， 一 物体 按 规 律 12 PCo 的 单位 为 米 , # 为 种 ) 作 要 


xac ids As 
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线 运动 , 求 它 在 =? 时 的 速度 . 
13.228. 一 点 沿 直 线 运 动 , 由 始点 起 经 过 上 EIA 6 Co BJ 
TAXA l 


s= 8404 188, 


(a) 这 点 何 时 在 始点 ， Cb) 何 时 它 的 速度 为 0 

13.229， 将 一 物体 垂直 抽 上 ， 设 其 运动 规律 为 se 一 9, 妈 一 1.6#2(s 
的 半 位 为 米 ), 试 求 物体 之 速度 : 

(a) 在 一 种 钟 末了 时 ; (b) 在 5 种 钟 末了 时 ， 

13.230. --3RfERHED E A Efi, TE t R92 Pk j 3E $ñ BU BE HR 
a — 30 PCs BG 3S AO 问 其 初速 为 若干 9 EINE FI? 

19.231. ERA IE PL 500 米 处 离 地 铅 直上 升 ， 其 速率 为 
140 米 / 分 , 当 此 气球 之 高 度 为 500 EME, HOUR biz 8820921 fS H8 Ju 
率 为 多 少 ? | 

13.232， 旗 第 高 100 米 , 一 人 以 每 秒 3 ACUDE JETA, ITA 
men An, EZ BR W 2 Boe T 20 522 | 

1.233. "RH —^-K ^5 5 米 的 梯子 贴 靠 在 铅 直 的 墙 上 ， 假 设 其 下 
端 沿 地 板 以 3 K/P A E E BE DAE 3b M com 

(a) HAFAI 1.4 米 时 ,梯子 的 上 端 下 请 之 速率 为 多 少 ? 

(b) 何 时 梯子 的 上 下 上端 能 以 相同 的 速率 移动 ? 

(e) 何 时 其 上 端 下 请 之 速率 为 上 米 / 种 ， 

13.234， 一 人 走 过 一 祷 之 速率 为 4 公里 /小 时 ,同时 一 船 在 此 人 旗 
下 以 8 公里 /小 时 之 速率 划 过 ， 此 桥 比 船 高 200 A, P| 3 分 钟 后 人 与 船 
HABEAS 

13.235. 在 中 午 十 三 点 正 甲 船 以 6 公明 /小 时 之 束 率 向 东 行 , 乙 船 
在 甲 船 之 北 16 公里 ,以 8 公里 /小 时 之 速率 向 南 行 ,在 下 午 一 点 正 两 船 
” 相 离 之 速率 为 多 少 ， 
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13.236， 落 在 平静 水 面 上 之 石头 ,产生 同心 波纹 ,车 最 外 一 辆 波 中 
径 增 大 率 总 是 6 米 / 秒 . 问 在 2 秒 钟 末 被 扰动 水 面 面 积 之 增 大 率 为 多 少 ? 

E 8 厘米 时 ,其 面积 对 高 的 改变 率 . 

13.238. 一 截面 为 倒置 等 边 三 角形 的 水 模 , 长 20 0k, EL EP 3 
立方 米 的 如 度 将 水 注入 ， 求 在 水 面 高 为 4 米 时 水 面 上 升 的 速 度 . 

13.239. EKAR 米 上 项 的 直径 为 8 米 之 锥 形 漏斗 中 ， 其 速 座 
为 每 分 钟 生 立方 米 , 当 水 深 为 所 米 时 , 共 形 面 上 升 的 速度 为 多 少 ? 

13.240. 一 气体 依存 器 装 有 1000 立方 厘米 的 气体 ,其 压力 每 平方 
厘米 5 公斤 ,车 压力 以 每 小 时 每 平方 厘米 0.05 AREA GAR 
其 体积 的 增加 率 ，[ 提 示 : PF 一 0, 其 中 心 为 常数 ,了 SUE I LV HERR] 

13.241. ii B EE 18 厘米 项 直径 12 EXETER RRA 
一 直径 为 10 EX ZEBRA. 开始 时 漏斗 中 盛 满 了 水 ， 已 知 当 洲 
RERA REA 12 厘米 时 ， 共 水 平面 下 落 之 速 灰 为 1 厘米 /分 ， 问 
此 时 图 硅 形 简 中 之 水 平面 上 升 之 速率 为 多 少 ? 


ç 微分 及 其 应 用 
13.242. 已 知 y 二 3 一 x， 在 z=2 时 计算 当 Ax 分 别 等 于 0.1 

1 时 的 Ag 及 dy. 
(0 7 18.243. ME 9 — IC) 在 某 点 AL Ar 一 0.2， 对 应 的 画 数 坊 
z^ 最 的 主 部 等 于 0.8, 试 求 在 点 处 的 导数 . 
13.344. BARRE f)ar, LEX BUE ANE N È Ame 0.2, 
AAA BOR REO d: dite 一 0.8， 试 求 自 变量 的 始 值 . 
13.245， 求 下 列 各 画 数 的 微分 : 


(2) Vs Cb) y= 


0. 
UEM, (Co(d)g-P. 
(e) y Vo , C ) y q” 


(Ster 
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一 一 


(e) 8 一 (323 十 47 十 1)(a3— Lei 


Cf) y=(142—at)a, (g) y= gm; 

(h) y=5h tex; G) y= HZ, ~ 
(i) ae (C (k) y=3 Z+ 3354 T; 

(1) y=cos (27; (m) y — e* sinte; 

(n) y= 55, (o) y=ch 32; 

(p) gare tg (ez); 0 

13.246. FFAA ganz, 


OEC II 当 自 变量 4 由 所 变 到 错时 ; 
(b) g-eos? p 当月 变 最 如 由 60% 恋 到 60°30' 时. 


13.247. 
DIS. 
13.248. 


13.249. 


13.250. 
13.251. 
13.252. 
13.253. 
13.254. 
13.255. 
13.256. 
13.257. 


WORY z 由 45? 24 45710" PF BU y = tg z 8038 EL BD DE 


斌 计算 arc tg 1.02, arc tg 9.7 PIE. 
试 计算 /3-037 各 二 二 的 近似 什 . 

试 计算 aro sin 0.4983 的 近似 值 . 

BENE gl:01 BO ELE. 

试 计算 31.02 的 近似 值 

试 计算 logio 11 的 近似 值 . 

试 计算 eos 151? bue Hil. 

试 计 算 sim 29? 的 近似 值 . , 
BA (x)= 0000, 斌 计算 了 1.05) 的 近似 和. i 
HEM SEE, ENA BUSCREHKEISIEA ACTUS RE 


* 


画 数 的 微分 小 于 增 量 的 两 秘 不 同情 形 ， 


` 13.258. 


当 |z| 不 天 时 ,证 因 ; 


a 


88 数学 分 析 CETT 
(9) V Hamit; (b) tegen, 


13.259. 设 AO H|B|S A" 相 比 是 iz His 


AA EBESA IL 


Ae 


13.260. WAA PTA, 计算 $000 posi. 

13.261. PUREQ E y=z2—z Y x=10, H Ar=0.1 时 的 增 量 及 徽 
分 ， 计 算 用 微分 代替 增 量 时 的 绝对 误差 和 相对 误差 . 

13.262. % 


引起 的 相对 误差 ， 
13.263， 有 一 圆柱 ,高 为 25 Ro, PRA 2040.05 厘米 , 试 求 这 
圆柱 的 体积 的 相对 误差 及 圆柱 侧面 积 的 相对 误 盖 . 
. 13.264， 计 算 球 的 体积 精确 至 1%， 若 根据 所 得 体积 的 秆 推算 球 
IRE R, 问 相 对 误差 为 允 少 ? 
13.265. EF ERDERA 2.4-:0.05 米 ， 求 正方 形 的 面积 大 估计 
绝对 吝 荆 与 各 对 误差 ， 
在 题 13.266—13.269 rh, 计算 各 复合 面 数 的 微分 : 
13.266. y— A m2 5x, 01842841. 


-1 2-1 


13.267. y=3 2. 


求 计算 “所 


13.268. w= ez, 2 = In #, 1-24 3u4-1. 


13.269. y= m te. AIO sin v, u-cos 28. 


高 阶 导数 
13.270. go lada, y" =° Deg 
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13.271. fCz)= (82+10), $(2)=> 

13.272. Z= x oo x, y'=} y"— 

13.273. geän, y =p y= 

13.274. Peif Mo, 

13.275. F= are tg æ, ËU less 

13.276. y= Ine, y=} 13.277. p=a sin 2p, Bin 
13.278. Le E y" => . 

在 题 13.279—13.298 HARE 


> i : 1 
13.279. y=we". 13.280. See Sg 
13.281. y= V ast, 13.282. = 1 : 
. . a+ Vs Ñ 
13.283. y=(1+22) are tgæ. 13.284. ye, : 
13.285. y=tgx. 13.286. y--cos?x In EN | 
13.287. =-=. ` 13.288. y— din x. cost z. | 


13.289. y=sin z sin 3x sin 22. 13.290. y- Im sin z, 
13.291. y—srosin(asinz). 13.292. y==". 


13.293. y—sin (x--gX- 13.294. zy er. UM | 

. 13.295. s—1-tet. + . 13.296. e! E ay =e, y" (0) =? -d 

13.297. E firi a e 与 时 间 £ 的 关系 为 s 一 4 sin ot 

Gth a, a 是 常数)， 试 求 加 速度 与 时 间 + 093678 ERE . 1! 
E pots =0. 


13.298. UE a= fLe(2)) Jh f 8 e RAZA A, HE | 


90 Kin 14-381 


13.299. y -1—* 13.300. y—z In z. 


ita 
13.301. y-sin?z. 13.302. y—xe*. 
13.303. y=c08 z. | . 
13.304. 验证 图 数 y=4 cos In z 4-6 sin In z 38 sz my" 
+Hay'+y=0. 
13.305. SiE y — ez sin z HERRIA y" —2y 4 2y 0. 
` 13.306. ER, 满足 关系 式 =D". 


13.307. iE Büdk y= Hiem yy +1=0, 
Jes. Bit mue "Le" RS 


y, 1 1 
ayy" — Y =0. 


13.309. Mi y — cos es in e LA Ay y -yctt — 0. 
13.310*. idi: 


. A 
A er 
(2) Lie" y9 —( D au; 


(b) (sind zj cost seier arcos taa =). 


[ 提 茶 : (a》 由 数学 归纳 法 证 明 本 题 。 在 证 其 过 程 中 ,注意 有 (erea) = 


. ds ma 
= [Gone tyr]? ÉE SK —1) UA (bosin*z-4- cos*z—1-— sin” Ze 
“ *J- 2 " 


sin? 2x 


aL ap 


y =-—2 sin 22 cos 2r —sin Ax eos 12-7.) .] 


参 变量 方程 的 导数 
在 题 13.311 一 18.817 各 参 变 量 方程 中 求 y 关于 锋 的 导数 : 


vx 
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13.311. s«acos p, y=bsin p. 2 


. I 1 
13.312. x=n eng p, y-—ausin?* p. de 


l das 7 dæ! 
e DH E dy dy 
13.313. :—a(9 —sin pr, y —a(1—eos g). de da 
一 dy_ dy dy 
13.314. 1=1—8% y=t-8. de C des "dan? 


d 2 3 
13.315. 2=In(1+12), y=tareigt. Y, CL Y 
dx dix 
13.316. «cai yob. eripi: 
E " dy diy 
13.317. z= wa cost, y-at sint, ds da 


13.318. 1% z= V 1+#,y= V1 一 t， 求 还 : + 


13.319. je y=e' cost, a= etdin t ROEDER u— f(x) 满 
RARA Y by 20 —y). 


一 24 = a sin? t dy 
13.320. xr—aeosi4, Dog Sint, I E 


在 题 13.321—183.323 $, H£ i£ E C ir ER REES UTE 7; 8 F E 
线 方程 : 


13.321. 2=2e!, ye! fgt-0 Ab. 
13.322. s—sin?, y-oos BM fE i= Bb. 


3at 3at2 


13.323. e= | yo Y= q qa Et n2 hb. 


13.324. — Maid DL vo UK E RUR a PLU , dE 
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£= t 008 x, 


时 间 : ABRAZA, GE 


y = vy sin a -lgn. 


Aes B Copa PS 53k E Jr TAL BJ 3o ERE EC A BJ y EE; Ch) 
该 物体 的 速度 的 太 小 和 方向 ; CoD IK ZE D'Serie E, 


第 十 四 章 FER RAR 
9t 25 k ny REF 


PAE 


14.1. IED ER y 00440? 72010 在 区 间 [一 1, 27] 
上 的 正确 性 . 

J 14.2， 验 证 罗 尔 定理 对 画 数 v= in sin 在 区 间 | Z, D | 上 的 正 
确 性 . , . 
14.3， 蛤 证 拉 格 角 日 定理 对 于 画 数 y==In z 在 区 间 L1, e 上 的 正 
B. 

14.4. MUERE H ERA PA J(z)=sre tg z 在 区 间 Co, 1] 
上 的 正确 性 . | 

14.5. TR (0) Aen Paie 在 区 间 [o，1] 上 验证 拉 格 
EET CEA D 

14:6. RR JO) =P X PA) estt 在 区 间 Fi， 纪 上 验证 柯 
西 中 值 定理 的 正确 性 . | | 

(447. MES Sino 及 eC) metes, 在 区 间 | HE 
验证 柯 西 中 值 定理 的 正确 性 . 

108. HUELMA E y= pz? 十 gx 十 + 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 时 所 
RARA E 总 是 位 于 区 间 的 正中 间 . 


【第 士 四 齐 3 中 秀 定 理 , 导 教 在 画 数 研 狗 上 的 应 用 93 


14:9. 征明 在 [一 1, 十 1 上 aro sim z+ are cos == Ta ÉE Hr. - 
[Em GE 1) P. (aresin z 十 are cos 2)'—0, 故 在 【一 1 1) 内 ， 

are sin x--are eos c C, bk HEIR SE S S C.] . 

14.10. KARHE f(x) (2—1)(9—2)(2—3)(2—4) DS 
数 , 说 明 方程 (xw}=0 有 几 个 实 根 ， 厦 指出 它们 所 在 的 区 间 、， 

14.11， 应 用 拉 格 良 日 定理 证 明 , 当 > >0 时 ,不 等 式 nb 人 a 一 
—b «a^ — b'«znan-1(a — b) E n1 时 成 立 . 

14.12. Soho, 试 证 


a—b a -a—b 
«n p^ b . 
` 
14.13. Sep, 试 证 
m 
isl (ET 


14.14. 如果 ee 试 证 


KE _ KÉ 
_ er E a —tg B. gia" 


14.15. 证 明 下 列 不 等 式 : 

t(a) [sina—sin y |[«|x —y|; 

(b) [arc tg a—arc ig 5] «1a —5|; 

(e) NM zr 时 , eng, OI, 在 [1, 1 LAA 
BHH EAEE. ] 


FRR 
在 题 14.16—14.56 中 求 各 极限 时 ,应 先 判定 夯 数 是 属于 何 种 不 定 
A f 
14.16. lim unm um. dim >. 
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14.18. 
14.20. 
14.22. 


14.24. 


14.26. 


14.28*. 


14.30. 


14.32. 


14.34. 
14.36. 
14.38. 
14.40. 
14.42. 
14.44. 


14.46. 


数学 分 析 
一 1: 
lim + 14.19. 
X1 
. Së, g7? 
lim ana ' 14.21. 
. er 一 二 
lim SSES d 14.23. 
sin 3z 
lim Era 14.25. 
. In sim z x 
e CEST 14.27. 
lim "ere 14.29. 
. &--simy--1 
5. mügy c MAL 
m(14-2) 
im are etg + ` 14.33. 
lim (1—2)ig T 14.35. 
lim m etg 2x. 14.37. 
-4 
lim z? e**, 14.39. 


m-0 


2 I 
lim FS za] 14.41. 
1 
lim Bsmt 14.43. 
a Ki il 
Jim ( 十 WW . 14.45. 
lim (cosa) " 14.47. 


20 


[35-28] 


Bara 


In omg x 
m - . 


. Rin r— sin «d 
lim . 
z—u 


Z= 


In tg 7x 
"n. in tg 20" 


lim gm 
E tg 3a" 


lim [aC e* — 15]. 
130 
lim sin % 

m a? 

ln sin 3x 


lim —, 
£345 O Bin mz 


1 ER 

Ee lns mæl 

teo 
lim (i) . 
sq Y 
` 1 
lim {etg z)!a*, 
r+ 


d. 
im (55 2 . 
7-0 p 


E 


FEE EE] 


14.48. 


14. 50. 


pA 52. 


14.54. 
14.56. 
14.57. 


14.58. 


14.59. 
14.60. 
14.61. 


14.62. 
14.63. 
14.64. 
14.65. 
14.66. 
14.67. 
14.68. 
14.69. 


Hal, AAA LAA 95 


"I 
Jim io 22) ?. 14.49. lim (cos x) . 
moo m 
lim aioz, 14.51. Jim (tg 2)2r-". 
+0 M 
— 1. . 
mons am mm (i+). 
i aim a : In g 
"senz 14.55. M Im suu 


: Kéi 
lim(a*— pe) tg —, 
lima 9*)tg -za 


验证 极限 lm C sin pde, 但 不 能 用 罗 徙 塔 法 则 计算 . 


~ 泰勒 公式 
(z — 40 BO SERE R JE LA, at — a3 e — 3x A. 
Zort ës GUT ED, 074 34? — 2x + 4. 
ELI ESO pk EE EE 

f0=(—304 1». 

DARRERA (n) m x. | 
将 P(r)mai—225--1 展开 为 (x 一 1) 的 多 项 式 . 
当 aye 一 1 M RE go Dn 阶 泰 勒 展开 式 . 
RER = zez t) m Br E 35 pk IEA. 
menu EET 的 zn Br 33232 4k Et zÇ. 


REA ysin a 的 2n Br 3 ya 3 pk E. 
当 wo=2 时 , RR y — M 的 三 阶 泰 勒 展 开 式 . 
AU y — tg z 的 二 阶 麦 克 劳 林 展 开 式 ， 


op ”数学 分 析 (24-441 
14.70. Y z =0 IF GR Bit y — are sin x 的 三 阶 泰勒 展开 式 . 
14.71. BEHER 了 Cz)=23 In z fe 2=1 处 的 % 阶 泰勒 展开 式 

ERR 
14.72. Y mm 一 4 时， 求 画 数 y 一 2 的 三 阶 泰 勒 展 开 式 - 


14.73. uBIVicz-i14la—lak rh 0<0< 
2 ?  Jjae(1460xy 


«1l. 
14.74. 34 2.=0 Ib ER y= esinz 的 二 阶 泰勒 展开 式 ， 
14.75， 验 证 当 e 时 , 按 公 式 etm 1 十 z 十 过 AS 计算 es 


的 近似 值 时 , 所 产生 的 误差 小 于 0.01， 并 求 Le nizi, 使 谈 差 小 
于 0.01. | 

14.76. it Tei —325 22 2, fE x =1 处 应 用 泰勒 展开 式 的 

前 三 项 来 计算 SO. 03) 的 近似 值 . | 

14.77. Wb o)=05-204 50243, fE 2,2 处 应 用 泰勒 展开 
式 的 前 三 项 来 计算 fC2.02) 及 £0.97) 的 近似 值 . 

14.78. ib f(s)-2"—a9 4-27. BRE (21) RERI f(z) 
所 得 展开 式 的 前 三 项 ,并 用 来 计算 f(1.005) 的 近似 值 ， 

14.79. SHER y — In (1 一 z) 在 点 w= 去 处 的 HERR 


14.80. 应 用 三 阶 秦 勒 公 式 求 下 列 各 数 的 近似 值 ,大 人 情 计 误差 : 
(a) /30; (b) sin 18°, 
[7E SE c 


14.81. ¡EM y 208430212041 在 区 间 ( 一 2, 1) ER 
Ah. f 

14.82. EHAA y= Y 2z—2* 在 区 间 (0, 1) 上 单 再 增 大 ,而 在 区 
DC, 27 上 单调 减 小 ， 
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14.83. WEHR y= += 到 处 都 是 增 大 的 . 

14.84. LEBEN y oro 如 z 一 = 到 处 都 是 减 小 的 . 

14.85. ¡ni y= ERORA a0 的 任何 区 间 内 都 是 
mim 

14.86. AE MR y= 32? —92 ha HONRA. 

14.87. PER y=0 - 2e —5 的 单调 区 间 . 

在 题 14.88——14.99 中 , 求 各 西数 的 单调 区 间 : 

14.88. y-(x—2Y(224-1)*. 

14.89. y 2 A/(Zx —ayu—sp (a0). 


14.90. Y=- — 7 ;—- 14.91. y- x—e*. 


14.92. g—3x?—1n z. 
14.93. y=x—2 aing (0221). 
14.94*. y=2sinx+c08 ie (022). 


14.95. y =x+4008 z. 14.96. y=In(x4 V4 27). 
14.97. y -zVax—z* (a0). 
14.98. y—z—1In(14-z). 14.99. y Z(x—1Xz-r1». 


Tr 14.100—14.105 Y JENA PERN E VS P: 
14.100. 2V all (r1). 
14.101. =>In(142) (20). 
2(z—1) 
14.102. hz> (r1). 
14.1083. 145 ln (w+ Vi y) VIF (x0). 
14.104. (14) > E (220). 
14.105. arctgr<íz (20) arc tgry>s (20). 
14.106. FE w=ax( 其 中 970) LARA: DR Z: ARA 
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[5 — g] 


((O=In0- an ye RAS (In 7) 1, msi (In) 150, (im h)-1=0 
R(In 1.) - 170 三 种 情况 分 别 决定 In zac 有 几 个 实 根 ,] 

14.107， 试 证 方程 sin x 一 x 只 有 一 个 实 根 . 

14.108. WIEHE ig eme 在 各 个 区 间 (nm C4) 内 只 有 
哗 一 的 实 要 ,其 中 % 一 1, 2, 3.…. 


GE E 


在 题 14.109—14.145 中 , 求 各 画 数 的 极 慎 : 


14.109. y —225—32*. 14.110. 
_ 8a? + dd 
14.111. Y 一 -天 十 3T ` 14.112. 
14.113. ye 1L*3*. 14.114. 
HAL 5z? 

14.115. y -x—1In(1-4- 2). 14.116. 

14.117. y=(# -5 EFD. 

14.118. y-x?1n x. 14. 119*. 

14.120. y==4% (a0). 14.121. 

14.122. y =e, 14.123. 
14.125. 


14.127. 
14.129. 


y = 28? — 6r? —1 8# 4 T. 
证 3 Lc 


a VEF. 


y= 


y-—r—lIn(1-4-a2), 


Y = e“ 008 x. 
多 一 于 十 下 1—z, 


= 


Hr ze" 


qq ly a3». 


yz Hin z, 
g-2zs—ln(4x, 


14.131. y —223-- 322 — 12x11. 
14.123. = dai ei, 
- 134. 14.135. y= —at-4-2z*, 
14.136. y —zt-—82?4- 2. 
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14.137. y=3%*—125%+4+2160x%, 、 
1 
14.138. y—2—(x—1*. 14.139. y23—2(x4-1)*. 
_ ow? —9z4-2 2 (2—2X.3—2) 
14.140. #= s ar 2° 14.141. Y= o 7 
14.142. y-—2e*-re-*. 
14.143. y cos z-Lsin z (-5««xi) 
14.144. y==x4tgx. 14.145. y=e*sinz. 
14.146. iRiEH in R Wu #k y= ary baa cod WEB fp 如 一 


一 3ac<0( 共 中 705, 那么 这 个 画 数 没有 极 值 . 


14.147. 
KE 


试问 5 IEN RR FC) ma sin z + sin 82 fe 
PERMAN. I ARCA. 


在 题 14.148 一 14.161 r, 4 BB EDESA] E D cA 8 c] 


LG 
14.148. 
14.149. 
14.150. 
14.151. 
14.152. 


14. 153. 
14.154. 
14.155. 
14.156. 


14.157. 


y -—ac5—22z54-5,[ —2, 2]. 
g-2zH-2V z,[0,4]. 

y —25—Ssxt--5a74-1,[ —1, 2]. 
多 一 33 一 322 十 82 —2, [—1, 1]. 
y-—V100-—a? (—6x2«:8). 


1—z-r-z* 


(0241), (620, 5-0). 


æ Im 
nl gr T 
y-—sum 2z— z (<<). 


y=2 tg z—tg2= (o7). 


100 ERA [$748] 
14.158. patt (0. Leem), 
14.159. y= (a Aen (0523). 
14.160. y= aretg iT? (Oczos 15. 


14.161. y =—3at4 621 ( —2& x2). 


最 大 值 和 最 小 值 应 用 杂 显 


14.162. 将 8 分 为 两 数 之 和 ,使 其 立方 之 和 为 最 小 . 

14.163， 要 作 一 个 底面 为 长 方形 的 带 其 的 箱子 ， 其 体积 为 72 JH 
米 9) 其 底 边 成 1:2 的 关系 ， 问 各 过 的 长 怎样 ,才能 使 表面 积 为 最 小 ? 

14.164. AERA 8x5 厘米 ?的 长 方形 的 厚 纸 ， 在 各 角 前 去 相 
两 的 小 正方 形 ,把 四 边 折 起 成 一 个 无 差 盒 子 ， 相 使 纸 盒 的 容积 为 最 大 ， 
问 能 去 的 小 正方 形 的 边 长 应 为 多 少 ? 
”14.165， 设 有 底 为 等 边 三 角形 的 坦 福 体 ,体积 为 7, 要 使 其 总 面积 
为 最 小 , 问 许 边 的 长 应 为 多 少 ， 

14.166， 一 个 无 盖 的 圈 往 形 大 橘 ,已 规定 体积 为 ， 要 使 其 表面 

积 为 最 小 , 问 圆 三 的 底 补 径 及 高 应 是 多 少 ， 

14.167. 要 做 一 个 圆锥 形 的 漏斗 ， 共 母线 长 20 座 米 ,要 使 其 体积 
为 最 太 * 问 其 高 应 为 多 少 ? 

14-168， 试 求 肉 接 于 中 和 色 为 的 球 的 体积 最 大 的 图 柱 体 的 高 ， 

… 14.169*， 试 求 内 接 于 中 径 为 户 的 球 的 体积 最 大 的 圆锥 体 的 高 . 
20 14.470. Z+ ALB 和 0 不 在 同一 直线 上 ， 二 48C “60%， 汽 车 
34 80 公里 /小 时 的 速度 由 4 向 万 进行 ， 同 时 火车 以 50 公里 /小 时 的 速 
Rh BIO HERI. du AB=200 公里 ,向 运 动 开始 儿 小 时 后 汽车 与 火 车 
的 距离 为 最 小 ? 

14-171， 试 求 内 接 于 个 径 为 了 的 件 回 的 周 长 最 大 的 短 形 的 边 长 . 

14-172. "要 使 肉 搂 于 一 个 什 径 为 及 的 球 内 的 圆锥 体 的 侧面 积 为 最 


(Ste? bes, Siess Ef Vo . 101 


大 ;加 圆锥 体 的 高 应 为 多 少 ? 

14.173. "EB EJ XE— E ns PO, DIRE, MECE 
两 个 玲 标 轴 上 的 截 距 都 为 正 , 且 它 们 的 和 为 最 小 , 求 这 直线 的 方 积 . 

14.174. ARABIA el WEISEN ER 
EG 

14.1735， 从 贺 上 戴 下 中 心 角 为 上 的 履 形 卷 成 一 圆锥 疹 ， 问 当 “ 是 
何 秆 时 ,所 得 回 锥 体 的 体积 为 最 大 ? | 

14.176， 求 作 一 具有 体积 『 而 他 部 表面 积 为 最 小 的 圆柱 体 ， 

14.177. Kapi RR TEE LH DEN. E DI RE 
的 周 长 为 一 定 , 试 确定 中 国 的 个 径 和 年 形 的 高 ,使 所 通过 的 光线 最 为 讽 
EA I 

14.178. #E—JUO55 E BEER E et, EF U 2E 
处 要 留 “ IL, AASR b 厘米 宽 ， 若 只 注意 节约 纸张 , 则 以 如 何 尺 
寸 的 篇 幅 最 为 有 利 ， 

14.179. RAR, 总 高 为 3 米 ,顶端 阐 为 上 米 ， 问 二 
长 与 莫 长 各 须 若 二 ,才能 使 其 下 于 的 长 及 两 各 之 长 的 和 为 最 小 ? 

14.180. F—PELA R PJ RIV poo TE — XT pl Ez Z m, T 
能 使 广场 周围 的 路 上 照 得 最 施 y*〔 灯 光 的 亮度 与 光线 授 射 角 的 余弦 成 
正比 ,与 光源 上 距离 的 平方 成 反比 ,而 投射 角 是 经 过 灯 所 作 垂 直 于 地 面 的 
直线 与 光线 所 夹 的 角 . ) | 

14.181. —3 1.4 AENA E, ëng kä 
WE 1.8 米 ， 问 观察 者 应 站 在 距离 墙 多 么 远 处 着 图 ,才能 最 清晰 ( 即 视角 
最 大 .而 视角 是 观察 图 片 的 上 底 的 视线 与 观察 图 片 的 下 峰 的 视线 所 夹 
ft fi. i 

14.182. SA PETRA 75 涅 处 ， 以 每 小 时 12 RRR 
向 西 驶 生 ， 而 轮船 乙 则 以 每 小 时 6 ERA. MEL 
El) PRA En 


i k . a a 
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14.183， 有 甲乙 二 城 , 甲 城 位 于 一 下 线形 的 河岸 , CRH 40 公 
里 , 乙 城 色 嵌 的 延 是 与 围城 相距 50 公里 .两 起 在 比 河 边 会 设 一 水 厂 取 
水 ,从 水 广 到 甲 城 和 己 城 之 水 管 费用 分 别 为 每 公里 500 元 和 700 元 . 
问 此 水 厂 应 设 在 河 边 何 处 ,才能 使 水 管 费 用 为 最 省 ? 

14.184， 从 南 到 北 的 铁路 干线 经 过 甲 城 与 己 城 ， 两 城 之 间 的 亚 离 
为 15 公里 , 某 工厂 位 于 忆 城 正 西 2 公里 处 ， 现 要 从 甲 城 把 货物 运往 工 
三 ,在 铁路 线 土 的 运费 每 公里 3 元 ;而 党 公路 上 的 运费 每 公里 5 元 ， 为 
了 使 货物 从 甲 城 运 到 工厂 的 运费 最 省 ， 应 该 从 铁路 干线 上 的 何 处 起 修 
筑 通 到 工厂 的 公路 较为 恰当 ? | 

14.185. FIJA USE DM E ACE (E 8 Jc E n A, HB 003810 CHE) 
为 wu zz es 和 验证 ， 应 由 表达 式 == 780 Sd 
才能 较 好 地 表述 该 需 件 的 长 度 ， 亦 即使 * 与 % 个 数据 的 差 的 平方 和 
(e= +s e Cw 一 wn 这 h. 

14.186， 两 动 点 以 速度 v. 和 vs AAA, BEBER 
坐标 轴 正 向 相反 .开始 时 它们 的 位 置 分 别 是 《ae, 0) 和 (0,53， 求 两 点 
间 最 短 的 距离 . | 

14.187. —J EIB a 公里 处 ,分 需 涛 入 浴 从 给 距 渔 艇 
3 弹 公 里 处 的 海岸 渔 站. 如果 迁 信人 步行 每 小 时 5 公里 ， 船 速 每 小 
时 4 公里, 间 应 在 何 处 登 岸 再 走 才 可 使 抵达 兆 站 的 时 间 为 最 省 ? 

14.188， 例 壁 俩 玫 的 水 模 用 三 块 等 宽 的 
AGETUR. Db BE ze led tre f a (如 图 ) 等 于 
E HDI RAR? 
14.189， 设 有 重量 为 已 =5 公斤 的 物体 ， 
置 于 水 平面 上 ， | 
受 力也 的 作用 而 开始 移动 (如 图 )， 设 摩擦 
UK 上 =0.25， 问 力 加 与 水 平 线 的 交角 a 
EE EECHER 


一 ` 1 


(tz o- 


_ 
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14.190. 有 一 杠杆 的 支点 在 它 的 一 端 ， 而 在 距 支 点 1 米 处 挂 一 重 
A 490 公斤 的 物体 ， 王 时 加 力 于 杆 
的 他 端 使 杠杆 保持 水 于 ， 若 杠 柱 林 P 
BrAREEI iE RM 5 AR, REA —— 1% 一 一 | 
DETEKCE). 
14.191. — Kk 4 Sr SEP IE IB 490 
耗 煤 的 费用 与 火车 行驶 的 速度 之 立 
方 成 正比 ， 已 知 当 速 庶 为 每 小 时 20 公里 时 ， 每 小 时 消耗 之 煤 价 慎 40 
元 ， 肥 于 共 他 费用 每 小 时 需 200 3. [8p TE AT UR BOE HE n i] + Be E K 
车 从 甲 城 江 往 乙 城 的 总 费用 为 最 省 . 
14.192*. 一 弹 在 宏 中 射击 (不 计 空 气 阻力 )， 其 弹道 方程 为 y 


ma LADO ,这 里 原点 取 在 此 强 发 射 之 点 ， 共 中 因为 曲线 在 原 


点 处 之 切线 寿 率 ， 

Ca) 首要 此 弹 击 中 同一 水 平面 上 最 远 距 离 的 目标 ; 

Cb) 车 要 此 弹 击 中 300 米 远 处 一 过 均 墙 璧 上 的 最 大 高 谭 ， 问 各 之 
EEE 


E A DILE A 

14.193， 试 说 明 曲 线 yi 25 529 — 152-130 在 虚 (1, 11) 及 点 (3， 
3) 05 noue. 

14.194. Wiki yoo tga f (1,7) os (- 5-1) 
近 的 四 性 . 

44395. iik gor nz 在 点 (1 ORA (o E) 邻近 
的 四 性 . 

14.196、 试 证 明 两 数 g=z aro tg o 的 图 形 是 处 处 向 上 四 的 、 

14.197。 试 证 明 面 数 y= InCa?—1) 的 图 形 是 处 处 向 下 四 的 ， 
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在 题 14.198 一 14.216 中 , 求 各 面 数 的 图 形 的 揭 点 及 向 上 叫 向 下 四 
的 区 问 : . . 

14.198. y-2—52z?-.-83z —5. 14.199. y=(2=+1)'+e*, 

14.200. y-r4-.3627—229—533. 14.201. w-—-(zr4-2)*cT2x-r2. 


14.202. y (a>0). 14.203. y—a— XV x—b. 


= > 
ESCH 
14.204. y=1n(22 4-1). 14.205. win (a0). 


14.206. y—a—&(sx—by. 14.207. y= eare ig r, 
14.208. y=x1(12 In z 一 7). 14.209. y=, 


14.210. y—-1—2*. 14.211. y—2?—32z2—9x- 9. 
14.212. y=(2--b). 14.213. ys. 

1 
14.214. VS a pit 14.215. HEGER + 
14.216. y=xe-". | 
14.217. ilii a= Py 3H HA. 
14.218. méig 1] ASA TRA 


(1.219. f a X b AMIA, CL, 3) 为 曲线 9 一 aaa 十 bzz (049 
点 ? 

14.220. Uy f(x) 在 sor, 的 某 邻 域内 具有 三 阶 连续 导数 ， 如 
E Pai, f") —0, ifi f" 0/550, 试问 z==, 是 否 为 极 值 点 ， 为 
dän Aleo EDERA: 为 什么 ? 


SES 
在 题 14.221—12.237 中 , 求 各 曲线 的 渐 近 线 : 


n 


(By 


14.221. y= 14.222. y=0+ 


al —iz4-5* 


LATAR] 


14.223*. 
14.225*. 
14.226*. 
14.227*. 
14.228". 
14.2305. 
14.2325. 


14.234. 
14.236. 


在 题 14. 


14.238. 
14.240. 
14.243. 
14.246. 
14.248. 
14.250. 


14.252. 
14.254. 


Hil E BB, SA Ek AS Hi 


niet) 2 一 33， 
y? =m + a, 


14.224^. g3 mata. 


y? (a2 4-1) eat (x1 — 1). 


(rx lm EE 


i 
af 


y=r In (+z). 14.22932. y= pe 

y=ze 1, 14.231^. y=xwaresecx. 

ne + arctg =. — 44.233. y=. 

"Guys 14.235. y=e*—1. 

y=ln z. 14.237. y*(x--24)—a?—a*, 
HA AE AAA 


238—14.267 中 ,对 各 画 数 进行 怪 面 讨论 着 给 出 它们 的 图 


© A 
y=e *, 


y=xwe"*, 14.244. y 


z—1 


sl” 
z=z—I "n(z+I). 


y= 


y=xt—22—5, 


y = 20 — Ja?, 


14.241. z Dn sin x. 


Dos 


14.239. y "ter 


a 
14.242. Tip" 


14.245. ys Aa +2. 


zi 
14.247. 
14.249. 
14.251. 
14.253. y= 325— Bei, 


14.255. oe 
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14.256. y - ^ 14.257. y =w—2 aro tg z. 


s? —1" 


14.258. y= + 4a, CIL. y 


— BEE 

(414.259. y= s 14.260. y=we + 
14.261. y=w=*e"*. 14.262. y=“, 
14.263. y= In (2*4- 1). 14.264. y=. 
14.265. y?=x%+1, 14.266. y2=x(x—1Y, 
14.267. y= 572 

COB x 

"iE RO o 


在 题 14.268.—14.274 中 , 求 已 知 曲线 在 指定 点 处 的 曲率 : 
14.268. Mi xy —4, 在 点 (2, DA. 

14.269. YE y-—1x—27; ERTU Bb. 

14.270. y —- In(z-- V l+), 在 坐标 原点 处 . 

14.271. w=a cos? f, y — G sin? £, Tg i=, 处 . 

14.272. x-a(cos t+ sin £), y -a(sin i—i cos 2), 在 t= B. 


514.273. r=00, (EAE 8 k Cr, 0) 处 . 
)Y x 
p^ y- |, aree at, 在 z=1 Kb. 


z = 382, 
4.275. TT I 


14.276. be elt acera RO RUM B 8 
AE $a. . . 
14.277. 求 曲线 y 一 jn w b de AUR AE AS 


LIGNE NEIN 
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14.278. i f(x) 为 二 院 可 微 的 丽 数 . 证明 上 曲线 n fO) f 
PKz, 幻 处 的 曲率 可 以 用 表达 式 天 一 |sin G | 来 表示 ,其 中 是 曲线 在 


de | 
点 卫 的 切线 与 模 轴 正 向 所 夹 的 角 . 
14.279. Rihi y= n x ES z 轴 变 点 处 的 曲 牵 贺 的 方程 . 


14.280. Xil vete» tris (Cs 1) 处 的 血 率 加 的 方程 


方程 的 近似 解 

14.281， 验 证 方程 J 一 2 一 8% 十 12 二 0 有 一 个 草根 %1 — 一 3 和 一 
个 二 重 根 zs 一 2. 

14.282， 试 证 明 方 程 23 一 8x? 十 6z 一 1 一 0 在 区 间 (0, 1) 内 有 唯一 
的 实 根 ,并 求 这 根 准 确 到 0. 01. 

14.283， 试 证 明 方程 + 302—2-2=0 只 有 两 个 实 单 根 , 分 别 位 
FEEC, ACO, DR , SEoR HL XC EE EUR A ZA 0.01. 

14.284， 试 证 明 方程 2 十 2x* 一 6z 十 2 一 0 只 有 两 个 实 单 根 ， 2 HJ 
位 于 区 间 C0, 1) 及 (1, 2) 内 ， 才 结合 琵 位 法 及 切线 法 求 这 二 根 精 确 避 
0.01. . . 
14.285， 试 证 明 方 程 04504 1=0 ER fa] ( — 1, 0) 肉 有 了 叭 一 的 实 
音 根 ,并 结合 豆 位 法 及 切线 头 求 这 根 精 确 到 0.01. 

14.286. HAHH zt —4x +20 的 根 ,要 求 精确 到 0.001. ' 

14.287. EKE f(x)—245—2—0.2—0 ALEXA CL, 1.12 内 
的 根 的 近似 值 . 

14.288， 求 方程 = 一 好 * 一 0 包含 在 0 和 3” 之 间 的 根 的 近似 信 ， 


14.289， 计 算 方程 sin x 一 1 一 x 的 根 ,要求 精确 到 0.0001. 
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第 十 五 章 TEBRA 


15.1， 一 曲线 过 原点 ,， 虽 在 每 一 点 的 切线 的 料 率 等 于 2m， 试 求 这 
曲线 的 方程 
15.2， 在 积分 曲线 族 g= | Sarde 中 , 求 一 通过 点 CV，5V3) 的 
ha. | | 
15.3， 试 证 面 数 y 一 In Les mn e DR EELER ER 
15.4. WIEME y= Cere d yo Cet e IE FL DEE 
Bi. 
15.5. EIER et, erha 和 etch 各 差 一 个 常数 ， 基 证 明 


所 给 的 每 一 个 函数 都 是 -| ERR. 

15.6， 一 质点 作 直 线 运 动 ,已 知 其 速度 为 8 一 sin ot, 而 且 el 
=s0， 求 时 间 为 6 轩 物 体 和 原点 间 的 距离 s. 

15.7， 一 -质点 作 下 线 运动 ， 已 知 其 加 奸 府 为 4 一 12#9 一 3 sin i, jn 
果 n = 5, s= 一 3, 求 : 

(2) v 和 MBA 

(b) a ft t AKARAK- 

, 15.8. 在 平面 上 有 一 运动 着 的 质点 ， 如 果 它 在 名 轴 方向 和 9 th; 
HARRESIA vasi sint, eQ--2c081, X 了 to 一 5 ylimo=0, 
k: . 

(a) 时 间 为 二 时 质点 所 在 的 位 置 ; 

Co) ADHA PL 


简单 未 定 积分 
在 题 15,9 一 15.81 中 , 求 出 各 不 定 积分 ; 


(a- bz ys de. 


2 
15.16. (c 

j 

j 


15.17, LEA go 
a ^ 

15.19 da, 

15.21. Qi ar. 
Vicar 
E MEA 

15. ail, =+ By Š 

15.25. | erda, 

VAS - 


15.27. Le: de. 
m 
sos? e sinó  ' 
z 
1 + cos T da 


a, um 


. | asa + 1) da. 
ERD ZE, 
V 
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15.10. | ov Täs. 


15.12. | Vray. 


E 


VA YQ LY 41) de, 


15.18. EE dz. 


--15.20. 3 212942 go, 
出 一 


2 


Enc 


LEE de, 


15.22. | 


15.24. Í 3% dr: 


15. a p erst us 


15.28. Í 2 sina Z de, 


008 2x 
- — de, 
eos x — sin z 


15.30. | 


meon combo Een lla 


HERPA 
在 题 15.32 一 15.89 中 , 求 出 各 不 定 积分 
15.32. Le am da. 


15.33. ja 


uo 数学 分 析 EEN 


de 


15.34. | y, 15.35. | ¿2 


15.36. | (a+ ben dz, b0. 15.37. | si 32 da, 


15.38. | eos (a— Bz) dz, BF0.15.39. | Ba dz. 


15.40. Les da. 15.41. | 1022 da. 
15.42. | 277 da, m0. 15.43. LI dz. 
， + 
15.44. | eh (225) dæ. 15.45. | 
sin* (224^) 
15. 46. UTILE. I . - | UM 
| = Bai 15.47 | VA gr 
1 
15.48. reg 15.49. | s de 
15. 50. | 一 一 一 -一 一 15.51. —. 
yl > j 4490 
(2z2—3) de edo 
15.52. RM 15-53. [aapt 
: : aida — -. 
E 15.54. LE, 15.55. (2VT=2%dz, 
15.56. | 22VFFT dz, 15.57, (aya da. 
da a9 da 
15.58. | -2 .59. . 
| j Var BD 
a? dæ : z de 
15.60. Joa AI. 15.61. ¡[E 


15.62. Let es) da. 15.63. | er æ da. | . 
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15.64. L eeu dx, cQ 15.65. | In E q, ` 
ete 8 l 
15.66. f. 15.67. ze 
dr — N " B ( (ero tg eg i 
15.68. eur seo ge DONE. 
15.70. | 15.71. | cos? g dz. | 
(are sin s Vie ` . 


15.72. | sint z de, 15.73. | eos? z sin? x dz. 


E) 


de 


aa dy ^ lat +4) 


15.74. $ sin: 3x sim ba da. 15.75. | eos? qz dz. 
15.76. | sinse eos" g de, ^ 15.77. 2 z dz. 
15.78. | tet xd. (oam. E 
7 ` JJ (1-22) 
C asa a PC | 
j V 一 本 | (zz 十 oz 各 
i í 
: V gi a de: - : 
15.82. | as. 15.83. j = | 
15.84. 15.85. (749 | | 
yas w2 C 2 85 j (i422 : 
15.86. | aaa dz. 15.87. EET dz. | 
15.88. (Edo. | 
M | 


Í de ON ] 


15-89, 1 PE [提示 。 . 
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Quo ESCH 
分 部 积分 法 
在 题 15.90 一 15.104 中 , 求 出 各 不 定 积分 : 
15.90. | sin 2x dæ, 15.91. | z sh z dz. 
15.92. | ze~s da. l 15.93. | = cos oz da. 
15.94. | atar d. 15.95. | In z da. 
15. 96. LII 15.97. | a" in z dz, ns 1. 
15.98. | aro tg a de. 15:99. | æ aro tg a de. 
15.100. | axe cos z da. 15.101. (d cos n2 da. 


15.102. | 22m (142)ds. 15.103. | 22 az, 


15.104. Í (arc sin zy de. 


换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 杂 题 


在 题 15.105 一 15.169 中 , 求 出 各 不 定 积分 : 


de 


15.106. 。 
J Vetit Vz—1 


zc 
15,105. | ame. 


eos A 


15.107. j a^ em dz. 15.108. Loan 


H 


: sin? x 
15:109. Lee zez de. SW O 


15.111. | (tgta+tgta)de, 15.112. Vus) da 


UU. 


o 
x 
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15.113. [552 ar. 15.114. V Las, 
.1 1 
15.115. PIA 15.116. Lars 
ene Ë i dz 
15.117. | as. 15.118. | — zT | 
15.119. | SE T dæ. 15.120. E sin x cos x dx. | 
15.121. Le costa de 15.122. [+ tg? = da. 
15,123. | z2o082 w dx 15.124. Las oh?z dx. 
de d (3341) de 
15.125. a 15.126. A 
de lo x 
3427. V. E .128. 2% de 
15.12 LE 15.128. (75; 
15.129. | de. 15.130. | costa de. 
15.131 In BEER 15.132 x! dz: 
ka ge cos? a: U^ gx 
de de : 
15.133. m 15.124. lat | 
` 1 de 
. ñ dr . ñ A : 
15.135 | z. 15.136. | s. 
; dx f dr ` 
15.137. as 15.138. PAAR 
de dr 
15.139. | —— ==. 15.149. 1 or 5: 
dr dz 
15.141. [ — % 15.142. | — Ho. 
j V l6z2 4+-8z+5 : | Voz? —6x—1 
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15. 


15. 


15. 


15. 


15 


15. 


15. 


15. 


15. 


15. 


15 


15.163 


15. 


15. 


15. 


.161. 27 Tra 


ztl dz. 
1 =g 


143. E 


211 


Vox? —1 


_(6z—5) dx 


145. | 
147. P 


149. | sin In z de. 


. 151. | etg (241) de, 
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15.14. ELS dz. 
2z4-3 
15.146. t 
luus 
e da: 
BJS | reca 


15.150. 


| cod x coa 2e cos Ba da, 


152. | gin (22-5) eos (5-1) dx. 


153. | cos 1997 de. 


1554 I etg x each x de. 


VE 
157. V dz. 
V = 
de. 


159. LS quom 


x? da 


14-2237 


165. | VA — az az, 


167. Í e”? de. 


169. E z are RET da. 


— Zeie Ek eben 


15.154. | tg? z sec? z da, 
15.156. | Vai da. 


15.158, ja VÀ ad da. 


rb 
15.160. | += 
da 


15.162. | IFE 


Ti 
15.164. | em 


15.166. | Va? patda. 
raro sin e d 


15.168. 
Vs 
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分 式 有 理 本 数 的 积分 
dE. 15. 170—15.189 中 , 求 出 各 不 定 积分 : 
15.170. | de. 15.171. Va de. 
15.172. (Las, 15.173. (2 de 
mm T 

^ a ..241-- 3x? Ya -|- 4 

15.375. | “+ a 
` Ar de- +3 m a? — 3242 
15.176. Voy e (15.377. 和 z. 
15.178. | dz. 15.179. au. 

as de 
15.18. | ap e 15-181. lato 
15.12. V 275. 15.183. (2%. 

zz dx ` de 

15.184. (Ez. | 15.185. | 

dz 
15-186. DS 


22? — 4: —3 
15.187. | Gor eps 


D Ar _ du 
15.188 ka as. 15.189. Vaz: 
ESI 6 E Eo o: 


TET 15.190—15.198 中 , 求 出 各 不 定 积分 : 
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15.199. 
15.192. 
15. 194. 
15. 196. 

I 


15.198. 


Berg 
de 
| 3+ eos x* 15.191. 
aia 15.193. 
Kë 
) ras: 15.195. 
de 
|. == 15.197. 
| dz 
sin z+ tg 2 ° 
简单 代数 无 理 式 的 积分 


[355—581 
f de 
2-rsin r° 
dæ 
Enor 


| da: 
S sin m— cos =+ 5° 
Sinz 


io sin z 


在 题 15.199 一 15.223 中 , 求 出 各 不 定 积分 : 


15.199. 


15.201. 


15.203. 


15.205. 


15.207. 


15.209. 


15.211. 


15.213. 


OE as. 


V z+1 
(一 之 = 一 a 
m(V z + m) 
dx — — GH, 
Vaud. b+ m * 


| | wdr 

Get 1)2 Ca 108 

E da 
1-27 


y Ë 

1+%2+1 

Vai Vi 
qn 7^ 
Marii 
Vz--i-4i 


dz. 


15.200. 


15.202. 


15.204. 


15.206. 


15.208. 


15.210. 


15.212. 


15.214. 


(— 
Vm + z 


(ood 
a V m + Ma) 
V2zY!,, 


mi 


T" 
zi z—2 


|. e az. 
Er 


| 1—zds 
Las m 

| dæ 
(24-3) V14-x 
VERRE 


(Size 


15.215. 
15.217. 
x 

15.219. 


15.221. 


15.223. 


z dx 
V 5 十 了 一 22 


| dx 
zx? Län .—2x--1 


| de 
Maz T 
EA ME: 


15.216. 


15.220. 


[d+ Jde. 15.222 


Í z de 
YEA 


# A 


15.218. 


Í da 

Dees 

| — 1 —_ dz. 
atv l+ x2 

| de 
la 

. (GUI as. 

3 


= 


.224— 15.280 中 , 求 田 各 不 定 积分 : 
15.225. | sin? zx Y eos mo de. 


| cos Zx 
1 + sin z 009 x 


de. 


| tgp eos! p 
sin? p 


15.227. d ates 
15.229. reme 
15.231. fa esca 
15.235. ERA. 
15.237 EL 
15.239. 1A 
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ett dr 
EWEN 15.241. lata" 
15.242. | esns da 15.243. | vaz. 
15.244. | EL. 15.245. | — e 
: (WE "TL a— rl 
15.246. E az. 15.247. | 
x P DEZ — 
. de dx 
15.248. a — 15.249. | LI 
| eta x 2—8im > 
15.250. |. zT Lord Sai | 2F 
de de 
15.252. (sin z+ 008 xy ^ 15.253. "Wn 222 sin z `° 


15.254. í BA de. 


= meat 


15.256. jm (z+ VITH dr. 15.257. (LED an, 


15.258. E In (1+2) 


Val 
de. 15.259. | sent de. 


15.260. j SES sino gs 


EZ 


15.262 arc ig a d ` 
202. pese as 


15.264. | m sin V m dz. 


15.265. re a. 


ez da | 


. 元 wor, du a 
ES ki 3 Vies 


15.263. jor tp V xda. 


— £ oU dt 
ES A ue Lac 


MEUM A - É. ¿Sa Ma irr ra NENNEN 


no 
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15.266. | EZ da. Libor, 4 z=tgt.,1 
_3rc tg% y arc sin z dz. 
15.267. |: da az. 15.268 |== z 
e27 de _ vro 
15.269. j. ES 全 < 下 -.| 
15.270. | <T ge, 
| (1-22) 8 
15.271. (995 V 9 dz。 [提示 ， v s =t.] 
: vis 
15.272. | VE Ina da, 15.273. | sin da. 
— de 
15.274. | aro te(14 V x a. 15.275. 人 
Va x B apr VR 
15.276. | Las. ES TEE ar a| A as 
A a sint, | 
15.277 ha 
T Ki 
de 2-2 
5.278. Y. — z: UE . 
15.2 | ee E MES +. | 
! de f 
15.279. . ma 4 2—a=(b-a)jsintt, 
| [ Cry CEPS, La, rat )sin*+.] 
15.280. ¡y [提示 ; 4r 2+4=(b —a) sh*+,] 
V(2+ aX x+ b) . 2 
15.281. £H | aro sin c dz | are eos wax， 并 解释 所 获得 的 结 
HR. | 
15.282， 对 于 | sin 2e de 可 以 这 样 来 求 ， 
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| : 1 - 
sin 2x de 一 > Í sin Ze d( ie" 
EC. Í sin 2x da: = Y cos Ze Ae 但 另 一 方面 也 可 以 这 样 来 求 : 


| sin 2x da —2 [ sin z d( in x) — sin? z+. 


AAA ERA 8. 


ERTME 


16.1. DAME y, 直线 = 一 3, z=6 和 模 轴 所 
ES zt B] li yb MEZ BU TRI SECAS. FEUR ER TR RC BH GE 

16.2. REPRESA y 41, 直线 aa, amb, 
(5>> 四 及 横 轴 所 围 成 的 面积 . 

16.9. 自由 落体 的 速度 v 等 于 gt ， 试 应 用 积分 定义 求 前 5 Säi 
内 所 落下 的 距离. 

16.4. 把 质量 为 x 的 物体 从 地 球 表 面 升 高 到 高 度 为 的 位 置 ， 需 
psh: 用 定 积 分 表示 之 [地 球 吸引 物体 的 力 按 惧 下 的 规律 来 硝 
i fengin er m des E DU R Et, Abt, 表 地 球 中 心 至 
PEHK]. | 

16.5.， 故 射 性 物体 的 分 解 速度 "是 时 间 # 的 面 数 e ett, iR 
CT BEBE Ek A D i bF B| o 到 T. 所 分 解 的 质量 m. 

(s) 用 积分 和 式 表示 共 近 似 佳 ; - 

(b) MRA RREA. 

16.6. 直接 应 用 定 积分 定义 计算 下 列 积分 : 
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5 1 
(a) | z de (a<b); (by* NI da; 


2 q. . 
` Ce)* em HET. (b) 将 积分 区 间 分 威 % Eg. (e) 使 分 点 的 坐标 虚 几 


有 级 数 1, m, ma … m^, 其 中 m=2".] 


定 积分 的 性 质 
16.7. HAOR HR EMRE FARA ARR: 
(a) j ado 还 是 Lage (b) a dz 还 是 Lage 


(e) W in z de 还 是 Lo ¿des 
1 1 


(d) W In rde 还 是 NC 2) das 


Kä 
16.8， 佑 计 下 列 各 积分 的 信 : 
(a) j (241) dx; (b) a Trsin? s) de; 
T 
(0) W z arc tg z de; (d) " eis da, 
73 ° 


16.9. iub Emi y=204 30+3 在 区 间 [1; Tt, 


16.10. di Hm J 在 区 间 CL 8] 上 的 平均 值 . 


上 限 ( 或 下 限 ) 为 变量 的 定 积分 


16.14. E y- | sin ade, 270,277 了 及 x= ; Hm s 


16.12， 试 求 西数 vo |, crus 对 x 的 一 阶 导数 当 “一 1 时 的 
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16.13. TRABE LR RE, XERCEIRID E A 
H - 
何 ; RE y= VIFA de h e SB. 


16.14， 求 由 参数 表示 式 2 sint di, yl eost di Pi tr sE ih 
EE y xT MA 

16.15. ok , et dt 4- , eos 1 dt=0 所 决定 的 隐 画 数 对 于 = 
的 导数 Y, 

16.16. Yo HARE eich. ze-* de Xp BS 

16.17. Vf sage ERRE 2 EH GEMA HB] 1— 0 3f 
#ú 3 秒 钟 后 ,物体 经 过 18 Eie. ARE s 和 和 时间 t nde. 

16.18. — HAB, Can v2: 4 (BOE / $9). JQ 
求 在 前 10 秒 钟 肉质 点 所 经 过 的 路 程 . 

16.19. 一 是 边 梯 形 是 由 错 物 线 yg 一 “3， 横 轴 和 变动 着 的 但 逮 终 平 
ZA Sne CS rb pp, DOR BodL PEE D PL HARE As 及 微分 da 当 
` £=10 H Ar=0.1 HPA. FRIA ADA BRA AE 


HERA CIE PI SLICE 323) 
在 题 16.20—16.38 中 ,计算 名 定 积分 : 


16.20. | zda. 16.21. L re — =+ 1) de. 

16.22. NEE 16.23. 和 (ce 二) ae. 

16.24. r Vx da. ^— 16.25. y VA C14- V z ) da. 
«3 dæ 3 de 

16.26. | rpa 16.27. Y, VIe? 
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=0. 


16.28. $ 16.29, LZ 


ü SE? ` ü VA mg ` 


b Zei 2 21 
16.30. NCC 16.31. LOUP 


16.32. NC tea te) " 
aa 


(1202 


E I x . 
16.33. (a 22) 22) da." 16.34. |, te28d8. 


1 F 
16.35. NIA 16.36. |, sin 9 eos o do. 
* * 
16.37. | (1 —sin* f) 40. 16.38. | eos? u du. 
n x 
* 


16.39. Wt k 为 正 整数 ,证 明 人 cos te dz 一 0 S _ sin hr de= 


16.40. 12,1 AE, B. kl, 证 天 
(a) y cos Er sin la de = 0; Chi y cos ka cos la da = 0; 
(e) 人 sin Ee sin Iz de =Ü, 


16.41. i$ k AERE, 证明 人 cosi ha dz 一 人 及 人 sintkeds= 


一 如 


在 题 16. 妈 一 16.52 中 ,用 分 部 积分 法 计算 各 定 积分 : 


16.42. enar. 16.43. |, = sin z de. 
e T 

16.44, Í x In z dæ. 16.45. | e” cos æ de. 
1 ° 
£l i 

16. 46. L In (24-1) dz, 16.47. [z aro tg = de. 


E. 
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16.48. Tee l 16.49. [T arsin z dz. 

# n 

* 2 
16.50. | ell oos x dr, 16.51. | 2 1oga z de, 

o ， 

5 ada 
16.52. Vë, 

E 


在 题 16.53 一 16.80 中 ,用 换 元 积分 法 计算 下 列 定 积分 : 


-18 
-1 dx de 
16.53. Dates 16.54. Jj ZG 
16.55. ee z da, 16.56. N cost x sin 2e der. 
D D 
ZS : 
16.57. | sin (75 —es ar. 16.58. [sint Cot+ po) dt. 
o 
Lann Ja € 1+ ne , 
16.59. | cer ter da, 16.60. [^ TPS as. 
L da L da 
16.61. LZ. 16.62. LZ 
0 da 3 dx 
16.63. e, . 16.64. NU 
y 
4 de 1 x? 
16.65. Liner 16.66. Los, 
16.67. V E. 16.68. 人 一 de . 
` -I y5—4Àx Vas 14 V(zr+ 12 
“E "ds 3 de 
16.69. Y de _ 6.70. VC LL do. 
y sv x1 1 | 


16.71. Ü 4224. 16.72. V V cat yide, 


[€ T AX 定 积分 

16.73. | av Bd. 16.74. W Qd 
a ° Và3e?—rt 

16.75. | LE. 16.76. |, la 
1 zi l+ In z s 7 

D s de z de 

16.77 Mao" 16.78. au 

16.79. 8 cog? 2> da, 16.89. , sins % dz. 
0 n 2 

16.81. EM: HE [—a,a ] EJ) BE e H. 248 B42% , MI 


16.82. 


， 利 用 面 数 的 奇偶 性 计算 人 
TF 


MIOLLINWIOLS 
证 明 ; 车 在 [一 %,4] 上 fC) ESA Vs x, W 
" f(x) da 0. 


i Bro sino de 


Via 


利用 而 数 的 奇偶 性 计算 ma 


s (lag) de. 


. RJO #E[ —5, ë J] REE, 试 证 


V. fa) da = 1 fc —2) da. 


GU esimadao. — 16.88. Ü” acoso 40. 
-7 


1 
N 1 dx [^ de 
ECH Vita Gen 


214322 


1 1 . 
ien P ana adem Pra ca) na. 


， 试 证 胃 人 9) az =2 (22) dw， 共 中 人 Cw) AER 
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在 题 16.91—16.116 中 ,计算 各 定 积分 


16.91. 


16.93. 


16.94. 


16.96. 
16.98. 


16:90. 


.16.101. 


16.103. 
16.105. 


16.107. 


16.109. 


j i m 


E sim 二 
y a? - de. 


5 
| 4a? cost 9 då. 
Q 


16.92. | 


3 
| cos t sin (2t SH CA 
is 


16.95. Ne eos 20 —1) 40. 
D 


16.97. í. (wx sin z) de. 


Leen e dx 

D 3 

" rti + x dz. 16.100. b — I _ 
H 9 WVz+9— V x 
K 16.102. V eos x —eos? m da. 
E 


L VIE ds, 


D 
| ig! p do. 
D 


kp : 
"= a-l dæ 
o. Gi aem 


上 
16.104. [— 
x 


1 Vira 
10.106. (° 10? zdz. 

2 de 
16.108. LZ 


16.110. res sin de, 
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16.111. 8 in (z+ Va a) dz. 


_1 p 
(7 1—r*? 


wm LC, 16.13. [Y ¡rar 
> de a de 
16.114. j E. 16.115. Love 


H EE gin? y 
16.116. j. In z] de. 


16.117. XB yl (oix 2d 的 极 值 和 它 的 图 形 上 的 
ima. 

16.118. Xm AN 
与 最 小 值 。 f 

16.119*. i$ fü) 为 连续 西数 ,验证 


E (sin z) de= y fsin z) de. 


3r+1 


Z= kr de 在 区 间 LO, 1] 上 的 最 大 什 


2 
并 应 用 所 得 的 结果 计算 积分 全 Ae pm Arer] 
d zs 
16.120， 利 用 适当 的 代 换 证 明 | Loose PII de, 


16.121. E fCO ERA mak, uem VP f(t) a ot 
RIOS LI LIS MO 
16-122. W FC) 是 以 2 为 周期 的 连续 西数 ,证 明和 ”f(z) dz 的 


WH 5X. 
16.123. ig f(r) É [e b] EERE TRAHI, WEB: 若 


, f(x) da =0, 


128 Saak LELI] 


则 f(x) Epa 5] EESTE. 
16.124. MBA IR e —sin t 两 种 方法 计算 积分 
(Caty dala HERR) FERIER: 


1 KE Lin 
y E F DA 


_ SE (27) 
m+l — 1.3. 


He EN 


DEE 


EEN 
把 积分 区 间 [0, 二 分 成 十 等 分 ,分 别 用 年 形 法 ,梯形 法 和 六 上 生 法 的 近 
似 积分 公式 计算 的 近似 钊 ,计算 到 小 数 点 后 三 位 。 
16.126. Gn eT. REBIER [0, 1] 分 成 十 等 分 ， 
分 别 用 矩形 法 梯形 法 和 考 卜 生 法 的 近 候 积分 公式 计算 的 近似 值 , 计 
算 到 小 数 点 后 三 位. 

16.127， 把 积分 区 间 分 成 十 等 分 ， 用 下 生 公式 计算 下 列 积分 的 
近似 和 恰 ,计算 到 小 数 点 后 三 位 ; 


(ay t VÀ ada; (b) j. Vida da; 
. 16.128. RRF ERA MTEMI I) 的 值 计算 积分 
NEOLITDI 


广义 积分 


在 题 16.129— 16.154 中 ,计算 下 列 各 广 闵 积分 的 值 或 判断 它 的 发 
散 性 : | 
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16.129 NE? 16.130. NE de 
= +e 
16.131. (^ ¿ede (a>0). 16.132. | 党 
Te da +a 
16.133. NOT 16.134. Lin Y 
16.135 NI 16.136. y A, 
D Me daz 
16.137. Ú iy 16.138. 人 EY 
16.139 NS - dr. 16.1490. NE ze" dæ, 
oC lte 
16.141 人 sin z da. 16.142. EDT 
D 
16.143. | me de, K rh n YEH. 
lada 2 de 
16.144 |, Vica 16-145. |, (ay 
16.146 人 3 eo 16.147. W de 
NIE a Ce af 
2 da e ` de 
16.148 í SE 16.149. 2 = 
Us 
z da £ dæ 
16.150 >= RE 16.151. NE 
E de 
16.152 | = ur 
b da 
16.153 m Di 
e (es CCRN Caca) 
16.154. Ü z da (a<b). 


= Vo —a Xb—x) 


一 一 一 一 一 HEN 
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16.155. Sx xo Bd, RA NS eos bz dx >b Me ko SC STIR 20 
0 
6 


16.157. 4 k DIER. GAR (0>a) Me o A 


KE 


Gen ay 


PTEE ERANA 


F AER 


_ 17.1. A y 4-5, ER “= 3.x=5 BH 
成 的 图 形 的 面积 . 
17.2， 求 由 曲线 y=zxe-"， 横 加 及 直线 e= 0, 2-1 BIR WEE 
的 面积 . | 
17.3. 求 由 明 绕 w= mn xr, 处 轴 与 直线 y= In æ, y= In b(b>a>0) 
Bt E nc ELE ñb Bl $R. 
17.4， 来 由 抛物 线 y—3—2x—2? 与 PSA E CH ELTE BJ) HEB. 
17.5: Ep (z —1)?— —8(y —8) 与 横 轴 所 图 成 的 图 形 的 
面积 . | 
17.6， 求 曲线 Y =(14— 0) 与 级 轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 - 
17.7， 求 三 式 抛物 线 gen 及 直线 # 一 2 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
17.8， 求 抛物 线 y = —+40—3 及 其 在 点 (0 — 3) AA (3, OAE 
的 切线 所 围 成 的 图 形 的 面积 . | 
VDO. Finn ae RIEN (E P) ARI e h 
图 形 的 面积 . 


[第 十 七 查 ] 定 积 分 的 应 用 131 


积 。 

17.11. KA y*—A(x--1) 及 y!—4(1—2) BH NB E] JE Ba 
面积 . | 
17.12. RE vo ili y=x y =2 所 图 成 的 图 形 的 面积 . 

17.13. än y DIN vr 成 两 部 分 ,分 别 求 这 两 
部 分 的 面积. 

在 题 17. 14—17.21 中 , 求 各 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 ， 

17.14. ei e. 17.15. y!-z:—3*. 

17.16. x=a 008 i y=a an t, 

17.17. ema 609 L, =a sina t, 

17.18. r=2a cos B. 17.19. r=a sin 30. 

17.20. r*—a?sin 28. 17.21. r22a(2 Leg 8). 

17.22， 求 摆 线 2=0(t—sin t), y - a(1 — cos 的 一 拱 与 横 轴 所 围 
成 的 图 形 的 面积 . 

17.23， 求 对 数 螺 线 "一 we? ERE dn, 0— 所 装 成 的 图 形 
RTII. | 

17.24. RHH r(l+eos0)=a iiS 0-0 k 0= 27” ER 
的 图 形 的 面积 . 

17.25. RAAHE 12008 20 — 0? 和 直线 9=0 E (== RRA 
图 形 的 面积 . 

在 题 17.26 一 17.28 中 ， 求 两 曲线 所 围 成 的 图 形 的 公共 部 分 的 
面积 : 

17.26. r=3 cos 9 k 113408 ð. 

17.27. *= V 2 088 E r2= V 3 sin 20. 

17.28. r= V 2 sin g Pk r?= e08 20. 


17.10. Gili y= s y=e"" 及 直线 z=1 所 围 成 的 图 形 的 面 
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17.29. R Pihis r =a E r =a(14sin? 22) Bir ES] p (0) Fe] ERA. 
17.30. [F| "sl Eok r=14008 9 £r 3 IK pH EB r cR XII Bb 2r 

的 面积 . | | 
17.31. Rh RHEE (C? py? =P) BrER H CR + 

+s: 一 二 内 部 的 图 形 的 面积 ，[ 提 示 : eo aei] | 
在 题 17.32 $0 17.33 中 ， 求 已 知 上 出 线 和 它 的 渐 近 线 之 间 的 图 形 的 

面积 : | 
17.32. y=xe 5. 17.33. y = 


P 
2u—zr' 


体 积 
在 题 17.34 一 17.38 中 , 求 已 知 诸 曲 线 所 国 成 的 图 形 按 指定 的 轴 施 
转 所 产生 的 旋转 体 的 体积 : 
x? 


17.34. "Lt gm db o0, E y hH. 


al 
Ce, sr omg 
17.35. ^; prod, 分 别 绕 = 辅 及 % Sh. 


17.86. y= S Cei 4079), a0, aa, $ z dl. 


17.37. et, säi, £5 x ff. 

17.38. a*4(y 99 =16, £85 $8. — 

17.39. 证 胃 圆 锥 体 的 体积 为 其 底面 积 与 高 的 乘积 的 三 分 之 一 . 

17.40. Pl— FHE PZA r HER AAA 求 被 截 下 部 分 之 
EFR. 

17 .41， 求 摆 线 z= alisin £), y=4(1 cos £) Yy— HERA o 
ft ELE Ze x 轴 旋 转 记 成 旋转 体 的 体积 . 

17.42. GR iR ay =a (0770) 与 直线 2 一 x 一 %4 及 3 一 0 DND 
的 图 形 绕 O> fite Bär pe HE B E 32 E hu k t. 

17.43*. ERIC. 42) p o DE Er E Y HERE MUA 51252 po 
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17.44*， 求 心 形 线 r= 4U + eos OMER 0— 0 E 0 = Bi ric El 
形 绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 。 [提示 V=r tdm + emr cos a= 


=4(14-cos 8) cosg, 则 y —r sin 9=4(14-e0s 8) sin 8.] 

EHE 17.45 和 17.46 中 ， 求 已 知 曲线 所 围 成 的 图 形 绕 指定 直线 炮 
转 所 成 旋转 体 的 体积 : 

17.45. P+4y=0%, f r= —b (b>:2a>0). 

17.46*. z?7—94?—2, Lë V 2, x-py-3V 2 J yz £&y—x. 
[提示 : eme T] 

17.47. B-ri, BEP o 10, HPH = 一 5 Pin 29 JE, m 
垂直 于 长 轴 的 截面 都 是 等 边 三 角形 . 求 其 体积 ， 

17.48， 有 一 立体 以 抛物 线 y^ =2= 与 直线 + 一 2 所 转 成 的 图 形 为 
底 ,而 垂直 于 抛物 线 轴 的 截面 都 是 等 边 三 角形 , 求 其 体积 . 

17.49. RAPED e 的 正 网 柱 体 被 通过 其 底 的 直径 而 与 底面 成 
o 角 的 平面 所 截 ,得 一 个 辐 术 槐 , 求 其 体积 . 

17.50. DEn Ae) 为 底 的 柱 体 , 镍 一 个 通过 短 轴 而 与 底面 
E a MAATE RRENA KER. 

17.51*. — ECH CSC AAA) K E ASEO E 
3A. [提示 ; 设 两 个 柱 面 方程 为 Py? aa, MET z 轴 的 平面 
截 立 体 得 正方 形 ,] | 


17.52. ëm 2 ec) 的 体积 . 


17.53. RÆ 2c (o>0) Meng Li =2= 之 间 的 部 


分 的 体积 . 
17.54. RIRH a7 py pa^ 9 与 旋转 锥 面 822 之 间 的 部 
分 的 体积 . 


134 


LASS ETI (Ss) 


"Pun di 32:69 SIL 


在 题 17.95—17.63 rh, RE Aa £x. E RES BW — EE gem 


K: 


17.55. 
17.56. 


17.57. 
17.58. 


= Tr. 


17.59. 


17.60. 


17.61. 


17.62. 
17.63. 


" p 
y? —2 pa, 11400, os (S. »). 
y= lat In z, f z=1 E e, 
4 2.7 


y= m (1 —223, B ef E r= $ 


w=0a(e0s ¿+6 sin t), y—a(sint—tcos £, H 6-00 


m= aro tym in(t4-125, fj l=0 Z: t=1. 
z = et sin d, y=e' eos t, E t=0 至 t=. 
PLoS pas H 9 = = -p. 
rÜ=1, Y 0- EI, 
r=a0, 4 0—03 0= än, 


在 题 17.64—17.67 中 ，, 求 已 知 曲线 的 全 长 : 


17.64. 


17.66. 


17.68. 


I 2 3 2 
x= d cos f, y =a sin l, 17.65. z? +y? =a?. 


r —a(1-4-eos 60). 17.67. y-V Long z de. 
“E 


TEER z =0(t-sini),y=0(1—c081) 上 求 分 摆 线 第 一 拱 


的 长 成 1:3 的 点 的 坐标 ， 


17.69. 


在 星 形 线 z = a cost, y=asi!l 上 已 知 两 点 ACa, 0) E. 


B(0, a), sk M Hodie AN LAB. 
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定 积分 在 力学 及 物理 学 上 的 应 用 
E 


— 


a 


17.70， 按 万 在 引力 定律 ， 两 质点 间 的 吸引 为 为 了 一 % 一 5 一 :为 


EE, mi, m 为 是 质点 的 质量 ，7 为 共 间 之 距离 ， 车 两 质点 mi, ma 起 
MERA a, 质点 m REBT m 为 b 之 处 ， 试 求 所 作 之 
Zh boa). | 

17.71. BR, EA r, AAA Q, 与 82, HANE 
拒 之 力 可 由 库伦 定律 PRO (b 为 常数 ) 计 算 ， 设 当 一 50 厘米 时 ， 
Fe 克 重 , 仿 两 球 之 距离 自 了 一 75 厘米 变 为 *= 100 RE, 求 所 作 的 
" | 

17.72. 弹性 体 所 受 压 缩 之 力 F ig RYE É m zB] XR c e E 
律 了 一 kz 计算. CARR AAA BEA SEI 5 克 。 
ds Ë 80 厘米 缩 至 .60 JEDE T EIS T 

17.73. HEM x 一 ct? ERRED, Za 为 时 间 内 所 通 
过 的 距离 ， 媒 质 的 阻力 正比 于 速 谭 的 平方 ， 试 求 物体 由 zx 一 0 m >= 
点 时 阻力 所 作 的 功 . 

17.74. PRET r 米 的 华 球 形 水 池 ， 其 中 充满 了 水 ,把 地 办 的 水 
SE DUROS SEES Ir 
| 17.75， 有 锥 形 赃 水 池 , 深 15 A, FL £8 20 米 , gh, LA 
KE HEDEF 0 

17.76. 6 —KBUJE Rn BUG, 器 满 了 水 ， 如 果 桶 高 为 3 米 , 其 上 
下 旗 的 半径 分 别 为 1 米 及 3 米 , 试 计算 将 桶 中 水 吸 尽 所 耗费 的 荔 . 

17.77.， 若 钞 的 比重 为 2, ARMA PRA rk, EA MORES 
圆锥 形 动 堆 , 问 需 作 多 少 功 ? 
17.78"， 叶 径 为 的 球 沉 入 水 中 ， 它 与 水 面相 接 , 球 的 比重 为 1， 

E 


£ 
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X dE ERA do ELA, AE or: ROA 


RAE A 

17.79. ATI, p 20 米 , 高 16 米 , 铅 直立 于 水 中 , 车 它 
的 上 这 与 水 平面 相 齐 , 求 术 作用 在 闸门 上 的 压力 . 

17.80， 疗 门 的 形状 为 等 腰 梯 形 , 铅 直 立 于 水 中 , 闸门 的 二 水 再 的 
边 的 长 分 别 为 200 米 和 50 米 ， 而 高 等 于 10 E 若 较 长 的 上 话 与 水 的 
自由 表面 相 齐 , 试 计算 水 对 曾 门 压 为 的 大 小 . 

17.81. RAEE LME Jy, XX REBATE IR DS RIE, PEA a 
米 , 且 查 径 与 术 的 表面 相 章 . 

17.82. min mee, Zb 24 和 20050), 此 薄板 的 
一 半 钠 站 沉 天 水 中 ， 而 其 短 轴 与 水 的 表面 相 齐 .计算 液体 对 此 薄板 每 
向 压 为 的 大 小 . 

17.83. — He? e, Ad MS AER, 垂直 地 沉没 在 水 
中 ， 顶 在 下 ， 底 与 水 面相 齐 ， 试 计算 功 板 每 面 所 受 压力 ， 如 果 把 它 傅 
放 , 使 它 的 顶 与 水 面相 齐 , 而 底 与 水 面 平行 , 草 压 力 又 如何 ? 

17.84. EA 8 OK, 高 为 6 厘米 的 等 腰 三 角形 片 , tyi ahir ar 
在 水 中 ,项 在 上 , 诡 在 下 且 与 本 面 平行 ,而 顶 高 水 功 3 厘米 , 试 求 它 每 面 
BEER 3. 

17.85. ADE, 10 2E, RS, 闸门 的 上 
过 平行 于 水 面试 求 : Ca) 水 面 在 闸门 顶 上 8 米 时 间 门 所 受 之 压力 ;fb) 
MAPLE EA, MA MIA AA 

17.86， 边 长 为 4 和 5 WAER, SEDE o paar, 
KARTA m TR h Ah. Gah 流体 的 比重 为 w, 求 薄板 每 
面 上 的 液体 压力 . 

17.87， 将 一 王 面 落 板 重审 放置 水 中 ,证 明 此 薄板 所 受 的 压力 等 于 
该 薄板 的 重心 处 的 压强 与 平面 薄板 的 面积 的 乘积 . 


C5 A31 EI = 137 


17.88. 一 物体 作 查 线 运 动 ,其 速度 由 公式 “= V+ E/H AH, 
试 求 物体 运动 开始 后 10 移 内 所 经 过 的 路 程 . 

17.89. mx AB 是 均匀 的 ， 粗 出 到 处 一 样 ， 共 长 为 5, 质量 为 
M, ER agi E EE FF e Hebr Ab URDU m BO JK R0. ES 
PA EDIprE 

17.99. 一 导线 长 为 21, 均匀 带电 , 电荷 线 密度 为 0， 求 在 导线 的 
中 垂 线 上 与 导线 距离 为 & 处 的 电场 剖 许 . 

17.01. IRA B IL, JC^P. 4528 a. Bopp BEDS. =, TERR 
rot» B. i EC TCR IRL P Fr oO, Ub FREE bz Bug ER A 5, 求 在 此 点 的 电 
场 强 度 ， 当 0>0 时 ,电场 强度 如 何 ? 


ETAT HW 


TEE 18.1—18.7 ih 5H 0258 ARM: 


18.1. È ar 18.2. 33 or 
18.3. X Len, 18.4. ER 

18.5. 3 con | 18.6. > E m) 
18.7. > VETT 


在 题 18.8 一 18.17 中 , 写 出 已 给 级 数 的 一 般 项 ， 


1 1 1 
18.8. 1+ 写 十 本 二 也 十 …* 
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18.9 zi 34810 jt à* 
18.10. LH 4 
18.11. -L404- 124 4. 
18.12 titu 18.13 itti . 
18.14. In 
WEE 

Ma zV = q? 


18.16. —— gig. Rede f `° 


a? oi ai g 
18.17. eebe art, 


在 题 18.18 一 18.32 中 ,利用 几何 级 数 , 调 和 级 数 的 族 散 性 ,以 及 无 


窃 级 数 的 基本 性 质 ,判定 已 给 级 数 的 敛 歼 性 ; 


18.18. ro 18.19. EE 
18.20. ++ +z -+ 

18.21. 11421 +31 +4! +- 18.22. € 十 二 十 二 十 …。 
18.23. trt gt 18.24. 34 40 

18.25. LA bibe. 18.26. e 


2 3.4 1 1 1 1 
18.27. 1+- ++. 18.28. Att tt 


tatar] 级 X 189 


18.29. 2 十 -二 十 二 十 二 十 …， 


1 o 
18.30. (s) (eR) (ot) 


1,1 1,1 1,1 
18.31. E + sha "xe (zz) 
18.32. 十 一 -一 十 二 十 十 一 十 二. 


在 题 16.33-—18.,40 中 ,根据 级 数 收 全 的 定义 判定 已 给 级 数 的 敦 散 


性 : 
18.33. Eon. 
18.34. Ser? Th Bb a9. 
- 48.35. EN van —2V 9414 V^n ). 
Fer 
18-36. Laera: . 
18.37. I3 R85 50 + eh 
18.38. It nt 


[ER AA o o mari) 


1 1 
ROTEN TETT DE PETE 


18.39. 


一 z 1 = 4 — E — ` 
Les, AAA ESA PO DOTA | 


* sin "Ls ZA sim BT 
18.40* sin g * 3 7g deese. 


(er. anze t. EA MA zas] 
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在 题 18.41 一 18.49 中 ,利用 比较 特定 法 ,判定 已 给 级 数 的 人 效 散 性 : 


1 1 1 1 1 1 

18.41. TL 18.42. rataa tpat e 
1 1 1.1 142.143 

18.43. zt tig rfv. 18.44. eta 


"n 


2 3 
18.45. LEA y tutas rt 


1 1 1 
18.46. Cette 
1 83 
18.47*. E 


41 LM 
Lat Facts, 


18.48. sin 7 sin s: Län zs Ten 


1 1 


18.49. > q a0. 

TENA 18.50—18.57 中 ,利用 比值 判定 法 ,并 定 已 给 级 数 的 分散 性 : 
18.50. ggg 18.51. iter 
18.52. itt EE 18.53. itt N 
18.54. S. e b. 18.55. AUT. 


2 9.5 2.5.-.(38—1), . 
18.56. + p o(4n-33 +. 


18.57. $ ntg. 


"21 


ÆR 18.58—18.73 由， 用 适当 的 方法 判定 已 给 级 数 的 敏 散 


3 3y? 3 X3 334 
18.58. pd) e(t) e) +... 


TAA] 

18.59. tbi bep ipn 

18.60. pg has p tag ppt (000620). 

18.61. Zitt LEE, A. 

18.62. L 122 pe, 18.63. TL p get 

18.64. 7 Ze CE GU Tu 

18.65. 3 oa 

18.66. 1000 1000 1001 1600. e " 

18.67. Xr 

18.68. t t apt 

18.69. VE+Y t+ zl, 

18.70. MELLE 

18.71. ve tpat typum 

D n ene BI. 

18.72. 3) 2” sin gp. 18.73. 2 一 二 一 . 

TEN 18.74—18.84 中 ,判定 已 给 级 数 是 否 收 敏 , 如 果 是 收 敏 的 ,是 
绝对 收 数 呢 , Xn Ae AR EC 

18.74. Iv Y os, 


V3 v4 
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21,1 t1, 
18.75. t-ta toe 
18.76. 1— Lp p p 
UU 3 2n—1 . 
1 01 1 1 
18.77. inj inà'há m5 
18.78. 3 CC D" "i. 
LEE! 
=~ 1 1 1 1,1. 1 1 1 
18.79. $*g—g'gr gu 3 dt 
1 8,27 64, | _ ds 
18. 80. 2-4*4-iét 18.81. ER 1) 


SOA) wii 


18.2. 31(—1) E 


I 1" KE EI 418 B10 610 710 
37735: a ^mt. ar 


18.83. zi sin sia + sin Eon 
C-l Lam dod. 
18.84. MT ek mR [2| [510, M dc] 


18.85*， 研 究 级 数 Y CL tx cao A licae 
TE Ed 18.86—18.94 rh EE hn HE SUBU fü B CE, 


Me x? = dz 
18.86*. L xepapi fe: 18.87* y VY 
18.88. Re t 18.89. NA 
18.90. |“... dx. 18.91. NT de  . 

t v1—z* . 157 x1—3z4-2 

to da [ fr de OO 
18.92. |, E 5. |. eren Bet? 


[ATAR] 级 E 143 


= ——— L E ] 
(0288x422 e VAR 


+ eh z. 
18.93. f sin xq | =, (7 sz Ae 
93 o = x de us 
ei sina + 
2 “== de, Xi eod [sn os|«l. ] 
15.94. |, > ES y: si -r 


z de F dr 
一 f, sin? zeosiz Y j; ar] 
+ 
18.95， 计 算 积分 | zte da. 
+= 
18.96. HARD 人 stern ds, 
18.97. HABI [amero da Cen). 
kee 
18.98， 计 算 积分 | re dao (n EIME). 
+= 
18.99. 计算 积分 |, sede. CERO t=] 
bb ma 
18.100. 计算 积分 W qe "+20 da. ES y gaT 3 da 
1 += 
= | me toe de | me 7 25 de, 
_ 1 
计算 í v6 77 9 dy DEA ia, kA ten. | 
18.101， 计 算 积分 | nodo. [ER A ct 


18.102. 计算 积分 UP 122 qz, 
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nz 


18.103， 计 算 积分 | 
ZEE 18.104—18.122 中 ， 求 已 给 级 数 的 收 化 区 间 : 
18.104. S] na". 18.105. $3 nien, 


ña] nal 


ER 


18.106. zr. = Tee, 18.107. Lat est 


bz ar at 
18.108. i grtg.g tato: 
2 2 23 25 
18.109. gt pz ig" + tai T t 
wun $ (pm EEDD jg qp X G9 
s= n LET! Vn 
15.112. Syc-iy CEU 18.113. Steam, 
ta] n-k 
e NEL E x? EI 
(1-33 CI 
18.116. 2-5 0722. y, Grm S 
18.117. (a 14 CE? ASTI, 
ga qt B° 
18.118. rer 
18.119. la x-- (Ig «4 (lg z+ 
= m : 2 1 /io 
"TT Ze iaa. È uv ui) 


18.122*. ww 十 0 十 29 十 ww 全 十 各 2 十， 

在 题 18.123 18.128 rh, 利用 逐 项 求 导 簿 迪 项 积分 , 求 各 级 数 在 
Pret E |B] Pq 89 4: 

18. 123. ER eich) 


y e|. 18.124 S] nz Ielet 


十 1 Hel 


[AFA 


18.125. 
18.126. 
18.127. 


18.128. 
在 题 18. 
SS [B]: 

- 18.129. 
18.131. 
18.133. 
18.135. 
(REM 


18.139. 


18.141. 
18.142*. 
18.143*. 


18.144. 


在 题 18. 
Hoe E fal: 


18.145. 


E d E 145 


Si H Lien, |s|<1. [提示 ， 利用 18.124 的 结果 .] 


Hal 
cQ. 2R—1 an SR . 2, ¿n—1 
2 a cS Ile 2; ox D 


x3 g’ = 1 
E v [el x HR Ki (Zn—1)3" 
g3 


ah . ee (—1)" KEN 
rg es debet FOR 2 ur) 


129—18.143 rh, REJE CH Bi tk e MEM, AREA 


ZS 18.130. cha, 

In (a-- 2). 18.132. er. 

sin E, 18.134, cos?z. 

anf g. 18.136*. SER. 

= 18.138*. LET 

sim (5*4). 18.140. In (14 z — 222). 


(+20) In (142). 
ersin z. [dig 20 P2=ex(eos E sin x), (144)*=(24) .] 


arc sin z. 
nei: 3p auro Foe RTE 
145—18.147 中 ， RRA DRDS, HR 


VE, 18.146. lg z, 18.147. 2 


1:6 BEES [第 二 编 ] 
18.148. GERI f AA EL, 
18.149. RIF ez Sien ER, 


x L BT: ) 
18.150*. Bit FEET EX ACTA RR, 
在 题 18.151 一 18,162 中 , HA ERES EROR IT X» ROLE 
SEAN LACIE: 
18.151. in 37 精确 到 0.0001). 18.152. e? CR ma 0.0015. 


18.153. CRE] 0.0001). 18.154. VE (RR A] 0.001). 


CR RES) 0.0001). 


18.155. — 《精确 到 0.0001). 18.156. 


o 3 vs 
18.157. 341.015 (643) 0.001). 
18.158. $/250 (W A2] 0.001). 18. 159*. 2/30 CHWA 0.0001). 


18.160. Y 25 (精确 到 0.0001). 

18.161. sin 1? (精确 到 0.0001). 

18.162. eos 10? Ck fj] 0.0001). 

在 题 18.163—18.167 中 ,计算 已 给 定 积 分 的 近似 值 ; 


18.163. V CEZ as (精确 到 0.001). 


n 


18.164. 人 2:9 gin z de 精确 到 0,0001)， 


0.5 


, == de 《精确 到 0. 001). 


18.165. j 
18.166. í e"? dz 《精确 到 0.0001). 


18.167. HE], S dz (就 被 积 醒 数 记 展 成 的 级 数 取 太 项 来 计算 
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Pa). 


TAE = ERAA 


19.1. EF ER f(x) E ARE RAZA. 
19.2. RAE FAC TGS) AE HERB. 


E O SITE 


19.4. RF MB f(2)— cos (TI) AER, 


19.5. RTR eiert ras) AI. 
19.6. RATE fU) m eC — meon) 38 RUDI Sk as 


fe TEO, 
19.7. FEB fO = u, Lar 


AVE ERE (a 5 为 
19.8. HOT neie 40 een) AH RE. 

{ T, — aa D, 
(322+ 1, Oe 


= je” TELLO, 
19.10. OPB EK fO) la, Laa 


19.9. JEJE ET Tei: - HAER. 
HEERKE. 
poem 


19.11， 展 开 画 数 f(z) 一 Tas AIR 


E: 


x= + <<= 
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19.12. 


19.13. 
19.14. 
19.15. 
19.16. 


19.17. 


19.18. 


19.19. 


19.20. 


19.21. 


19.22. 
19.23. 


数学 分 拆 ESCH 


0, ALLE» 


1, - K, 

RT Bic fC*) 一 为 富里 哀 级 数 . 
2, Genee io 
8, ¿<a 

RAM f(o)=24 (097) 为 正弦 级 数 . 

REB fei = EOS) ERA BA 

展开 画 数 Pai Met AC erer ID de Bi ERN. 

展开 函数 f(x) m (OLA) 20 RR 

Marg $) = —sin T LOLAS) EAR. 


1, 07h, 


pra laos 为 余下 级 数 
| Ee Dee 
AERAR. 


FT Wq $ | 


L] 


1, LL, 
ROUES e= 为 余弦 级 数 ， 
ESA Zeen 


| —5, 0<z< 也 


ESE RES 
| 2zx?, x <= <= 


为 余 咏 级 数 . 


RUF Bii (0) m L2) 为 富里 亮 级 数 . 
REWE C) ETT 


Cg —H x) PES LI LI EJ 149 


| T, ALE 


19.24， 展 开 面 数 SN) = XH. 
pen Jet 
2041, ~3<cz<c0 | 00. 
E ATERA. 
Ee 
1 
19.26. RAM 02] >. 0 3^ ya eau. 
-1, «ewm 
eos TE ALE 
19.27. REES f(x)= DEET 
| 0, iced 


19.28. REB Goes DL eel) ARO 
Ji 0-0). 


第 二 十 章 ERKEK R 3 RUR 


£ Z W B 
20.1. x 2 一 (1 二 VBE) ge 07 V8) BHEE == 


are tg (z+ #) T 
[ip] m 
20.2. 已 给 画 数 fla, 00m wt, PA oR Top, z+ y). 


20.3. 已 给 图 数 fCu,s, wo) ut d witty 试 求 Katy t—Y, ay). 


150 Beda ` [sm] 


20.4. QR BO Gs y) mete him oy ta 7 OR Cta, ty). 
20.5. REE Flo y)—1n z In V UAE XR X 
Fixy, uvje Fr ujt F(x, v)4- Fiy wu) 4- F Cy, v). 

20.6. AER Fm, y) oy i ORAS 
Faszt by, cu+ dv) acF(z, ujt beF( y, w)+ ad F( z, vit baF (y, v). 

207. 图 数 += (C2 LETT" genit RRRA AT 
成 的 ? ` 

20.8. mn, He, y) RARA Ate, ul, y) BR 
Gem, EA ARAN 2 os y) 能 化 成 art 
的 形式 . 

dE 20.9—20.22 中 , 求 各 画 数 的 定义 域 ， 

1 1 1 


20.9 “= >t vy Ve 

20.10. z—1In zy. 20.11. Pn > 
20.12. DE WEEN 20.13. 2=1n (3? —42x4- 8). 
20.14. 2=arcsin D, 20.15. z= y z— V V, 
20.16. 2 BF 20.17. z= V ramy. 


In (1 —z2 —y?) 


20.18. z=arc sin g? HL + aro seo (22 + g?). 


20.19. z=etg sm y). 
20.20. 2=xy+ Vin E, "m Val gr Ki, 


20.21. z=ln |x ln "S 


WW 
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20.22. 


1 


Vas 4-44 m (E>1>0). 


u= VR ryt gz? 


在 题 20.23 一 20.27 中 , 求 各 极限 ， 


20.23. 


20.25. 


20.27. 


20.28. 


. xy ， Jagy 十 1 一 ! 
lim —— I, 0.24. lim STITI, 
232 eic 20.24 228 (a+y) 


lim Ë sin Cey), 20.26. lim JET n) 
2ig 230 (a? + y? ay 


— 
lim (Ltr, 


me 


验证 当 (%， yy Co 0) 时 ， a= TE 的 极 服 不 存在 . Cm 的 


DEPE A RATO, DON fé dE (a) lim u=1, ou lim u =2) 


20.29. 


20.30. 


20.31. 1% 
20.32. 


20.33. 


20.34. 


20.35. 


20.36. 


HE z= — 了 在 何 处 是 间断 的 ? 


Bid xis 在 何 处 是 间断 的 ? 


W] = Sr 
Ja y) 2. y Va Eg? 求 Ji, 4). 
y ds 
ix zc ln z+, Kia ， 
2 ) EM 


i= = (1423, sË W "7 SE 


EAN E 
de |. 0 
y=0 


党 


D fu Lan r+ in y 


eis 
Si 


i$ u= Vain? zq-sin!gy-J uiniz, ES 


B feye sina fio, q) 5 140, Z). 
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20.37. 证 1=Jnfl 十 gz 十 扫 十 z3)， Gp rz—y-—z—liok 十 十 


Aul. 
在 题 20.38—20.57 r, REBOTA ro BE Bi id se ce 
20.38. pt 20.39. z—Insg t. 
y # 
20.40. z-aresin(g V æ). 20.41. z—1nsin(z—2y). 
20.42. z=sin y eos. 20.43. SEN 
20.44. z=are tg Lech. 20.45. := 一 
aro bg.-— 
X 
20.46. T=pe" tor, 20.47. zs ege tty, 
20.48. s -1n(z4-In y). 20.49. z= V z an P, 
20.50. w-—sim(s?4-y*4-23). . 20.51. ua, 
20.52. u=, 20.53. w-—aretg(r—y)'. 
20.54. uc ese tem, 20.55. eet 
20.56. w-—pe'*-E e-* E 20.57. w=ert? cos (8— o). 
Í "ELA Tg 
20.58. D 4 ° FEA (2, 58) 处 的 切线 与 横 轴 的 正 向 
EE 
所 成 的 角度 是 多少 ? | 
20.59. mel eVITA tAE aart, V3) RS ER y 
出 一 1 
轴 的 正 向 所 成 的 角 谋 是 多 少 ? 
20.60， 一 曲面 2 qnse EI DER 相交 的 昌 P 
BEE T Z, F3 HEY 


D -—-rm1 LA A 153 ` 


20.61. Y z=Im( V z + V y) KiE as Sab 


= dz ds 


20.62. i? z2=eY, Ep 2292 Hyg = o. 


I "NN" .. € Oz 1 ds 
20.63. Lé z m, 求证 y az T In æ ày =2z, 


er ar 
20.64. ixT- any L qo FUE x03 20. 


全 微分 及 其 应 用 
在 题 20.65—20.69 中 ， 求 画 数 的 全 微分 : 
20.65. u= +É, 20.66. z=sro inf. 
s—i . y 


20.67. ns in(3xz—2y-rz). 20.68. w= eT Ire, 

20.69. u= a, | 

20.70. AEB z =-= x2 当 =2,y=-—1, Ax=0.02, Ag = —0.D1 
HARE. 

20.71. 3k = 4 2=2,y=1, da=0.1,dy=0.2 IHR EE 
2RR. 

20.72. HAHA 2 —223-p3y* 4 r=10, y=8, Ax= 0.2, Ay 20.8 
时 的 Az X dz, SEE YE de KER Az 所 产生 的 相对 误差 ， 

20.73. MAR z=2, y—1, Az=0.01, Ay=0.03H, ERE = 一 
REECH 的 全 微分 的 值 . 

20.74. R w—1, y=1, Àx—0.15, Ay— 0.1 f, BE z = asr 
的 全 微分 的 秆 - 

20.75. 计算 V /(1.02)3 -- CL. 9755 的 近似 值 . 

20.76. 计算 ln (A/1.08 4- /0.98—1) 的 近似 值 . 

20.77. ipm CIO. 1579 fore (DR. 
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20.78， 已 知 迪 长 z= 6 米 与 y=8 KHER, np: Mbi pu 5 厘米 
Hi Y xpo 10 砷 米 , 问 这 个 矩形 的 对 角 线 药 近 但 变化 怎样 

20.79. "e Brit. EME PIAR i 2 厘米 增 到 2.05 厘米 ,其 
EH gh 10 ARA 9.8 ARA 的 近似 变化 . 

20.80. A— Jk De fic DG ETICA Eh, 它 的 外 形 长 5 米 , A 
4 米 , 高 3 2k, SUED DU GE Kc E RE D 20 厘米 , RE UE BL ñD DE 
(ie rrt E. 

20.81. iE uf a-609, E R—20 米 ， 如 果 将 中 心 角 增 加 
1°, 为 了 使 局 形 面积 仍然 不 变 , 应 把 局 形 牢 径 减 少 车 干 > 《近似值 )。 _， 

20.82. 设 有 村 角 三 角形 ， 共 两 腰 的 测 申 值 为 7 压 米 与 24 厘米 ， 
测量 的 精确 度 到 0.1 厘米 . 试 求 利用 上 述 二 值 案 计算 妊 边 长 度 时 的 误 
x. 

20.83. EI TE EB , SETTE EDS RH 30 增 到 30.1 MAC, 
Hg 60 厘米 减 到 59.0 JEK. poH PUE eS EACH. 

20.84. 音量 得 一 三 角形 两 迎 的 长 分 别 为 63-EO0.1 HR 78 士 0.1 
米 ， 共 夹 角 为 60" 士 1"， 求 从 这 些 数据 用 余弦 定律 计算 这 = 角形 的 第 
”三 边 时 的 误差 及 相对 谋 苦 ， 

20.85。 利 用 双 微 分 试 证 厂 积 的 相对 误 潍 等 于 各 因子 的 相对 谋 差 
之 和 ; 又 商 的 相对 误差 等于 被 除数 及 除数 的 相对 误 状 之 和 .， 

20.86， 在 直角 和 坐标 条 中 红 微 分 公式 为 (ds y — (day (dy, d 
5S TERR ARES S HP CIA A SŠ. 


复合 画 数 的 得分 法 


， - : à 
20.87. stin mt, Mi =u 08 v, y =u sin v, He as os 
Oz dz 


20.88. 12 2 —a^]n y, 而 a, y= Su 2o, AR Ls Ee 


LS FR EE AE SO 155 


20.89. ix at, 而 ces! y=1—e*, KU 


20.90. i$ z =e2-2%, qq z = gin 1, y —13, + T 


20.91. Ez =aresin (2), Wir sn 3%, y =483, He e. 


20.92. ifz-arcig(zy) m y= es, XT. 

20.93. jS 2 =t(314 2x2 g), 而 "= 二， y= t, XT ` 
z QU xm u : da öz 

20.94. HE dur Hi a u 20, y =v Zu, 求 > Av 


20.95. iZ a= Y), ya sin z, z= 00s z, T. 
: z 


rty? 
20.96. iPz—(z-ry*)e 下 , R dz. 


de Oz 
E zx G a 
20.97. 2=(204 y), KEES ay 
=g = Oz dz 
20.98. dad GE dy 
20.99. Eu=F(x, y) mi 2=r 008 p, y=rsin o, HJ Bz. 


20.100. MEE Ez are taa 其 中 z=u+ u, y=u—s, WE 3 = 


Qz Da u—u 


A 3o wiped 


> de 


Ze _, +y. 


20.101. 1% z-zsyrrF(w) VG uc 证 明 y 
x dx “dy 


20.102. i} z =u", ji u, o A < HAB A i. 


， 2 ap p 9% OR 
20.103. Ise fC si-p em), 求 de Ay 


HU o y Ë : 1 Bz 
20.104. ix “RES 其 中 子 为 可 微分 夯 数 , BUE: wr 
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Los E 


y oy wë 
20.105， 试 证 明 才 其 齐 次 可 微分 面 数 (2) 满足 关系 式 


20.106. ix pay), 验证 : vo y+ =0. 
20.107. ms 用 wy z) IE 8 S R K fx, ty, t2) —t*f(m, y, 2), 
AA ARA. WIEN E AUTOR EE Cm, y z) WE XR 


öf Sl, ar _ 
"Ar Fay F “ge = Pj. 


20.108. 一 圆柱 形 的 容器 充气 后 脱 胀 ;如果 体积 每 秒 增加 27 立方 
厘米 , 牢 径 每 秒 增加 0.003 厘米 ， 试 求 当 体积 和 什 径 分 别 为 1.18 立方 
米 和 0.6 米 时 ,其 长 论 的 增加 速率 ， 

20.109， 一 圆锥 体 如 果 它 的 高 以 每 秒 10 OK BS SE SEXUS, S aP dz 
以 每 秒 5 厘米 的 速率 增加 着 . 试 求 当 高 为 100 JHOK EPIA 50 厘米 
时 ,其 体积 的 变化 率 ， 


Kid sh 


dz dz EE 
在 题 20.110 一 20.116 dr, WEE 2, ie 和 Ser 


20.110. 2 —sin*(az-4- by). 20.111. 2=aresin(ry). 


20.112. ze Min 8, 20.113， z=arotg E. 
20.114. ze". ` 20.115. z?—3zyz = as, 


20.116. x-Ly-4-2—2-GHD, 


: az, xL 2z _ Qi 
20.117. E 2=x 验证 ee 
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o 2 
20-118. sen, RS, Ar pen 


20.119. 1 EN : e Oz dla 
. . iE z= e! (cos y-- z sing), 验证 dy” yos" 


ET: däs 


20.120. 1% z =ar tg E, 验证 ro Dal" 


20.121. i s InCe*- e"), 验证 D 3 (Gs) Se 


l - nx Pu Gu du 
20.122. # u=z aro tg > js HE BH Ba tay roza = 0. 


20.123. iZ += Vu2j- 2 z2, 证 明 
22 In 2,4027), 9m r> ] 


da? dy PE] "x 
1 GL n du Dën 
20.124. iX ab PE kau ; DRE y aga 


20.125. it u=f(a, p) W a=Y eosay sina, yoz sin a+ 
十 y' oo, RIE 
cuy? Cuy? du M 2u yz du Ou Du dla 
ES EE E EE 
20.126. iX fa, y. z) =0y yz2 za, ZE fz (9, 0, 1), fi. 0, 2), 
FCO) —1, 0) 及 ft, (2, 0, 15. 


däs däs 


20.127. i 2-2 ost (47) o =0 


20.128. ig u-f(my) er 0080, y=r sinó. RIE + 


Etu En, LZ 1 Qu 
zy: "ei ri 98: Y Or 


20.129. i*wu-f(r,y) me=e "cost, y-e'sini, 求证 =+ 


Ou _ a du Ou 
tà (s an) 
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BEER IESSEN 


pz 
20.180. iuc fG b? ps. 


20.131. Bref ( 7) EE? 


. 0 Lu du 
20.132. puc f zn oat) E 55 g0 dar" 


20.133. BE y—o(sd utin Xth p, d Rep: 3 


z. 
ABA BH. 求证 Zeil, 


20.134. i2 dek JAY m seb f AERIS AR 


Ar WE. 求证 D asc Dr. 


20.135. ix =fr 00) Rhe np bk 2r Bd Sk, IR Zum 
Oz Gs _ Ox Ge 


Dap ZE Oz dxdy Oy Zei ° 


20.136. Hfr w—finycim, 
(a) A z — p cos 0, y = p sin P, z-z, 证明 
Atu ` dän 1 at Ju 1 din , On 
dat * Oy? p =p (E am our 
(b) 再 令 ( 的 中 之 P zs 9 FIOR 
p==r sin p, a —r eos p, 0 =0, 证 明 


du Ou du 1 8 
Bai tay zi ru A à. 


1 a f 1 dia 
Žan p ¿Ain v op ) STEE 


20.137. 证 u—f(s)4- gCt), 其 中 EE Y, i=2+Y, 


: du Ou 
验证 ES 


20.138. ik:-—f(xmvy)»u-rray v—x—ay. 


+ 
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证 明 ABZ ge — Epy = AA Zur. 

20.139. 证 明 在 微分 方程 ze 十 2pgy2gs 十 2(8 一 扫 )2zy 十 2282g 一 0 
h, 合 acus, y IAE RAE. 

20.140， 在 微分 方程 wz 一 2utpgw 十 oazm 十 2pzo=0 中 ,车 合 凤 一 
eux, vo en 册 此 方程 应 取 怎 样 的 形式 ? 


陆 画 数 的 微分 法 


在 题 20.141 一 20.145 hk D. 
20.141. zy—1n y=0. 20.142. sing-re*—zy? = H. 


20.143. are tg a 19.9 0, 20.144. In Vaz y y? —aretg. 
T 
20.145. zy-r-In z+ In x—0. 
dz Oz da 
在 题 20.146 一 20.150  R EE 


20.146. 2+2y4+2—2Vxyz=0. 


20.147. e? —2yz=0. 20. 148. Py eege 一 0， 
20.149. <= Mm. 20.150. së sn Lef. 


20.151. 1% xyz 二 53, 证明 we yg. 
dr “dy 


20.152. 1% 2sin(34+2y—32)=x342y—32, JEH 8z êz], 
är dy 


20.153. RH Jj f eos? z+ eos2 y-Fcos* z =1 所 确定 的 范 数 “一 
ej y Waits de. 

20.154. 求 由 方程 222 —2xyz--ln zyz —0 所 确定 的 画 数 <= 
-—jfy) 的 全 微分 . . 

20.155， 求 出 当 2=2.001, y=0.998 B, HFE 2x2 —2aye+ 
+ In syz =0 ATEN USE z 的 近似 值 ， 
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20.156. 证 明 由 方程 p(cz 一 az，oy 一 5z) 一 0(9 为 任意 的 可 微分 
HO BEL EE z = s Cn D 满足 关系 式 o92+682 一。 
20.157. WERKE Dä Les (s? 2) CF ELE SHIT ME 
PERO 所 定义 的 画 数 == e y) 满足 关系 式 


dz dz 
(eg — bz) (az cen m ag, 


20.158. Raten E ERE atero (S zs 确定 ， 
证 明 
(atyre? 1 Ge 202 
dx ey M 
20.159. 而 数 z=2(%, y) 由 方程 Fxey y+ ze-1)=0 所 确 
定 ， 证 明 ps -2—my. 


20.160. 3$ F(z, y, 2, u)--0, LEE E ET 


20.161. ¡Xy=f(2,1) 1 tE Foy t)-0 所 确定 的 zy 
HEAR. REH 
af aF Gr dF 
dy da 00 Ot Ox 
de dF FK ap" 
J dy * OP 


20.162. i bizt-pa^y?—ab2, 求 T. 


20.163. 1% y +3?—30xy =0, $ y”. 


` IHY 1 T y Ce — 194 € — 1923 
20.164. iX ei ry, EJE y 一 a y—1$ TU ` 


20-165. yc Co) Bri qe RR 
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20.166. (8 xy? 23—4z, ck Sc? 


. Ə 0% 22 
20.167. é* —zyz—0, Æ Xu oy 及 fe 


20.169. 验证 由 方程 Flo y)=0 所 确定 的 画 数 y=f(z) BJ — Br 


FEA 
Py Fe Fy 2PoPoPyt F CP y 
d e» ' 
20.170， 验 证 曲线 F(o v) —0 在 点 M Cos 的 处 的 直率 中 径 为 
R- KEN 


F. KF PLE Y A REI 


OA ERU ER A F 

20.171. RH oof Sint, y-i-—eosi, 2 = Asin È, 在 点 
ES DR BRE T H RE. 

20.172. RAH 2 Le y- TE, se dE t=1 处 的 切线 及 
法 平面 方程 . 

20.173. xk z—acost, y=asint, ze ft 在 t= 子 处 的 切线 与 
ERA. 

20.174. 证 明 曲 线 y= (mz) z=Ú(%) 在 点 (Xo. Yos 20) 处 的 切线 
RETEST DA 


gms Ku € 90 
1 dy | dz 
dz nar de ET 
d d 
p (rm Cu — Yo) ur 《2 一 20) 一 0， 


162 LIES (3S — 8 
HARE wi mn, Isme FER (xn Wo £o) BD JES F. HEOE qui; 


T. 
20.175. HE AB 曲线 Fx, yz), G( zx, y, 2)=0 在 点 (=o, Yo: 20) 


处 的 切线 及 法 平面 方程 分 别 为 
出 一 六 0 8 — yo 名 一 名 0 
Fy P  |F.F |F. Fy 
G, séi G, Gal o. 2 
F, F, I 
x P eon yate 下 人 -ae 


莽 求 圆周 Dh pt dae, 20 —3y +52 —4-:0 ÆA (1, 1, 1) 处 的 切 
线 及 法 平面 的 方程 . (方程 中 | [| jd. 的 简写 .) 


Py: 

20.176. 在 曲线 at, y—U,2—0 上 求 出 一 点 ， 使 在 该 点 的 切线 
焉 行 于 平面 * 十 2g 十 一 4. 

20.177. Kikit x—2acosi, y—a sin f, z =a ln eos £ H (a, 0, 0) 

I v2.v2 a 

到 点 E y y fis -In 2 ZAK. 

20.178. Æ ph s=38 eog 0, y= 360 sin 9, nodo 在 对 应 于 日 =0 
及 9 二 4 两 点 间 一 自 绒 的 长 诬 . | 

20.179， 求 曲线 zc Nei Sei D HF 1-50 E t=2 Bj 
JAB] Bu — Pe ml Bu dc BÉ. 

20.180. 证 明 曲 线 y—9(2) z=ú0(z) EH zen zc. 


SA 


Sala (2, SE, m 8) 


长 为 


HR gi y=asre sim =, z= 4 1 
MR - 
20.181. EHH F(x, y, z)= 0, Gc, y, z)=0 L B zr Ci yu 2i) 
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ZA La EET 22) MUA 


TI 
ch CN e 
EF, F F, F F, F 
其 中 Ji d 2 一 s, s= ` IV 
Gy G, G. E, Ga Gy 


并 求 曲 线 a? = 3y, 2y äs OI DC, 0,0) 至 点 (3, 3, DRM. 


MAPA 

20.182. APR e* —a+239y=3 在 点 (2, 1,0) 处 的 切 平面 与 法 线 方 
ze ` 

20.183. dm 3324 y2—22=27 fE C9, 13, AER Em 55 1529 
方程 ， 

在 题 20.184 一 20.187 中 ，, 求 已 知 烛 面 在 指定 点 处 的 切 平 而 及 法 线 
的 方程 : 

20.184. a?—zy —8r--z4p5—0 fpi (2, —3, 1) Rb. 

20.185. 0x4 5y?-Lez?— 1 在 点 (zo; Yo Zo) Ek, 

20.186. z-ax?-- by? YE (o, Yo, ze Mb. 

20.187. z=arctg- deja g m 处 . 

20.188. ERR 2242224221 上 上 平行 于 华 面 ?一 4 十 2z 一 0 的 
DET EI | | 

20.189. FEU ¿Y LE. (xk Pa XE 25 E 7E T 
z 十 3% 十 ? 士 9 一 0, 并 写 出 这 法 线 的 方程 . 

20.190. Ai EV ---V9y-Vs-Va(a0)bk, 任何 点 处 
的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 的 截 距 之 和 等 于 o, 

20.191. HERI 382? 十 只 十 zs 一 16 上 点 (一 1; —2, 3 处 的 切 平面 
与 平面 = 0 EE 

— 20.192. ok EE II yr? 14 HERE 322-4 - 24-22 —16 在 点 
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《一 1， —2, 3) 处 的 交角 . 

[ 注 :两 曲面 在 交点 处 的 切 平面 的 交角 定 交 为 其 曲面 的 交角 .1] 

20.193. 证 明 两 曲面 Ps, y, 2)—0 及 Ge, y, 2) 20 ZER 
Czo we OM (1038 T] ato (Yr) 等 ) 正 交 的 条件 为 

PETA ° 
or (0G aF\ (96 aF) (2G 
ES dx ) +( dy LUS ) +( Əz | ez ) T5 

并 验证 曲面 243 +2 mar fü EI 4 y 74 sie bn DIE SE. 

20.194. DER a e 与 如 十 她 十 22 一 9 EE. 


Wed m x 


20.195^. 在 点 (1, -DÉ RRA E RTE fla y) = 
= — gy — yt — 8s — 3y + 5. 

20.196^. AHHH z=5, y=6 BE r=5+h, y=6+k kF, cR 
Ej f(x, ysa y? ayet Byt RA. 

20.1974. $E x K Y BOSE REIRCOT EGER fa, y)—e"In (1-9) i= 
RAAE- 

20.198*. (2—7) mn (y) th R ERF 88 数 FC, Y) 


=sin z a Y EZ AMA) AEB A Re. 

20.1994. 2 (x —1) E OD E AMURGE Bi fa y) c? x 
次 项 为 正 , 莽 应 用 这 个 结果 计算 1.10? Bas oL. 

20.200^. 若 xz| 和 1gy| 同 1 此 较为 很 小 的 量 , 试 导出 关于 画 数 
f y) Cos BI ACTOR IEDS UE LATUR. 

20.2014. Br z 为 由 方程 2224 y=0 所 确定 的 A Y BD BS ER 
8k, 3 z2=vu=lBhFz=1. HS sl 和 y 一 1 BEER 
MAk- 
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20.202^. HE f(x y) m Ciz y) £I sa ËJ Po 3 39 


公式 展开 到 第 ”项 . 
20.203%. Rm fC%, y) en 在 原点 的 邻 域内 搂 秦 勤 公 式 展 开 
到 第 ”项 . | 
20.204** 将 图 数 fx) 20927 49422 Sege 在 点 AG, 1, 1) 
at P3 ee ARTE. 


20.205^. (ay HE V 1—23—4? 在 点 y 0 的 邻 城内 所 展 
成 的 泰勒 级 数 直 到 含有 四 阶 贪 导数 的 项 为 目 . 

Cb) 写 出 本 题 Ca) th CE P o AE 
级 数 到 含有 三 阶 偏 导数 的 项 为 止 . 


S JL ER TER TR (E 


在 题 20.206—20.210 中 , 求 已 给 画 数 的 极 值 : 

20.206. f(zx,y)—-4(x—y)—a!—g. 

20.207. (a, y) =+ æy +y teyit. 

20.208. f(x, y) 5 zy(2 —2—y). | 

20.209. f(x, y)=(202—22)(2by—y2). 

` 20.210. f(x, y)=e*(04y?42y). 

20.211. KH Jy vii en Mat 2y —42 —10—0 所 确定 的 机 ` 
# z = fC y) Pf. . 

20.212. RHAH 2224 2y24 224802 一 z 十 8 一 0 Bi WR SE B Pq 8 
z= f y TAB. 

TER 20.213- 20.217 rh, £ C. f ERR EA E TARE: 

20.213. ze mu, Houtyg=l. 


20.214. dez H IE 


20.215. wee, E ++ =1,0>0 y>0, 220. 
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20.216. w—z—2yJ-22, Pala 1. 

20.217. wzzxyz, d xp pi -—10,.c24yTz-—Ü. 

20.218. 在 平面 «Oy 上 求 一 点 ， 使 它 到 20, y=0 E z+2y— 
—16=-0 = E £O ER SE 200 29 Ah. 

20.219， 在 所 有 对 角 线 之 长 为 如 的 让 和 角 平 行 六 面体 中， 求 有 最 大 
体积 的 直角 平行 六 面体 的 尺寸 . 

20.220. MAL KA 1 — ud fS E rh + f CK A 
角 三 角形 . 

20.221. 直角 平行 六 而 体 的 表面 积 等 于 Q, 求 最 大 的 体积 . 

20.222， 已 知 容积 下 等 于 定数 天 的 开 项 长 方 水 她 ， 在 怎样 的 尺寸 
天 小 下 有 最 小 的 表面 积 . 

20.223. 把 正 数 上 分 成 三 个 正 数 之 和 ,使 它们 的 乘积 为 最 大 . 

20.224、 在 侍 径 为 a 的 牢 球 办 求 一 个 体积 为 最 大 的 内 楼 长 方 体 . 

20.225. 一 帐 幕 ,证 部 为 图 柱 形 ; 上 部 复 以 贺 锥 形 的 血 顺 ， 设 帐 幕 
的 容积 为 一 定数 5 今 要 使 幕布 最 少 ， 试 证 幕布 尺 诬 间 应 有 关系 式 : 
R—VS5H,h—-2H. (R, H 各 为 圆柱 形 的 底 站 径 及 高 ， 天 为 圆锥 形 的 
高 .》 

20,226， 在 平面 32—2z=0 Lä, EG ACL T, 1) 和 点 
如 (2,3;4) 的 距离 平方 之 和 为 最 小 ， 

20.227. RMR y 到 直线 2420 [IB RE REIR ER. 

20.228. 已 知 弓形 的 周 长 为 2P, 将 它 紫 其 一 边 旋 转 而 构成 一 阅 柱 
体 , 求 所 得 圆柱 体 体 积 为 最 大 的 矩形 ， 


20.220. (lit FERRI a +e? LES ER 3e 4y-t 


E122 268 为 最 近 和 最 远 的 点 . 
20.230， 求 内 接 于 秆 轴 为 @, 如 c 的 椭 球 体内 的 最 大 直角 平行 六 面 
体 的 体积 . 
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2 


20.231. A E RERA SRAN 
距离 为 最 远 - 

20.232， 已 知 两 平面 出 线 (n v) 0, PCa, y)=0, X (a, B) 和 
( n) A RIDUPEER AR IER A PREDA PAL P t LEE 
或 最 远 的 点 , 则 下 列 关系 式 必 成 立 : 


EE Ec 85 PLÉ, 7) 
Bn f, B) PE nm) 


20.233， 已 知 二 变数 2 和 之 间 成 立 其 一 线性 方程 yg 一 42 十 5. 为 
了 确定 这 方程 的 系数 “及 e TE 
于 变量 Gn Y) 就 得 到 了 一 系列 的 值 (ze i) CS1, 2,…,n)， 试 用 最 小 
ZRH HHE RB a M o WETAN. | 
REMERA ACA MAR, AE TEILE 1987133 
得 误差 的 平方 和 > Aj = > (ar 5 — y ET TS 
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基本 概念 
21.1， 试 说 出 下 列 各 微分 方程 的 阶 数 ， 并 指出 闭 些 是 线性 微分 方 


(a) (y ) Aug ar 20; 

(b) Q/ Y -5( yt hes! —0; 

(e) wy" p 2y" +g = 0; 

(d) (24%) da (2249) dy =0; 

(e) (72 —69) dx--(z--y) dy —0. 

TERRE 21.2—21.8 中 ,指出 各 画 数 是 天 是 已 给 微分 方程 的 解 : 
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21.2. zy =2y, y =5x2, 
21.3. (x+y)da+rdy=0, y=” Sei 


21.4. y'= yi, s=. 

21.5. y +y=0, gy —3 sim x—4 eos z. 

21.6. y' —29' +y=0, 

(8) y=zez, (b) y=z=2ez., 

21.7. Y —( xr My A- hy Ay = 0, y 616" ce”, 


2 
21.8. Pg D, x 26, 008 wi es sin eot, 
dii 


TE i 21.9—21.11 中 ,对 于 已 给 微分 方程 ,验证 由 画 数 方程 所 确定 
HO A EA 

21.9. (x—2y y —2x—y,az?--xy--y*—c. 

21.10. (x-y+1)y=1, y=x=+ee%, 

21.11. Cey a wl tey tt yy —2y —0, y=In (xy). 

TEX 21.12—21.21 rh SO ugin P ECH H e, a), ez es 都 是 尾 意 


常数 ) 求 出 它 相 应 的 微分 万 程 : f 

21.12. (2-cY+y=1. 21.13. gy=cearesios, 

21.14. geste ` 21.15. yeux esa. 

21.16. y=c, eos( mz4- eg). 21.17. zy-e,e*4- ee, 

21.18. y-&4- c2 4 0307. 21.19. y=c, sin 2m-- o eos 2x. 

21.20. ez ey? — 22 —9. 21.21. Cy ~—09) = 4e,m. 

21.22. BB fuos Y AT do I Es Brad Va EH. M — HR ER , DER 
Jo BR £b 3k PA OR ope m 


21.23， 所 有 轴 乎 行 于 9 轴 的 锦 物 线 组 成 一 曲线 族 , 试 求 此 曲线 族 
的 微分 方程 . | 
21.4. REA vot irapa. 
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在 题 21.25—21:28 中 ， 对 各 已 知 曲线 族 , dE OB tš Bi R. EA 
HART: 

21.25. a2—3?—c, Y -0 一 5. 

21.26. y= Cetere y] 2s —0, V'| i-o — 1. 

21.27. y=e, in(z—e6), yl...—1. y'|,..—0. 

21.28. y=c,e "40702 十 0,4677, y|,24—0, Y lrzo=l Y leo” 


=-—2, 


-MARHE 

G) 可 分 离 变 量 的 方 各 
在 题 21.29 一 21.41 中 求 各 微分 方程 的 通 解 : 
21.29. ay —y In y=0. 21.30. 32?-- 5x —53 —0. 
Moya 
1—zx?* 
21.33. xy de(t 4-1) dy — 0. 
21.34. (xy? a) dz + (y ahy) dy — 0. 
21.358. rage y de (a+ 1) dy 0. 
21.36. sec? x tg Y d+ see? y tg x dy —0, 
21.37. (y+ 3) du etg z dg — D, 


jo 21.387 DU gent, 21.39. y In zdz--zln ydy—0." 


21.31. y= 21.32. y —3y' —a( y? - y! ). 


21.40. (env — es) dz (estoy er) dy—0, 
21.41. eos z sim Y dz-rsin x eos Y dy = 0. 
在 题 21.42—21.46 中 , 求 已 给 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 ， 


21.42. sin y cos z dy-cos Y sin z dm, y|.., ==. 


a dy a 
21.43. qa BI ay In y, yl, uno. 
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21.44. (1-be* wy! =e", y] iml. 
21.45. y'—e-", y|,4=0. 


a uy dy 
21.46. icy liz 


21.47. 质量 为 1 克 的 质点 受 力作 用 作 查 线 运 动 , 这 力 和 时 间 成 正 
Fk, 和 质点 运动 的 速度 上 成 反比 ， 在 £— 10 秒 时 , gg 50 厘米 / 秘 ， 
力 为 4 达 因 ， 间 从 运动 开始 经 过 了 一 分 钟 后 的 速 座 是 多 少 ? 

21.48. 根据 水 力学 中 的 定律 ;水 从 距 自 由 面 深 度 为 厘米 的 孔 流 
出 , 它 的 流速 ?一 298 厘米 / 钞 ， 式 中 是 重力 加 速度 ， 现 有 盛 满 水 
而 高 为 1 米 的 半球 形容 器 ， 水 从 它 底 内 的 一 个 面积 为 1 平方 厘米 的 孔 
汶 出 , 筷 口 收 绽 系 数 为 0.6( 孔 口 收 编 系数 是 流出 来 的 水 柱 的 截面 积 与 
和 孔 口 面积 之 比 )， 试 求 流 尽 所 需 时 间 . 

21. 和 ， 赁 的 衰变 有 如 下 的 规律 ; 皋 的 衰变 速度 与 猪 所 现存 的 量 R 
成 正比 ， 由 经 验 材 料 斯 定 , EE 1600 年 后 , ARRE Bo Je. 
试 求 拓 的 量 五 与 时 间 上 的 画 数 关系 ， f 

21.50， 一 曲线 通过 点 (2, 35, "EXEPS AE b fl E| Pp E GE UD EXER E 
HAIEI, RA A E. 

21.51. iik ER, (biu iX I (EXE Ce, DRE UR SEE 
直 于 此 点 与 原点 的 联 线 . 

21.52. — HX XE AC. 0), 并 具有 一 EREDA , MITEGO AAAA t 
dài] B 60 £x BS EK 2, 求 这 曲线 . 


=0, yg .-.—1. 


GD FANE 
在 题 21.53 —21.65 中 , 求 已 给 微分 方程 的 通 解 ， 
21.53. y= Pow, 21.54. ay! —5 sin P —y=0. 


21.55. (z+) +(z—w)=0., 21.86. v= £z o 


BE o o L ic 
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21.57. Cay+ 3290 4 y — 2m =Ü, 
21.58. eye 2 xy. 21.59. a —y — Vg? —2 =0, 


21.60. yi? cay yy ay) T = 


d d H 
21.61. zz gIn 2. 21.62. E= t P, 
21.63. (s3?-Fg?)dz —zy dy — 0, 
21.64. (++ 0081.) dra eod 9 dy=0. 


21.65. ahy da — (23-49) dy=0. 

21.66. 求 微分 方程 Cy? — 347) dy + 2 ay dz —0 Wi X pn 36 条 件 
yl.-.—1 的 特 解 . 

21.67. 求 微分 方程 V = yt ADA A fE nl, =2 的 特 
21.68. 求 微 分 方程 C(x? 十 22y 一 ) des Cy? + ey 一 22) dy = 0 满 
AAA RRE Y la 1 MUERE. 

frd 21.69—21.74 rh, z Ej y 2 —sk3EjF K EA: 

21.60. (3y —7z-- 7) de+ (Ty —3z+3) dy D. 


21.70. EN. ST 


21.71. (22244 13) d04+(2304 34) dy = 0. 
21.72. (2x--y —4) dz p (z--y —1) dy — 0. 
21.73. Y 22591 


de y-—z--5' 

21.74. (xy 10 d04( 20424 1) gës D. 
AMARA 24, y= 代 换 后 ,可 转化 为 齐 次 方程 ,其 
tho, 有 为 适当 选择 的 常量 ， 下列 方程 (21.75 — 21.76) 可 这 样 的 来 
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21.75. (y*—3a*) dy 十 wy dx = Ü, [poi 4 2=0?,] 
21.76. y de4 2(0"—2ay) dy =0. [Wb 4 cn. 


(Hi) 线性 方程 及 柏 努 利 五 程 


— a tu e Pe a iae er i u wi et 


在 题 21.77-21.92 中 , 求 已 给 线性 微分 方程 的 通 解 ， 


d 


21.77. d 


goes. 21.78. costa Uy y=tga. 
dy — p T] mri 

21.79. (z+1) ITE (a+ +, 

21.80. (224-1522 +2ay= Aen, 21.81. RL ne de 

1.80. dz . BL 3 . 

21.82. JU ege, 21.83. zy +y==2+30+2. 


21.84. ⁄'+2y= e?*. 21.85. y+ Y sin e. 


21.86. y +yc03 meint, 21.87. Y +y tez=sin lu. 


T 


21.88. euni 一 E= Z 


na” 
21.89. (x*—15y' +2w0y —eo8 x —0. 
. — 
21.90. z^y'—y-a?e *. 21.91. wt wyso, 


21.92. (1402?) —2xy =(1 4+ x?y. 
在 题 21.93—21.97 中 ， 求 已 给 线性 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 


21.93. Y y tg gen z, Y| ,. =0. 


21.94. din ep el. =ê. 
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sin r 


dy 
21.95. Ly y= 


, EAR 

21.96. (1-ay+20y=1) wlizo-—l. 

21.97. y +y eos x=sim m eos z, y|..,—1. 
在 题 21.98—21.105 中 , 求 已 给 微分 方程 的 通 解 ; 


21.98. sur imi ie 21.99. aF - =m. 
ey 2 = a dy _ tH — zu: = 
21.100. 7 += ety, 21.101. de ey —ay= D. 


21.102. 3a(1 ay Y + (222—193 — aa. 
= 
y 

21.105. 3xy' —y-—3xgi In xz — 0. 

车 把 9 tE B SIE = "i femme, M| FC IE 21.106 一 
21.107 是 线性 的 ,分 别 求 出 它们 的 通 解 ; 

21.106. (y2—60)y' +2y =0. 

21:107. (z—2zy yy +y2=0. 

21.108. iX Eum BERE IB $e, LABRAR, MEA 
BLR H RZ re, Ar aper Jr RO E= Ri + LO, soit S, 

(a) Y E= SR: 

(b) Y E= E, sin ot (En, o 3259 8k). 

21.109， 录 一 曲线 的 万 程 ,这 曲线 通过 原点 , 厦 旦 它 的 每 一 点 处 的 
切线 奎 素 等 于 Zei, l 


21.103. y —y= 21.104. zy +y—g? ln x=0, 


Gv) 下 微分 方程 ,积分 因子 


在 题 21.110—21.116 中 , 求 已 给 微分 方程 的 通 解 : 
21.110. (äs ti 6297?) da (622g + ty?) dy =0. 
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21.111. (e1 一 209 — y?) de —(z+ yy dy=0. 
21.112. [eos (x-- y?) -3y ] dx c [ 2j cos (x oy?) 3- Is] dy=0. 
21.113. (2y3x—5a2*) dz + 3z?y? dy — 0. 
21.114. e"dz-r(ze'—2y)dy-—0. 
21.115. y'(cos y —sin asin z)eo8 y+ 
Cem z —sin a sin a )eos z — 0, 
21.116. (x eos y+ eos z)y' — sin =+ sin y — 0. 
在 题 21.117—21.121 中 ,利用 熟知 的 微分 公式 


d( x-by)— da dy, day) —y dz -+ dy, 
VY rdy—ydz z dy —9 de 
(i) mU dar te (¥)— 
d( VEF y= z dety dy 
Va+y 
求 各 方程 的 通 解 . 


æ dy —y de 
一 
21.118. C(2z— gy) de+ (y —2) dy 0. 
21.119. (2-29) dur (y —22) dy —0. 


21.117. æ dz+ y dyW =0, 


21.120. (i 22v) de (y + 3228 十 +) dy =0. 


21.121. (A o. 

在 题 21.122—21.131 中 利用 观察 法 求 出 各 方程 的 积分 因子 , 莽 求 
其 首 解 ; 

21.122. (æ+y dz —dy) = dx + dy. 

21.123. (224 y? 22) dz + 2 dy — 0. 

21.124. ale dy +2y dz)- xy dy. 

21.125. (rez —2mxzy*) dz 4-2 ma?y dy = 0. 


Bt 8 
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21. 


WE? 


, di ag at Vy. 21.142. 


. yzy- er Wr — edi = 0. 

. &dy—y dm == ( GEET d>. 

. yde—ady + gx da: = 0. 

. Cas? —g) dr+ (3a?-- zY d = 0. 

. Cx dy y de yr 1) ay? dy —0. 
. ey y (a? ys, 


CO d 


.132—21.148 中 , 求 已 给 微分 为 程 的 通 解 ， 

. Se? tg g dz + (1 — e") see? y dy =0. 

. y? daty dut ay dy — dz = 0. 

. y da ryp x?) dy — 0, 

` Gil arc tg Pola. 

Qa yYdy—da-0. [提示 : 全 十 ?一 3.] 

. (y+ æy?) da4 (ya) dy = 0. 

. wdy + yde =y? ln z de, 

. Y 208 y— eos z sin? y —sin y. [iz 4 2=siny.] 
. ey ln vesin y +e08 y( 1 —« cog y) = 0. 


d dat ei: 


. (2a? — xy?) dz + (233 aty) dy = 0. 
. y de—ady+ ln æ de=0. 


y(1+2y) doady=0. [ize 积分 因子 是 5.] 


146*. Cæ cos y —y sin y) dyt+ rain yty eos y) dz —0. 
[提示 : 积分 因子 是 ez ,] 
21.147. (a*?—4xy —29?) dz (y? — zg —227) dy = 0. 
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21.148. (1+y2)dx=(nrc tg y—2) dy. [Mor Ey 作为 自 变量 ，z 
作为 未 知 画 数 .] 
在 题 ?1.149 一 21.150 中 , 求 已 给 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 : 


3 
21.149. PE DIE 


21.150. eos “Y y sin z+ eog22, yl...,—1. 


21.151. ihik y—jf(«) [J(2)250, f(0) — 0] Ell n — EA LO, 7) P X 
的 曲 边 梯形 , 其 面积 与 1x) 的 2 十 1 AEREE, E 3 f(10— b 求 这 


gH. 


21.152. 试 求 曲线 族 ， 使 其 在 “=& 与 =z ARMERET 
ME r= a, z= x E Ox 所 围 的 面积 . 

21.133， 求 一 曲线 族 , 使 在 其 上 任何 点 处 的 切 钱 在 2 fh EG) 
ESTARAS PAEZ OP. f 

21.154. ëss, BEE BLE EEE z np pn E 
距离 为 常数 e. 

34.155， 求 曲线 ， 使 曲线 的 法 线 上 自 曲 线 上 的 点 至 与 z A ZE 
的 一 段 距离 为 常数 a, 

21.156*. 求 一 曲线 族 , 它 在 任何 点 的 舌 径 与 在 迹 点 的 切线 所 夹 的 
fg TS EBIRSHIETIO B) nq. [提示 : 设 曲线 的 极 坐 标 方程 3 r= 
=r(0), n tgv=r[ Ar] | 

21.157. 一 汽艇 在 以 10 DER Er EAT 
发 动机 , 经 过 1-20 HAA, EEE €i 6 (FORUM. AR 
动机 停 正 2 分 钟 后 艇 的 速 衣 《很 定 水 的 阻力 与 艇 的 运动 速 旗 成 正比 .) 

在 题 21.158 一 21.159 中 ,假定 物体 在 空气 中 的 痊 却 速度 是 正比 于 
读物 位 的 温度 和 它 周 围 空气 的 温度 之 差 , 求 解 ; 

21.158， 设 一 物体 加 热 到 T, 度 时 移入 室 再 .如 果 室 浊 保 持 常 值 
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e E PURIR BE p HRR t 的 关系 ， 

21.159. BEE) 20°C 时 ,一 物体 由 100°C ARA] 60?C 须 经 
过 20 分 钟 ， 试 问 共 经 过 多 少时 间 方 可 使 此 物体 的 温度 从 开始 时 的 
100?C 降低 到 80° Cs 

21.160， 假 设 在 海平 面 上 每 一 平方 划 米 天 气压 力 等 于 LPS, 高 
海平 面 高 度 为 500 米 时 ,每 一 平方 厘米 大 气压 力 变 为 0.92 他 克 ， 求 大 
气压 力 与 商 度 的 美和 水 ， [提示 : 利用 小 处 尔 -互利 奥 对 定律 ,气体 的 密 诬 与 压力 
成 正比 .] 

21.161， 设 将 质量 汶 记 的 物体 在 空气 中 以 速 诺 vo BELH, R 2 
— XL 239 eez(e 为 常数 ), 求 在 上 升 过 程 中 速度 与 时 间 的 画 数 关系 . 

21.162. TELE PEZ ^C Jg R= Ko, HIER 5 Ei Ay 
关系 . 
21.163， 一 质量 为 m 的 质点 沿 直线 运动 ， 运 动 时 质点 所 受 的 力 
=a 一 by (其 中 a,b 为 正 的 常数 ,为 质点 运动 的 速度 )， 设 质点 由 裔 
正 出 发 , 求 这 一 质点 的 速度 与 时 间 的 关系 

21.164， 有 一 放置 在 铝 直 平 面 内 的 刚性 曲线 ， 如 果 曲 线 以 常 角球 
Be to 86 22 TE AE — HA Car 轴 ) 施 转 时 , 在 曲线 上 任 一 点 处 放置 的 质 


后 都 能 处 于 平衡 状态 , 试 求 此 有 曲线 的 方程 . 
m Er fan RR 
在 题 21.165—21.183 中 , 求 已 给 微分 方程 的 通 解 : 
21.165. y"-—z-rsin z, 21.166. y” =arc tg w, 
21.167. y" =wxe". 21.168. 2yW+1=0, 
e 1 "ll 1 . 
21.169. y Tras 21.170. z Viis 


at H 
17%. 8" 十 一 一 0 21.172. y"=-> 0). 
21.171. y tg y vag Cat) 
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21.173. y =y +xu. 21.174. g =y". 
21.175. e 01+ (APT. 21.176. y! Ley. 
21.177. zy" +g =0. 21.178. y y=. 


21.179. "+ V 1—g? =). 21.180. ("rg") =L. 

21.184. yy" ta E, 21.182. yy "+1=y*?. 

21.183. yy" —y +y = 0. 

在 题 21.184—21.188 rh, Ë, št hk 2 J; AE le ER 

21.184. yy '+1=0, y];.,—1, Wlan, 

21.185. y" —a(y y—0, laf, Y leo = —1. 

21.186. y”=e y| 22158 |221 =Y [2=1=0. 

21.187. y'—3V Y, y|, co — b Y |z-0=2. 

21.188*. y +y =i, y|.=a=0, yl; ol. 

21.189. 设 一 物体 质量 为 m, D vo JA BHBLETÉ T, Sam 
DR Hz, ERREA w， 试 求 牺 体 在 妊 面 上 移动 的 距离 和 时 人 间 的 
XR. 

21.190. HR ais 的 经 过 点 MO, 1) 且 在 此 点 与 直线 y= 
= Zt 1 相 切 的 积分 曲线 ， 

24.19%9L， 庶 有 一 质量 为 到 的 物体 ,在 空气 中 由 静止 开始 下 降 ,如 时 
空气 阻力 吾 一 oo2( 其 中 为 物体 运动 的 速 谋 )， 试 求 物 体 下 落 的 亚 离 
与 时 间 的 画 数 关系 . l 

21.192. RG TEC K rhit. 

21.195*. ihi CE z $889 E J) E 8 AA HIR (EET 
TELA ARAS lapide EE. CERA REED, MERA 
A hu RA AF, ME AIDS. 

21.194*. EAS LE) ARIAS mF 
ARES T ym, 使 弹簧 伸 长 了 26， 邻 突然 取 去 其 中 一 个 重 物 ， 使 弹 签 由 
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静止 状态 开始 振动 , 求 所 挂 重 物 的 运动 规律 . [提示 : 设 重 物 的 位 移 为 m, 
JM z 轴 铅 站 向 下 ， 原 点 说 在 与 弹 短 夯 定 端 相 距 ld 处 ， 基 中卫 为 弹 饥 在 自由 状态 


时 的 长 度 .] 


在 题 21， 


21.195. 
21.198. 
21.200. 
21.202. 
21.203. 


必须 同时 为 需 . 


21.204. 


fTRUERED rE 
195—21.204 m , PESE D. £8 Bi #k EH HRS E PE PE OS B: 
m, m. 21.196. e-”, we-”. 21.197. ep, min z. 
ez, sin 2x. 21.199. =u+1. 
a, — 22, 21.201. 0,1,2. 
xr+1,204+2. 
X, m7, x3. CHR: IA 是 否 
] 


e. 072, eT, "ARR. dx AS epe ta eat, BIST ec, Cas 


es RE [RI RE, P| 2638 pk et =, BF dy ter] 


在 题 21. 


21.205. 
21.207. 
21.209. 
21.211. 
21.213. 
21.214. 


21.215. 
21.216. 
21.218. 
21.219. 
21.220. 
21.222. 


205—21.230 E, RIA A TRES 38 WE: 


y" +y —2y —0. 21.206. y'—9y-—0. 

y" —4y =0. 21.208. y"—2y' --y=0. 
Sy" —25' —8y=0. 21.210. y"+y=0. 

y 4- Gy' 4-13y — 0. 21.212. 49" — 8y 5g -: 0. 
y'—2y' ay =. 

AT 207 E2620, 

2y” --y' 4- (2 sin? 15? eos? 15? y =D. 

y? —y-0. 21.217. y9?-r2y" += 0. 
ym —2y"" py" = 0, 


y" —29y AC al sn 0 Cas, 
y" —10y+34y=0. — 21.221. y'—4y'45y=0. 
y" —6y + 11ly=0. 
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21.203. y" — 6 A Aaf +10y=0. - 
21.224. y"'—3y' —2y =0. 21.225. y"+*y=0 (kz0). 

21.226. ter dëse, — 21.227. y"—y=0. 

21.228. qy9—12g" 4-12y — 0. 

21.220. y 24"! —34 "dy + 4g =0. 

21.230. gyO0—24'"" -p 29" —2y' Lass D. 

TE BÍ 21.231—21.234 rh, of BEA MIA J EE 8 R: Ae 26 PEB0 8938: 

21.231. y" —4y'3y—9, Blanc Y lamo=10. 

21.232. 4y"-r4y'-y—0, y|,..—2, Y ls=p=0. 

21.233. y —3y'—4y —9, Plaze, Y lao = —5. 

21.234. y +4y+29%y4=0, y| ,-  =0, Y loco 15. 

21.235. AR y" 9y 0 的 一 条 积分 曲线 通过 点 Gr, — D. 且 在 


VOR AMER y 1=x— 相 切 , 求 这 曲线 ， 


在 题 21.236—21.202 中 , 求 已 给 微分 方程 的 通 解 : 
21.236. 24 + —y=28%, 21.237. Ua =e”, 
21.238. y" —7y'+6y = sin x. 

21.239. 25" 59'— 52? —2x —1. 

21.240. 5y'—6y +5y 一 e" cos >. 

21.241. yY'+3y4+29=Í(0) 车 六 w) 等 于 : 


(a) 3sin a; (b) 8ze-*; (c) e77 eos z. 
21.242. y" —6y + 9y= fl) d$ f(x) *8 T: 

(a) Zeit (b) eat Dy; (e) e». 

21.243. y'—2y t oy- fei feier, 

(a) ex; (b) eos Ze: (c) e7 sin 2x. 
21.244. y” —4y tr Ays- f(x), d$ fCx) 等 于 : 

(m) e-2z+3; (b) z eh än: (e) 823 十 ets gin Ze, 


21.245. y“+6y"+11y +6y=x34 2z 3- 1. 
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21.246. y”—3y —2y= — Ben, 21.247. yD 24" +y" =m. 
21.248. et 3y" —4y= e", 21.249. y"--yzx?-4-cos x. 
21.250. y "—8y + 16y =0%4- ein, f 

21.251. y" — 2y" And Län Lët er 21 e), 

21.252. w'"--7y --10y — 20z--18e* —36-0, 

在 题 21.203—21.284 中 ， 求 所 给 各 方程 满足 所 指 初 始 条 件 的 特 


21.253. y'-Fy--sin 220, gl,..—1, y|... =1. 

21.254. y" 2" E y + 26727 0, Vl - = 2, y], 6 =1, 
CTT EAR 

在 题 21.255 一 21.261 中 , 求 所 给 微分 方程 C 尤 拉 方 程 ) 的 通 解 : 

21.255. z'y'-p3zy'--y—0. — 21.256. sty + ey —y=0. 


21.257. eu d +y=0. 21.258. ay'—89zy'--21y-0. 
21.259. “y tey +y=x, 21.260. y 8 9.2 
Xx E = 


21.261. z55"—2zy'-r2y-4-r—223-0. 
21.2602， 回 形 薄 酸 在 受 畏 对 称 的 均 与 分 布 背 载 时 ， 其 挠 曲面 的 微 


分 方程 为 
diw 2 dw ` 1 duo | dw q 


dri y dr? or dy: yo dr D 
Qd q xg ERIS aS dE, DOUARDS RUSO 求 微分 方程 的 通 解 . 
21.263， 在 有 阻尼 的 情形 下 ， 物 体 自由 振动 的 微分 方程 为 Du 


+EH, uo (其 中 E 为 介质 阻力 畦 性 系 糙 ，& 为 自 振 频 率 的 平 


5) 试 求 物 体 振动 的 曲线 方程 
21.264， 有 一 截面 为 均匀 的 肢 梁 长 为 3 XB BRE — k EE 
Q 作用 ,其 微分 方程 为 
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dy 1 
Elga = Qy 一 二 oa 


其 中 加 为 该 漆 材 料 之 弹性 模 量 ,了 为 梁 的 截面 对 于 中 和 轴 的 转动 惯量 ， 
o 为 梁 的 单位 长 度 的 重量 , 试 求 其 弹性 曲线 . 
21.265. 一 张 紧 之 弹性 兹 ,其 一 端 固定 ,而 另 一 端 系 一 质量 拓 的 质 
mg 


点 ,其 运动 方程 为 m5 一 一 JCs 一 1), ge LU ASI, mg 


E 
< 为 其 因 重 量 mg TERK RoR o T, H £0 时 s=s 及 
sf 以 确定 其 常数 . 

21.266. —MERA L MBA m ba. MERA 
之 偏 角 很 小 《 即 sin 00). 试 求 其 运动 方程 ， 并 决定 后 振动 一 次 的 时 
Dr 周期)， 

21.267， 一 扩 紧 的 弹簧 所 受到 的 拉力 与 它 的 长 度 仿 长 成 正比 ， 当 
LEA LR, BEA LAA. 含有 重 2 他 克 的 物体 挂 在 弹 
得 的 下 上端 而 保持 平衡 ， 候 车 将 它 稍 下 朱 , 然 后 再 放 开 , 试 求 由 此 所 产生 
的 握 动 运动 之 周期 [提示 : 先 建立 微分 方程 ,再 求 出 通 解 .] 

21.268. 一 重 p=4 (PLE Fi, A E E 
增长 了 1 厘米 ， 假 定 弹 千 的 上 端 有 一 转动 机 产生 饥 直 调和 振动 y— 
—2 sin 305 EX, FEAR =0 时 ， 重 物 处 于 静止 状态 ， 试 求 此 重 
物 运动 的 规律 . 

21.269， 长 为 6 米 的 链条 自 旧 上 无 摩 护 地 向 下 请 动 ， 假定 在 运动 
起 始 时 ， 链 条 自 桌 上 垂下 部 分 已 有 1 米色， 试问 需要 多 少时 间 链 条 站 
全 部 请 过 上 捍 子 ? "E 

21.270， 一 链条 挂 在 一 个 无 摩擦 的 钉 上 .假定 运动 起 始 时 ， 链 条 
自 一 边 刁 下 8 米 , 另 一 边 垂下 10 米 ， 试 问 束 个 链条 滑 过 条 子 需 多 少时 
[E] 

21.271. —)R EOS m BJ JP E BR k ERA DUA it PARUM, HE 
TREFA JS OLE RE RAE K. RIA EIA. 
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SES E 

在 题 21.272—21.281 rp, HMR RA RAWS FERCC t 
初始 条 件 , 则 人 求 所 给 方程 的 特 解 )， 

21.272. west, 21.273. y+ y= e", 

21.274. y —xy—z-—1. 21.275. y =y bx yl... 

21.276. (1—3)y y 1m, y|z20=0. 

21.277. y'—zy t y—0. 21.278. wie, 

21.279. METTI , Z];- = 6, "EE 

21.280. zy 十 Ce 一 PY —ay—0 (TL Hr EE). 

21.281. sy" +y -2zy-0, Ylu-o=1, y | ,- Í 70. 


22.41， 一 薄板 (不 考虑 其 厚度 记 


FF ERA 


二 重 积分 


位 于 20y FHE, KAEH D. 


Bk L ñi A EXE o-o(P)-c(o y) rtu. Sx BE 
= LU POE Gu 
22.2. — Wik, 位 于 sOy "Ei b. SED. Bum ms 


p= P= y) RUE oS: Ox FEA, 


X. 


写 出 扳 的 动能 的 表 


22.3. dr L BUB BO PRA H d dE C=0CP)= 《wy) 变 化 ， ik 
IAE b nds ts Br pid Br ES ARE. 
在 题 22.4—22.' tB , TAA TE BTE. AAA EET: 
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22.4. [| Cty do, Xo DEM iech, 


22.5. n (2449949) do, Rb D RE [E] a? Hy? 4. 


D 


22.6. JV Grp D do, 3b DESEE A, KL. 


D 


22.7. reit )do, Mé DERE OL, Lee? 


D 


在 题 22.8 一 22.10 中 ， 利 用 向 积 夯 数 的 对 称 性 及 区 域 的 对 称 性 决 


定 各 积分 的 值 或 积分 之 间 的 关系 \ 不 计算 ): 


22.8. R || Creta) de, ANDER PA, vo. 
n 


22.9. zeg ronde 与 积分 D ets do 之 疝 的 关 
Di In 


e GUB D. RAEE IL, 22, D, RRE gees), 
042. 
22.10. HBO || ey do SR, AC DEAR, —1< 
D 
KIL 


22.11. ok || se de dy tii, rb DA Kei, — IO, 


22.12. x || IRE 的 人 ,其 中 如 为 reien, A. 


22.13. $ | ed» dy Bit 3ER DA O, Deet, 


22.14. 求 | wy cos (my?) dz dy 的 和， 其 中 D 为 at, 
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n 
2246. x [22% tg, Ae D IE, SUS. 
p (ira? + 255 


在 题 22.17 一 22.23 中 ， 将 二 重 积分 jen de dy 化 为 二 区 各 


分 (两 各 次 序 都 要 ), 积 分 区 域 呈 给 定 如 下 : 
22.17. Di x+y=1,2—y=1,2=0 H H Rh ER- 
22.18. D. y=x, y = Äifel, r=3 所 转 成 的 区 域 ， 
22.19. D, z=3, 2=5, 3z 一 28 十 4 一 0, 8x2 —29y 4- 1— 0 Br B E ñ 


px. 
22.20. D. y=z2 = 4—22 BER RC A AR. 
22.21. D. y —2x 20, 2y —2 —0, zy—2 所 国 成 的 在 第 一 和 象限 中 的 


区 域 , 
22.22. D. gem" ZA 所 转 成 的 区 城 . 


22.23. D, (a—2y (y 3? — 4 所 围 成 的 区 域 
在 题 22.24 一 22.32 ip MR RU XE RE RS 


22.24. V av gs ode. 22.25. [a P rn ay. 
22.26. Ü de | 7 ftn y) dy. 
22.27. Vis 777 fes gy dg. 


22.28. , dx j JG. y) du + 人 del, ` JO ydy. 


Aren 


22.29. Y. gel foy) dee V dV fr, y) dy. 


MÀ — Q 
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229. V def” fein oy 


du 


22.31. V. da Y p fa, y) dg. 


Zar 


NEC y) dy. 


22.32. WES yaa 

在 题 22.33 一 -22.39 中 ， 计算 各 积分 

22.33. || (+69) de dy, D, An, y 5e, x—1 所 转 成 的 区 域 . 
). | 

22.34. (| cos (2+y) dady, D: 2=0,y=0,y= 所 国 成 的 区 域 ， 
D 

22.35. || Lazdy, D, v=2zy=z 274 n2 所 围 成 的 区 域 : 
D ， 

22.36. || Z dedy, D; e= 2, y=0 wy 一 1 所 围 成 的 区 域 . 

22.37. | +) de dy, D, y=x, y2 = B Bl & Bo PC t. 
n 

22.38. || (2492) de dy, D: y=0,y=24+a,y=4, y=34(0>0) 
D 


Ae 
22.39. yat D. y=2pl,y=20,2=0 所 图 成 的 区 域 . 
在 题 22.40—22.43 中 ,把 各 一 - 重 积分 变 为 极 举 标 形式 : 
22.40. | ay 77 fea y) da. 


Ep 


22.41. N del, Fa? y?) dy. 


22.42. Na dedu, 其 中 区 域 D 由 不 等 式 >, y >0, 
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Ca? 十 a MOD 所 规定 ， 


22.43. Sat" «(E SE 


Kee 


O 


在 题 22.44 22.01 中 ,计算 各 积分 : 
22.44. [[udrdy, DAM feto 所 包 图 的 在 第 一 象限 中 的 
n 


Ex. | 
22.45. || eth dedy, DS t^ =1 所 围 成 的 区 城 
). | 


22.46. Vm (oet) da dy, DAN er ePi 所 包 疙 的 在 第 


一 象限 中 的 区 域 . 
22.47. M (h—22—3y) de dy, D 3g Bia? +2 = R 所 围 成 的 区 域 ， 
Dn 
22.48. || VII de dy, DA st +i = Re BAN 
man INS asas, DA teh! 所 包 国 的 在 第 一 
象限 内 的 区 域 。 
22.50. Ü| aeta dedy, DB haeres heri XE 


yos y= 所 包围 的 在 第 一 象限 内 的 区 域 
22.51. M sin LSZ dz dy, D, 24y4m, af yer. 
D 


在 题 22.52 一 22.59 中 ， 利 用 二 重 积分 求 由 曲线 所 围 成 的 图 形 的 


Bi: 
22.52. gm, He, 出 一 十， 22.53. y -Payet a, 
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22.54. P= 2pr+ ps y = iget g? (pL, 220). 

22.55. sy), æy =2a?, y =m, y 2a (x70, y 70). 

22.56. z- y=, x+y = b, y= ka, =m (0<a<b, 0<k<m). 
22.57. 12=2a2 coa 20, 

22.58. (+y — Za? ei MÉ 2154-99 =a, 最 右边 的 一 起 现形 . 
22.50. (x?-py* y = 2a. 

在 题 22.60-22.65 中 ,利用 二 重 积分 求 各 曲面 所 围 成 的 立体 的 体 


H: 

22.60. z= 1—4 —y?, z —0. 

22.61. Æ rm, $ r= 4, y= 4 Ki may. 

22.62. BERME tan, AMAIA A ay. 

22.63. MBE 2=4—, 坐标 面 和 平面 22--y — 4. fE RS — MIR 
的 部 分 

22.64. HIEM äu, 平面 E Trl 70. 

22.65. DIE site PRI a pote RA, 

22.66， 牢 径 为 4 的 球 的 球 心 位 在 正 圆柱 面 上, ERA q 
试 求 柱 体 被 球 所 割 出 部 分 的 体积 . | 


三 重 积分 
在 题 22.67 一 22.71 中 ,计算 各 积分 : 
22.67. AN xy de dy de, Q; Leen, —2<y<1, LE. 


n 


de dy de 
22.68. d Guyprp fe Lesch ene esch 


da dy de _ _ a 
22.69. ff (perty te Q x—0,9]-20,2—0,v4-y d zeli BF 


u 
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E ri 69 Ed 16] (s. 
22.70. M rios Ce +a) de dy dz, O. DEER y= V z REH 


y=0,2=0, crc 所 困 成 的 区 域 - 
22.71. jj] sudo ay ds, 9. 0. MERA ou =z EPA ciel, 


2=0 HEAR. 

在 题 23.72 一 22.74 h, HERRA ||| te v z) da dy de 化 成 
ERICA Aan, HA) AA ELO AER: 

22.72. Q, AAA z ==Ü 所 国 成 的 区 域 . 

22.73. Q, ez ay (62-0), E f oi, 2=0 MARKER E 


限 中 的 区 域 . 
22.74. O; 3a44y=x2,2=1—0 BEI R AJ D Sg. 
在 题 22.75—22.81 中 利用 柱 面 坐标 及 球面 坐标 计算 下 列 各 题 : 


22.75. ||| Gem da dg de ER, hou +y 22 
BEH z — 2 BR CHR. | 

22.76. sk EZ dz dy dz fft, Ep o o RETE 22 y? 1 RIES 
£ —1,2-0,x—0,gy-—0 BEES K ñu EE SES RA RS DE bc. 

22.77. E ME dz dy dz HE, rb Q SD ER 22 2 E2221 及 
平面 x*=0, 8 一 0,%==0 所 围 成 的 在 第 一 卦 限 内 的 区 域 . f 

22.78. E ai š da dy de HE dp OE y= Visa 
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RAM 2=0,2=a(a>0), y 0 所 围 成 的 区 域 . 
22.79. RÁN] (244 az dy de 的 值 ， 其 中 o 为 两 中 球面 “一 


cV Aa, sco Va —at 4 (A>0>0) 及 平面 <=0 所 围 成 的 
ER. 


dæ du de _ , 
22.80. el ZC mp, nen ear KR 


a 


2=1 所 围 成 的 区 域 .. 


z In (12494224 L) de dy de 
22.81. X d TII 的 值 ， 共 中 O 为 球 


面 rty te =l RRG KR. 
FER 22.82-22.89 中 ， 利 用 兰 重 积分 求 各 曲面 所 围 成 的 立体 的 
体积 ; 
22.82. Emi e T 1 和 举 标 面 (a>0,6>0, e>>02. 
22.83. TFiiy=0,2=0, 30+y=8, 304+2y=12, 04 y+2=6. 


22.84. ERMAN 2 V YE, Piti Y V =s 及 平面 


22.85. ëng 22, 圆柱 面 +y sae (00-0) 和 平面 


22.86， 球 中 十 凶 十 2 一 2z 一 0， 
22.87. MEE vii Age, HEAT a= ty aE 


22.88. HI Lag, 2= la — V zy (a0). 
22.89. HEC +y a =0% (a7-0). 
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曲面 面积 
22.90. KE z= V + 被 柱 夯 z= 二 2% 所 制 下 部 分 的 曲面 
面积 . f 
22.91. KERO 22 + g?-- 2? — a2 RH z =. 2= WESCE y Bñ) dh 
面 面 积 . f 
22.92. Xp Bud z = Via —22— 3? B WE £6 hip B] zë 4-2 —2az 
PF EBL E BJ yr C09 e RETREAT TELA. 


22.93. gHAHIRIiEBEIEE RO SIE HR 32, IIA ZA r, 试 求 一 
ETE B 53 — E D BIS EE D ñb i Bn. 

22.94. REM TE A = 1 = eR CPP EE A B SER 

22.95. A- PRA v 的 球 , ERA TEMA, RAEE 
BERA q Diis IB ERE isi Br HA AEA, 

22.96. REH y=" bd z=0 3 2=4 09 — Et Bras z 轴 旋转 所 
EECH 

22.97， 求 抛物 线 6y=z? Edi z=0 X 04 Bg — Bii e Sé 
转 所 得 的 旋转 曲面 的 面积 . 

22.98， 求 曲线 4y-ici—21nz E H s-1 至? 一 4 的 一 EF fH 2 y 
辆 旋转 所 得 的 旋转 曲面 的 面积 , 


22.99， 求 曲线 y= 号 Ce +e ËD at E z=a B EAR g 
钠 旋转 所 得 的 旋转 曲面 的 面积 ， 


重 积分 在 物理 学 工 的 应 用 
在 题 22.101—22.119, 22.122— 22.128 中 均 设 密度 a= 1， 符 导 
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T, I, Ly FA WRTA 2 EB, Y FARRO e bi de. 

22.100. R BEPREEO mata" cR y=0,y=2,2=1 所 围 成 的 
=b h Pi A E. 

22.101. RHEA y=0, y-—a—z, 2-0 MARIA É 5 


22.102. $h a Up, sën y—0 所 围 成 的 均匀 薄片 的 重心， 
22.103. 3k Ug x Z — p 22 gy? a? ez 0 的 重心 ， 


22.104. ER" E ec, yz 的 重心 ， 


22.105. RI > = a cos 8, r=b eos d HEEE WJ SS CC UZ ba). 
22.106. RPA Kr, OKOA 的 重心 . 
22.107. KH 2=0,y=0, 24, Hrs HEREJES T, 与 iy. 


22.108. Xi G4 e 1 所 图 图 形 的 1 


22.109. jih = 0 8 52 BHEE Te t5 Lo. 


22.110. Rh y?—2* 5 ys 所 围 图 形 的 Z, 和 Ly. 
22.111. Kh y= dar 与 #y 二 2& 及 Y 轴 所 围 成 图 形 的 To. 


22.112. RM LA LL 对 于 它 的 中 心 的 转动 惯量 . 


22.113. RAM 422, 120 关于 通过 其 中 心 莽 垂直 于 平面 
m 

22.114. KH y^-ax 及 直线 z=4a (a> 0) 所 围 成 图 形 对 直线 
y=—a 的 转动 惯量 . 

22.115. 一 直角 三 角形 , 两 直角 边 长 分 别 为 a 和 48, 计算 这 三 角形 
对 其 中 一 和 下角 边 的 转动 惯量 . 

22.116. 141% y—2px 及 直线 一 2 围 成 一 个 抛物 线 弓 形 , 试 求 
这 芋 形 关于 在 顶点 的 切线 的 转动 悍 量 . 
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22.117. K r= 2G6 eos Bir EBL ESL TZ BJ To. 

22.118. jR B£ += sim 20 所 围 成 的 一 时 的 五 . 

22.119. KB y=V v. y—2V v 及 平面 z 一 0， 240=6 
所 围 成 的 物体 的 质量 . 

22.120. HARFA L VE EE i —2?-- RAE. 

22.121. cie Ud 2—27--y? EI 21 Leet, asf) BEER 
成 的 物体 的 质量 ,假定 其 密 认 为 e m4 y. 

22.122. REBT 2—1-— V a?- y? Dam e—0 所 围 立体 的 
"b. 

22.123. EAHA 21, GEA :二 0 PEA ATA 
FUR . 

22.124. Wok z= Vo 及 平面 2=0 斯 围 成 的 立体 的 重 


22.125. R hje pmi z == 22 y? RA z = 1 所 围 咸 的 立体 的 
Sors. 

22.126. R z= Vaj—s?-—y 及 z=0 所 围 成 的 上 守 球 体 对 zOy 
在 面 的 转动 惯量 . 

22.127. RBA ,高 为 记 的 均 名 圆柱 体 , 绞 过 中 心 而 平行 于 母 
线 的 贺 的 转动 惯量 . 

22.1238. REZA E, 高 为 玉 的 均匀 圆柱 体 , 绕 过 中 心 而 得 罗 于 去 
线 的 办 的 转动 惯量 . 

22.129， 设 有 边 长 为 2a 的 正方 形 薄板 ， 如 果 薄 板材 料 的 密度 和 
到 对 角 线 交点 的 距 褒 盏 方 成 正比 , 且 在 它 的 角 上 的 密度 为 3 试 求 这 个 
正方 形 薄板 的 质量 . 

22,130， 一 个 平 阅 环 是 由 中 径 各 为 Rr CRIT) 的 二 同心 圆 转 
成 的 . 已 知 材 料 的 密度 和 到 圆心 的 距离 成 反比 ， 且 在 内 图 的 圆周 上 的 
密度 等 于 1 求 环 的 质量 . 


a 
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和.131、 一 个 畅 体 是 击 两 个 中 和 从 各 为 R für (Or RE) 的 同 
心 球面 围 成 的 .已 知 材料 的 密度 与 到 球 心 的 距离 成 反比 ， 且 在 焉 离 等 
+ 1 处 等 于 y, 求 物 体 的 至 部 质量 

22.132. 如 果 一 个 底 中 径 为 R， 高 为 互 的 正 加 柱 体 上 的 任 一 点 的 
Zigar ABEREA tal ment hr, ILR ER 
柱 体 的 质量 . 

22.133* 一 个 正 圆锥 体 的 高 为 天 (RE>>1》 轴 与 母线 间 的 角 为 &. 如 
EA E BE o DOE En n RIRE, mE A 
ASXÉTÍA, MEEF THERA 1 REHEAT Y (n0). MARE 
锥 体 的 质量 . Ton, IRIARTE Oz bh, 而 它 的 项 点 作 原点 ， 则 锥 体例 
3E Bg Jy R3 x? y* a? tg? a—=0,] 

22.134* 球体 tut ege e A — HO MUERE CRT E 
LET pA db MEET Lr E ARA 
gë! 

22.135* Rif: 一 个 平面 图 形 对 于 任意 给 定 轴 的 转动 惯量 等 于 
Meto ch oM 是 分 布 在 平面 图 形 上 的 质量 , RAMO AE 
pen, To 是 图 形 对 于 平行 于 已 给 轴 且 经 过 重心 的 轴 的 转动 惯量 
CER ER). (ën, ERRERA SAER bA AA ATTE 
STO PASAR A T 

136% — 5 EE DEE bd TENE H, WERE DEE de 
Hk BER T8 HAN AEREA ES SERIES CS AE L E EE D OR 
E. (ës, ERRE ARS, With BIER SR 
Kate 


[3—4-:3:] 曲线 积分 与 曲面 积分 | ii 
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曲 坊 积分 
Qi》 对 最 长 的 则 线 积分 
23.1. 计算 , (24y2 ds, CAMA == a 008 £, y = sin t€ De 
sie) 
23.2， 计 算 | (+92) de, O 为 曲线 2 一 aCeos t+isin D, y= 
=0(sin tt eos £) (02). 
23.3. iH ds, OA REA alain D) g=aC1-— es t) BD 
— treie Der, | 
23.4 338 | Cay as, commas 


u= a cos? f 
; (<< 


y=a sinti 


<= ER 


23.5. iB | C+ d, 0431 OCO, 0). 4(1,0) f BCO, 1) 29 
顶点 前 三 角形 ， 
23.6. 计算 j. Va+yds, O HBE Lie az, ` 


23.7. WE | was, ooo o t Aus (os 2) s G, D 
的 一 段 驱 . 

23.8， 计 算 «7m de, CAMA atem ^A yo 及 
= SKTERS — Be BEIER EE. 


23.9. 计算 | vds, ODHAR vto tops 由 点 (0，0] 到 (zo yo) 
D... ` 
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23.10. t COE RESI ut ost, y=tsint, z= 
=è (OLI). 

23.11. 计算 人 a gi yi CAME: m= Ga cost, y—asint, z= 
=at (0<t<24). 


GU) HERA 


23.12. i| reide, OMA v=x? 上 从 点 (0, 0) 到 
(2, 4) BEL. 

23.13. 计算 人 zd. 0 由 坐标 轴 和 直线 Tte 构成 的 正 向 
《 反 时 针 运 动 方向 ) 三 角形 回路 . 
23.14. HE vds 0 是 由 直线 z=0,y=0, 272, y=4 构成 的 
ELE ERR. 

23.15. 计算 人 (oz 二 oo) dy, 0 EHER sm, y=1, z=3, y=5_ 
构成 的 正 向 矩形 回路 ， 

23.16. 计算 ,zy de, O Lt hm o 上 从 AC 一 1) 到 B, 
1)— t. 

23.17. 计算 Gro 22) der GP —22y) dy, CAR ya 
上 对 应 于 由 一 1 NURSE rg 

23.18. ij mi (a)y =x, y =2% Lotte, (Dye, YE 
NA ide p (y Le dy 

23.19. WR Te dy— da, 0 为 原点， AIAC 2). 

E OA 35 

(a) ERR: ETT TALI TER O: 

(e) Hid E OB 和 平行 于 y MIRE BA 所 组 成 ， 


rp 
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23.20， 计 算 »" —z cos Y dot y sin z dy, AB 为 由 点 ACO, 0) $ 
Bü, 2m) 的 下 线段. 

23.21. 计算 1 sinydz--sinzdy, AB 3 HA AQ zr) 到 点 
Ba, 0) BS IC £x ER. 

23.22. 计算 | ydzfzdy，0 2 HUB z=R ost, y=E sint h 
£70 到 = T MER. | 


23.23. HA | Qa i de — Ca i) d, O Ai att sin), 
y a(1— cos DH — HOR BET Hl 470 到 加 = 27 (9 — BRO. 
23.24， 计 算 | Cory) dee Go) de, Ooh IER RS s fü l 


qe z » 
a tuel- BE. 


23.25， 计 算 |, 80057-02009, O o Hon ERU 
a? 4- y! a? RSR, 

23.26. WE | (tet) de? — i) dy, 0 为 曲线 y=1 一 |1 一 | 
EMT 7 从 0 到 2 的 一 段 . 

23.27. 计算 Ce—2zy) da + G —22y) dy, C 是 以 点 MO, 
—1), Ma2, —1), RN, 2), M,C0, 2) 为 顶点 的 矩形 正 向 回路 . 

23.28*， 计 算 1 o, exis 


1), C( —1, 05, D(0, 一 1) 为 顶点 的 正方 形 ， 


ABCDA 为 应 点 AC, 0), Bro, 


z= ü eos d, 


23.29. nn ， y da-rFz dy+ z dz, rama y=a sint, 
gb 
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上 从 t=0 到 ;二 27 的 一 段 


æ == t, 


23.30. 计算 |， 07—22) da + 2gz dy—a2 dz, T 为 曲线 4 二 E, 
z = EI 


上 从 t=0 到 i 二 1 的 一 段 . 
23.31. 计算 人 ie dace dy-- Aide, Y RMAC LDE 
AC, 3, 4) 的 一 段 直线 . 


25.32. 计算 1 “dvtydytzdz — ps (1,1,1) 3J Ez 
r VR yr yde 


Ch 4, 89 — TEER- 
GD 与 路 惩 无关 的 上 线 积分 :格林 公式 

23.33， 证 明 (oe der (o) dy 只 与 0 的 起 论点 有 关 而 与 
所 取 路 径 无 关 ， 且 求人 (z+9) d Co y) dy 的 值 


23.34， 证 明 (2 一 JCds 一 4y) 只 与 0 的 起 认 点 有 关 而 与 所 取 路 


OD 


ERA HR, (Cd Mt. 


(1,15 
23.35. ipn | LEY 只 与 o EIA IAE 


(iu y de —c dy de 
CD 


Xo 共 中 0 不 经 过 9 办， 是 求人 ”Ye 并 的 值 


23.36. um "m STEET 


无 关 , 其 中 C 在 中 平面 DO. H.R » E 的 值 . 


23.37. ml Catt toy?) da + (Gay 590) dy 只 与 0 的 起 论点 
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mann, BEI ern Aender Cei yt) dy 
的 值 
23.38. 证 明 í. (1-5 eos SG E + eos .? LZ Huc 


mie ofr SAREREA dep coegit SI (1- 
E cos 2) 404 (sn 242 cos 2) ay mi. 
23.39. 证 明 l. es(cos y dz —sin y dy) 只 与 O 的 起 论点 有 关 而 与 


Sange, BU eCeos de — sin 9 dy) iii 


23. 40、 验 证 沿 分 自 光 清 的 狂 意 闭路 的 曲线 积分 中 ode + 
+P dy 一 0 ;其 中 9Cw) Y) A. 

23.41， 验 证 油分 段 光 请 的 任意 闭路 的 曲线 积分 Nov) Cy da + 
+0 dy)=0, 30h fy) THE Ren 具有 连续 的 一 阶 导数 . 

在 题 23.42 一 23.47 Hh, EA AA A M: 

23.42. du-(as*--2xy y) de+ (a? Zen —3?) dg. 

23.43. du=(2e eos y — yt sin z) del (2y eos x —a? sin y) dy. 


. Zei ry dx e? 
23.44. du= (pam eege 
8Yy 一 2) dat (y —32) dy 
23,45. d (z+ y 


23.46. du-e'[er(z—y4- 254 y] di el e"(y —y5-4-1] £g. 


y dz mp du 


23.47. du= 8a! Zay 333^ 


23.48. Sp e aa y e en uua, y) 


f a f Ar HR Cms y). 
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、 (4 lay axt) dz —( x? + 2204 + 53?) dy 
23.49. 选取 ob CET 3 
AX — B uw, y) IRA, HER u(z, y) 
23.50， 利 用 糙 林 公式 改变 朋 线 积分 了 = $ VAF yA de y Lay 


+ In(z+ Vet 999] dy AER C Pr Bl AR S EZERS, ApH 
CANARIA, B.S AER 


23.51， 应 用 格 袜 公式 计算 人 zy dy ety gz 式 中 O DM et 
RR a + t — at — BER 8542. 
23.52. HR SERE Genie Coa dy Ah O A 
A +H nm, 
23.53. H W RO 
LL. Cer sin gm my) d+ Ce? cos y — m) dg, 


共 中 AnO 为 由 点 Aa 0) 至 虚 OCO, 0) MEA ais, 
[提示 : Bi On EEE? O A A AR AnO MAA] 
23.54*， 计算 曲线 积分 | 


Í, L990 my dwt Lore m] dy, 


ARPA eC) AER, AnB ETE HR AC mi 和 点 Bos 
ys2 的 任何 路 径 , 但 与 让 线段 AP 围 成 的 图 形 An BA 有 定 面积 S. 


Civ) 曲线 积分 的 应 用 


vv yw w ta 


23.55. AREA RA URREA v=a cosi, 3 一 aaimnst 所 用 成 
图 形 的 面积 . - 

23.56. 利用 曲线 积分 计算 闭 曲线 s= 2a cos t—a 00821, y= 
= 2a sin ¿—G sin 2: 所 国 成 图 形 的 面积 . 
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23.57. d —Ski£ B ze cosi, y=asint, 0i. Et 
每 一 点 密度 等 于 该 点 的 级 坐标 , 求 铁丝 的 质量 . 

23.58. 若 曲 线 y=ln x 上 每 一 点 的 密度 等 于 点 的 模 坐 标的 平方 
i sk h 29 fE CBR 2 和 zs H DER La). 

23.59， 若 悬 链 线 a Leite të ER B ES Ak 
标 成 反比 ， 且 在 点 (0,0) MET A. 试 求 曲 线 在 横 坐标 21=0 及 
za =a El — EEG HER Ca 0). | 

23.60. WE ih ERTE EXE — ALIAE BIE JA AC Bl dE 


成 正比 , an" arco, 9 与 点 (人 P) oir t R 
E. 

23.61. TARER su emt, y=asint, z=b EEE 
SE Fi C RIMAN. WR £ 从 0 到 2m 的 第 一 回旋 部 分 的 质量 . 

23.62. hu z= e cost, ge! sini, z= e HE LEE 
与 该 点 矢 径 平方 成 反比 , 且 在 点 《1, 0, 1) 处 为 1， 试 求 曲线 从 对 应 于 
4 一 0 点 到 任意 点 + 一 名 — ERREUR RE >0). 

23.63. Daf een so T PL LAA IEA 


po -y2 变更 ， 试 求 对 应 于 OKIKI 一 自 弧 的 质量 (a >0). 

在 题 23.67—23.72 中 [E PE SEHE. pl. 

. 23.64. ARTO 7 =a(1—cos pA M DÉI io. 

23.65. RATA = iain ty), y=a(1—co8 t), (UIT) 
的 重心 ， 

23.66. RFRA a, 中 心 角 为 20 的 均匀 图 颖 的 重心 . 

23.67， 试 求 螺 旋 线 2=a cost, y=asin t, zeh x ii T 0szi«m 
865— BUE O 

23.68. REID G= ei cos d, yese'sint, z-—e'(—coo«cis0) 


202 数学 分 折 [R] 


的 重心 . 

23.69， 方 向 依 纵 办 的 负 方 向 , 且 大 小 等 于 作用 点 的 横 标 平方 的 力 
HEDE. RRE mH AN pa emy? 从 点 (1, 0) 移动 到 点 
(O, 1) 时 场 力 所 作 的 功 . 

23.70， 一 力 场 由 侠 横 畏 的 正方 向 的 党 力 王 所 构成 ， 试 求 当 一 质 
Em (0 FR Hx Hy LJ 024 y? = R: JR IE O BOSE ETE bunn — E a 
时 场 力 所 作 的 功 ， 

23.71， 在 椭圆 x 二 a eos 1，y 二 bsint 上 每 一 点 于 有 作用 力 下 .大 
小 等 于 从 点 下 到 本 加 中 心 的 距离 ,而 方向 朝 着 梢 贺 中 心 、 

(a) RAMA P RETA REPRAN, DBA 
点 (0, 5 时 力 盏 所 作 的 功 ; 

(b) s & P EIE TATE Ze BUDE D F ER 

23.72. Jute sdb LEER Xs a) Y — 2zy 一 8， 由 这 力 构 
成 力 场 ， 证 明 质 点 在 此 场 内 移动 时 , 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 。 

23.73. iz 轴 与 重力 的 方向 一 致 ， 求 质量 为 中 的 点 从 位 置 
(way Yo aB E RE S Cn go 42) 时 重力 所 作 的 功 . 


23.74， 设 在 咎 平面 x>0 中 有 力 盏 = — (b ey JY, X 


HIRE, =V 开 十 并， 证 明 在 此 力 场 中 场 力 所 作 的 功 与 所 取 路 径 
元 基 , 而 只 与 起 论点 有 关 ， 

23.75. WIE ASTE on 中 ,有 方向 指 着 原点 ,大 小 等 于 作用 点 到 
坐标 原点 距 窗 的 平方 的 力 构 成 力 场 . 求 质 点 从 位 十 4 移 到 五 时 场 力 所 
HRD. . 

23.76、 一 力 场 的 力 与 作用 点 到 = #hü5 E E I c H; , J a Ër ELA 
AA. BOR MEA m 3D 03 e= y=1, z = sin # 由 
AMO 1,0) 依 正 向 移动 到 点 NC0, 1, 1 时 场 方 所 作 的 功 . 

23.77， 一 力 场 由 与 力 的 作用 点 到 平面 Oy 的 距离 成 反比 且 方向 
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HAARDER. DOBER E SM JR Pa r ral, pb, z=eM(es=0) 
A gk Ca, b, ORE SI S Ce, 25, 20) E 3 2 BERG 


曲面 积分 
Y 4 ^onmmu 7475.5 
23.78. 计算 j Lizenz py x chm 2 + 5 + ed 
一 填 限 中 的 部 分 . 
23.79. 计算 
las 
AE tii PC Fi] FCR P tiri TE D] e IE. 
23.80. 计算 i! Ca-y so, X D EPRE e= VE, 


z 


23.81. HE 人 VAi, XE LH 


z 


z = V Ra 8 wë, 


d 


E 


yw E 为 平面 ay il 及 三 个 坐标 


23.82. 43 || ey? do, xcu LPR EE, 


zr 


23.83. 计算 Let? do, E 为 曲面 := SÉIER ER z=1 


x 


所 国 成 立体 的 表面 . 
23.84. 计算 | (ay+yz+20) do, X Mig z= V xy BE BH II 


x 


z?-ry? mar 所 截 得 的 部 分 . 
23.85. HAD x mui eo 及 H 2 HEN 


rz 


stater 的 侧面 ,而 r 为 空间 的 点 到 原点 的 距离 . 
23.86. 计算 sre de dy, 号 是 球面 eye FERN 
x 
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FAM. 
23.87. LP u Cetntaide dy+ (y —2) dy dz, 吕 为 三 坐标 面 及 


平面 * 一 13 一 1 一 1 所 图 成 的 正方 体 的 表面 和 外侧. 
23.88. 计算 E e — , E z-Vapy 及 平面 z=1, 


, 2 BB tq i EA. 
23.89. 计算 全 = ay da +y dz da+ z dæ 和 ,号 为 由 平面 zx 一 0, y= 
A 
=0, z=0, t=], y=1, z=1 所 围 成 立体 的 表面 外 侧 . 
23.90， 计 算 Ó ez de dy ay dy dz + yz da da, Y 是 平面 % 十 十 
: b 
+z=1, z=0, y=0, 2=0 BE ng ir DE 09 geri Sal 
23.91. CES Vp + dx dy + dy de +y dz dz, X 为 柱 面 *+e=1 
x 
被 平面 2 一 0 及 % 二 3 所 截 部 分 的 外 侧 . 
23.90. 计算 M yz de dy 4-2 dy dz xy dz dz, X 是 圆柱 面 zz 十 


+9=R RE a, y=0, 2-0 Ba hh 所 围 的 在 第 一 卦 限 
中 的 一 块 立体 的 表面 外 便 . 


23.93， 计 算 V (y—2) dy dz + (z —z) de d (a —y) da dy, Y Y 
x 
曲面 z= U + E. ETN s = hC h2>0)5 ER n > fk B) ETE 5k (d. 
23.94. vg Wee dz dy 十 zz dy dz 十 v2y dz dx， 其 中 号 是 由 旋转 


Hina z — 71, [EDD z2--2=1 和 坐标 平面 在 第 一 卦 限 中 所 膨 曲 
mi 692 ON. 
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23.95^ |H Col || dyaz parda + etd, 
z 


x 为 平面 z= 0, y=0, z=0, 2=4, y=0, z-a BE k 89 sr E BJ 82 Bi 
SR. 


23.96*， 利 用 奥 氏 公式 计算 曲面 积分 || (e — y) dedy+ 


rci) dy dz, Y AtEm 2+1 RER 23 所 园 成 的 立 
体 的 表面 外 便 . 


23.97". 利用 奥 氏 公式 计算 曲面 积分 Ü| 2t ay dee y? dz dat 
I 


+z da dy, X ARRE ei ui z2 = 9744. 
23.98. RIIIE + OL) BRE, MEA 


ELA: p=2 而 变更 ， 

23.99. REE pu MITRE 440 (220) NI 
Sintesi Er. | 

23.100. 如果 球面 上 每 点 的 密 座 等 于 读 点 到 球 的 基 一 定 直径 的 距 
离 平 方 , 试 求 球面 的 质量 . 

23.101， 求 均 名 曲面 “= Var rr 38 o Heg 

23.102， 求 矢量 A=0oyi+gj+ork 罕 过 球面 + y+ ml 在 
第 一 秆 限 部 分 的 访 基 ， 

25.103. RI r MAA: Cadet si Cose) 
RJ ESSE (81; ( b E XE UC TAL BERE UE. 

23.104. 求 向 量 A=yzitezj+tayk 的 流量 : (Cs) 穿 过 圆柱 22 + 
Ta sa (Oscesh 08 fli ge rr; Cb SE xE TE BL EE G9 2 v i. 


1.1. 


1.2. 


第 一 S 

(a) AB= —4, 4C — —3, BC — 1; 
(b) A(05, B( — 45, O( — 3). 
AB--6, BO — 8, CA- —14, 
(1) (0,01(2,0) (ii) CO, 0), C2, 0), 

(0, 2), (2, 2); (0, —25, (2, —25; 
(iii) (0,05,( —2, 05, (iv) (0, 0), C0, —25, 

(0, 2), ( —2, 25 (—2, 0), (—2, —2). 
(4,0), ( —4, 0), (0, 8), (0, 一 3) 3 (3, 0), (3, 0), (0, 4), 


(3, —2),(—8,2),( —3, —2). 

(4, 2. 

(a) (—2, —6) Cb) (—2, 45; 

(e) C8, —6); (d) C6, 4). 

(12, -22) (—12,22). 1.13. (2,05. 
(¿UT (ay ¿VE 2). 


HT 


(a) 5; (b) 10; (e)5; (4d) 13. 

2(9--4V/ 2. 1.19. 7/2. 

R=5, 1.21. (0,0), (10,05. 
(LD. 1.23. (7,115, (7, —1). 
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1.24. (15,15), (3, 3). 1.25. (—1, -2). 
1.27. (2, —2) m (0, 4) W (4, 0). 
1.28. (5, —1), (9,2) 3 (3,10), (—1, 7). 

a+1 


1.29. Ca) (5,3): (b) (4-1) Ce) ç 2 ) 


co (+) c(-i» t). 


13 31 
1.30. (12, —7). ia CZ) 
9 7 14 37 JJ 13 
1.32. (P i) 1.33. E dl E al 


1.34. (a) (-4,1), (—7,0% (b) (8,5), (5, 4). 
1.35. (£,5). 1.36. (—1,0), (5,6). 
1.37. r=4, y= —3. 1.38. V41, V 26, V17. 
1.39. (5, —2). 1.40. (—2, 1). 
1.41. E 10), (4, 3). 1.42.2 5,y— 4A —5,9-— —2. 
1.43. ( —2, —65, (8,2), ( —6, 105. 
1.45. (1,2). 1.46. 10+8y+41=0. 
1.47. 4-44 4=0. 1.48. y2-2z. 
1.49. zy— +1. . 
1.80. 点 了 分 AB &ECo has A en et 
m= uo 008 z, 
1.51. | . | E yx tga— La, 
y = vgl sin 8: 98, 0 


1.52. 23(1--e?)-Fg?--2ae*z —a?e?— 0. C AN f 25 EGG. y 加 平行 
手 海岸 且 在 海岸 堪 方 ，“ 为 小 总 到 海岸 距离 )， 

1.53. ay bay —a td yy + abd — 0. 

1.55. (2,2), (—2, —2). 1.56. (2,4), (2, —4). 


208 E E: 
1.57. (2,05, (—1,0), (0,2). 
1.58, (8) 3249 =0; (b) 54 —y'+19=0; 
(e) m2+ y?5=0; (d) y ?—42'=0; 
(e) y? — 6g! —2 84 60 2—120 4170, 
1.59. (a) x'=0; (b) (1--21/3 )a' -(2— V 3 y =2; 
(c) 32/'2—59'2—18. 
1.60. (+—1+(y-6)=25, 1.61. +y=x0+y. 
1.62. Cantate eng, 1.63. B(11,8). 
UA Ys 
1.64. e(t tet, eben), 
n (ME H gm. Mayı T mola 
1.65. sel mtm ? mM, + Mg ) 
11 
1.66. a(1%). 
1.67. r=(vco2 a), y= Cusin aL, 
1.68. x-1-!, y=2—fÉ. 
G— 3 w^. 
1-70. 16 ga! 
第 二 & 
2.1 k=1, ah. 
7 
2.2. TEE kgc- 4, boa —- 
2.4. k-—-—4. 
2.5. (a) z+#=0; Cb) y=0. | 
2.6. (ay k=l, ac 5, b=5; (b) k= i. a=4, b=2. 
2.8. z—y—1=0, 
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2.9. 


2.10. 
2.11. 
2.13. 


2.21. 


2.22. 
2.23. 
2.25. 
2.26. 
2.27. 
2.28. 
2.29. 
2-30, 


V 8z—3--2(24- V 3 )=0. 


(à) a= —5, ba; (b) a=—4, b= —2. 


V3r—3y-9=0, 2.12. 3y—15=0, 
2 T Zu, 
(a) —aty-h (5) Ech re 
Ei y = # 
Co) **-1^5 (d) s + 10 =l, 
ES 3 


， 遇 十 4 一 7 一 0， 和 28 一 58 一 0. f 
. Bz—8y—24-0 gg 22—3y+12=0, 
. (a) Tæ —y— en Or (b) 5z#—9#— 7 = 0; 


(e) a+8y—2=0. 


. 中线 OD 的 方程 : 7x 一 2y 一 1=0， |OD|=V853, 


9 — 1 
=— Y D . ` 一 一 一 
.d 8 2 2.19. d i318. 
da, kx — 5| 
. t= IE Ho 0 . 
3 
det, 


4x-4-y—0-—07J£ 3242y—7=0. 

4z —3g--25—0. 2.24. y= R Av—3y —0. 
Sz —4y —25 20 或 3z—4y-F5—0. 

3r -—dy—7-—U0 sk bet 12y —49=0, 
r—T1446=0 E rz 十 8 十 4 一 0. 

32 十 33 —5 20 BR 3r—835y--19—90. 

省 一 3 一 0 及 2 十 gz 十 2 一 0. 

(a) 平行 ; Cb) Fin O mE; Cd) eg: 
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* ` s 


2.3. 


2.32. 
2.34. 
2.36. 
2.37. 


2.38. 
2. 40. 


2.41. 


2.42. 


2.43. 
2.44. 
3.45. 
2.47. 


2.48. 


(e) 交角 0=-; (1) 35% 6e cor ie( 5.) 


(g) 交角 Dagr. 


(ai Ae 7 (he. 

z 十 298 十 4 一 0. 2.33. 7r —2y —20-0. 

2x--3y —15 20. 2.35。z 一 4 一 3 一 0， 
BSz+ 4y — 23 — 0. 

62--5y —56 — 0 CZE41- hA; 92—6y —6—0 (E Ë + rh 
GH f 
2+3y—1=0. 2.39. 3s—2gy 十 5 一 0。 
AD:3x—2y--3—0; BE:s—öy+1=0; 


CFi2z--3y--2—0. 
—A=are tg 3=71%34' Z Bearo ta 26°33"; 


Z ss äpo tg 1? —81?53'. 


3 
=T. 


4 

(2424 3,3) (2—2 3,3). 

5+y—20=0 或 sw 一 5y 十 22 一 0. 

x—y—1=0. 2.46. V 3g" = xz”. 

(a) 5z--4y—1-0; (b) 3x42y+1=0; 

(e) d+ 133 —49=0;(d) z-p3g--9-—0 së 4r—35--16--0; 
(e) g—4-—0 g 30—4y + 25 —0; 

(f) 4x —y-F18 —0 或 32+2#⁄ + 1=0Ü0; 

(g) 8x4 574 —204 —0, 

(a) Sz- 4g —18 —0; 
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(b) Bet 4y —58 =0 SÉ 3 二 49 一 18==0; 
. (e) 62+8y—1i=0. ) 

2.49. (a) 4z 一 39g -一 17 一 0; (b) liz—33y—81=0; 
(e) 5z+7w—15=0. 

2.50, z—3y—15-0, 3x4y-25=0, 2x—39-0. 

2.51. 5z--12y —39 —0 及 5x 1294-13 — 0. 

2.52. x—25y-0, v—2y-F5-0 SE 204+y=0, ，2z 十 9 一 5 一 0. 

2.53. sta DER 2 一 0. 2.54. «42g —5-—0. 

2.55. z-r4y-- 11-0. 


2.56. y Ze+3), gos 24 Y>, 行程 EX 


(2.57. m-— 2.58. zd-4y—4=0. 


2.59. a+y—3=0, 

2.60. AREA ox—4y42—0; 反射 线 为 42 一 58 十 1 一 0. 

2.61. {z+ y —9? — 0. 

2.62， 设 常数 为 C, WR — 1E J ERAR, Rut H AR LEE Rn 
ERE RA, MIE Jy EV XL 09 77 ERO z+ y = +C. 

2.63. a?--y? —a?, (a, 0) P (—a, 的 两 点 除外 ， 

2.64. 32+4y —20=0 或 304 4y — 25 — D. 


2.6. (1, —45, E -7). 


2.66. c—y+41=0, 3z4+ 24 —7=0, 2r+3y+7=0. 
2.67. C(6, —6). 2.68. 2a+7y—5=0, 
2.60. z--7y4-19 2-0 E 72+y—17=0. 


13 31 . 
2.70. (E s) | 2.71. 2z—y-F4=0. 
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3.1. 


3.2. 


3.3. 
3.5. 
3.7. 


3.10. 


3.11. 
3.12. 
3.13. 


3.14. 


F ES 


第 三 S 
(a) (4, —2), R=5; (b) (3, 0, R=3; 
(e) (—4, —3), R—5. 
(a) stytt Ax 3- Gy + 4 — 0; 
(b) zs2+ y! Ae 4-6y —12=0; 
(e) z*--gy3 —10s —12y-F 48 — 0; 
89, 


(d) (x—3) -F(y-—AY —— (ej) a*4-35— 10x — Sy —- D: 


(E) (x —8Y (y 5) —4 gk (x—8)-F(y—1) —45; 
(g) z*-p y? —152z 一 0， 

w+ (y—by-H, 8.4. 24 y!—2by. 
(s4-39-(y—4Y—20. 3.6. (x —4Y-(y—79 —9. 
(a) m+ 0g 2:26 —0; 

(b) Sr+ 4y +20 =0 或 3z 十 4 一 5 一 个 ， 

取 二 点 为 《0 0)， (a, 0) 比值 ez, 


E Zei 
ap tan ZE ge ER =0 是 一 加 . 


ei 1—e2 
mi4-4y? Ri. 
9124 25y2=225 sË 422--25g2=100. 
xy 4. 
— Be 

(a) n=5,b=2, (+ V21, 0), es 

VT 
Chi a=4,b=3, (+L 7,05, e= si 


p 
(0) ae 5,61, (52V 6,0, e; 


3.15. 


3.24. 


3.25. 
3-26. 


3.27. 


E SS 213 


_ 5 

(d) a=3,b=2, (0,+ V 5), E. 
y? a e 
(ay SES 9 =1; |o (b) gtg" 
y? a2 y) 
(e) eth =1; (4) atiet 
ES V599 

。 人 3.17. e= 300 * 
e = coa E 

. d xd Sat 9), 


ei qe 
65  65/1— 


. 33014 40g? — 24xy —114x — 208g -- 241 — 0 为 椭圆 . 


3.22. 


a . 
-— 1. 3.23. s--2y Ass. 


1 
a=41⁄ 3, b=6, e=, 


y? 1 E a? vw ` 
estia ER ST l, 或 stis LR 可 十 站 一 十， 


所 求 轨 和 迹 是 长 年 畏 等 于 13 单位 ， 短 什 轴 等 于 5 单位 的 横 
LE | 


(a) a=5, b=2, (3: 29, 0), ¿= V28; 


(b) 122, b=3, (+V13,0, ¿=+ 118; 


(e) a—8, b=8, (+8V 2, D e= V 2: 


(d) s=8, b=8, (0, +81 2), e= V 2; 


(e) a=4, b= V 6, (+ V22, 0), ei Hh 


a ` -ot 


3.28. 


(3.29. 


3.30. 


3.32. 


3.33. 
-3.34. 


3.35. 
3.39. 


' 3.40. 


3.41. 


E * 


(f) a1, b=2, (0,3-V 8), e= V 5. 
(5) vs 


(e) E 1. 


2022+ 48y? + 96zy — 428r —624y + 1601 =0 ANAE. 


æ+y= +10, r—y=>3+10. 


=3 Si wi. 
d=5V 2. 3.36. Cyr E m 
(9) p=4, ( 2,0), m=2; 

(b) DER? (z o), z=; 


(e) Best, (0,2), y=—2; 
(4) p=4, (0, 2), y=2; 


9 8 9 
(e) p= e) E d leede 
(a) t= 162; (b) y=8m (e) = —8z; 
(A) etmy; — (e)ateBw (f) e= — 8y. 


TEMA T DEA. 3.42. zz Ly, 


3.43. 
3.44. 
3.45. 
3.46. 
. 3.47. 
3.48. 


3.49. 


3.50. 


3.51. 
3.52. 
3.53. 


3.55. 


3.56. 


3.57. 
3.58. 


3.59. 


E x 215 


(9, 8) dz (5, —6). 

4z? — deyt y? -- 2z dy — 1 == 0. 

y7 —2by+4 b= +(2 px —2 pa). 

1442! —120xy -+ 2592 — T16x — 434y -- 829 — 0. 


3x—y—1=0. 
Ej. Zëss, MALE MAA PF REA 
直线 . 


z=10, y-L V5m y= -4 VS x. 


(s) (1,6), ye (b) (—2, —4), “= — 2: 
(e) (30, änt (0 (4D, z= - S. 


0'(1,2), z"2+ 4g/2 — 16. 
0'(3, —2), 9x2 —16y'2— 144. 
a=45%, 22—y42>36. 3.54. a=30%, Si Hei, 


a= are sin (- Yi. xz 2--119'2- 22. 


c — &ro sin > Q"(3, —2), y= — Zeil, 


O'(1, -1), O es BIO gel — 5), 224 62 — 30. 


y =0, z'—w'=0. 


a» y 
(a) O'(2, 3), a= -aresin(- yl)? =1; 


(b) O'(1, 1), a= Ag 24 y"? — 16 


pe: 


(°) 0'( —1,2), anro sin( -V 4). —x"3-- 9912 0 9; 
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E E 


3.60. 
3.70. 


3.71. 


3.72. 


3.73. 
3.75. 


3.76. 


1 
(d) O'(1,1), a-—arcain Yi, oi 9y"? = 9; 


(e) os DEG sin EA yi=2x", 


s 5a? —4y24- 287 —220=0. 


2522 + 93? + 24y — 384 —0, o(a, -$) a= I, b=4 
ges Lä, b=2, 3.63. SEN 
` ; 32 16 
e= 3.65. eV 3 
E UT 
1 
é = -.-. 
Sé 
, 4 机 一 28 十 3 一 各 ，42 一 28 十 5 一 0. 


17732 1814 5712 62y3 
(ene) eer Ry mim (s=) fe) = 


17M? 7842 10312 
=100, ( -i5) dE =100, (s) 十 


(214 (gy 109 2192 Le (y - 109 eT. 
Tap Ty? 252 —3y —54=0. 


399: 7579 (019 
BE WE — 2 一 一 一 = — 一 中 -一 一 ` 
(a8 er 1) dE 209) +(y 235) Ea 
48 748] ^ 5304" 


《zx 一 332 二 (9 一 532 一 37- 
为 圆 x24 y* p Dx 4 Ey E F == 0. 


5 y: 1053 323 
Cra) (lea) (u): 


3.83. 


4.2. 
4.3. 
4.4. 


4.5. 


4.6. 
4.8. 


4.10. 
4.11. 
4.12. 


. = 
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HAAK, 05, (0, 2), Cà, 0), ( —2, 2). 
i 
81" 


. (4V2, 4/2) &(—4V 2, —AY 2). 


2 š 
z GG _ . 3.81. ¿4x+y+3=0. 


. (V6, V 2), (V/6,—v 25, Ys, V 235, 


(—v/68,— 2). 
(x—1Y-4-(y--2)?—2. 3.84. 124 2x9 —6x — 0. 


第 四 S 
(本 


《2， 5, C2. ao 7) (2 — -人 (V31, 239?2^). 


et 
B 
= 
x 
+ 
"s 
> 
- 
< 
Ki 
— 
| 
bo] c 
` 


(sg 65) eto) (hr) 


d = TETT —2r, rs 008 (0,—0,). 


CT, 0), (1, 0). 4.9. sin 202. Z (0<0<wm). 


r=10 HIR. — 4 r(8)—a. 

Gi) CR: Ci) 0=C0 (C 为 常数 ). 

Ca) (osin 0)? — 120 eos BI p=12 etg 8 ose 8; 

Chi p=4.e08 0 — (e) em 20-20; 

(d) p*(14- 3 eos? 65 — 4, 

Co) p2(1 —sin 20)—p eos + 4 =0; 

(f) eren 20—14; — (g) p?sin? 4- 4p cos Ü = 4; 
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4.17. 
4.18. 


5.1. 


5.2. 
5.3. 
5.6. 


5.8. 


E ES 


(h) o= Zo ee 0 —cos 0). (i) pl=4 cos 20. 


. (a) y=10; (b) (224-9253 — gay; 


(c) 16024 25? 1-961 —256 — 0; 
(d) 9x*—169? —90x +81 —0; 
(e) a*— yt 10; C£) y+20=8. 


. pros (Ë —a) — p. 
. La) (2. E) Da (b) Eat 


(e) (a0), (8,7), (am, (en) 


(2--5V/3, 8). 
an(ov'2, sr 


Lat 


和 五 x 
(2) —4; (b) 8; (0) —48; 
. Cd) ab; (e) —2(a* y? 
(É) yy Ce 2) p sta 0). 
(a) z=3 A 2; (b) 2=2. 
27. 5.4. 3375. 5.5. 18. 
(a) 4; (b) oh ae (e) Zabe 
(d) 0; (e) 4abe; (£) tado; 
Ce) 0; (h) Sabe: (i) ta?b2%2, 


6 8 
k) es 一 28 一 - = M 
(9) is Y=. 


5.9. 


5.15. 


6.2. 


42 
. (8) green y=2 
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Cb) 无 解 ; (c) 无穷 多 组 解 ; 
(d) e= —22, y=17 (ei 无 解 ; 

O 35 ife. 

(a) a=1,y=1,2=13 (b) 无 解 ; 

(e) ac 1, y=", z=10; 

(d) 2—1,9—3, z=5; Lei =l, y=1, 2=1; 


(£) == go by, y= e) z=} (e+a). 


. (6) m=38Rh y= — Tk, z= —23k; 


(b) z:0,y—4b,2—8k; (c) gef y =2k, 2 = 2k; 
(d) x= 12k, y = 35, z = 0, 


. (ai s= —k,y=0,z=k; (b) 2=0,y=2k,2=2k; 


(e) z#=0, y-—2k, z=k, (d) r=gy =z =0, 


. Ass d, 


56,93, 
117” 117” 


(b) z=i, y=0, 2=1. 


. (a) 0; Cb) abe; Ce) 30; 
(d) 84D; (e) 12; 
(E) (a+ boca de Cake (dy 
(g) (be —cd y. 
(a) z=1, y=—1, 2=—1, t=1; 


(b) z——1, y=-1, 2=0, =l; 
(e) gal, y=2, z-x-—1, t= —2, 
第 六 S 
(e) f£e f E; Cb) fes fü b; Co)fE yOs iii E; 
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6.3. 


6.16. 


+ SS 
(d) ZE xOz mE. f . 
(=> > 9) (0 55 0) (27 0 2) 
(0 zen 2) 
(a) (2, 一 3， 1); {b} (—2, —3, —1), (e) (2, 3, —1). 
(a) (a, 6, 一 上 (b) (—ma,5,e); (e) (a, —b, 0). ` 
(a) (2,3,1*5; (b) ( —2, —83,15; Ce) (—2, 3, — 1). 
(8) (a, —5, —e); (b) (—a,b, —e); (e) (—a, —b, 6); 
(d) ( —«, —6, —e). 
5V 2, V34, V4, 5. 
|AB| = v149, | BO| «7, |CA|= V146, 
¡AB|=3, j|BO|- v1, [04|= VM. 


. (89227 s£ ze —5; (b) x—2. 


. (o 0, 5). 6.14. (0,1, —2). 


: 1 14 
»(5, 72.2). E(—3» -3), AS ach 


BE -13), 


7 1 1 132 11 
2 2' 5' | 9* 3? 


7 11 
(i 0, x) 


1 


o), (0, — 7, 16); 


. (06,2, —1), E $, -3), ( —3, 8,5). 


. (—8,7,0). 
. A(—13,5, —3), B(—-6,4,0), €0( —2, 1, —1), 


D( —1,2, —4). 


A 


6.21. 


6.22. 


6.23. 


. 6.25. 
6.27. 


6.28. 


6.29. 


6.30. 


6.31. 


2 
a-(2 2 -让 b= + a] 


. a= p =” 
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miza bka ira ys a 十 0 十 28 十 名 

4 ` 4 ` 4 : 
"APA 1 2n l. aD 1 
MA = — (a +b), MB =3(a—b), MC = q (a+ b), 


— > i 
MD = (ba). 


假定 分 点 在 BO Ja BO BESA E B, Dy, Dy, D, D4 C. 
Då -- (etia), DA = -(e-$ e), 

D,À 一 -(e* s) DÁ Je zs 

D, (ri — r4 t T2). 6.26. 


8° 3? 8 
[e| 一 |b =1. 


a a 1 1 2 2 
P 2. Los b Sc. L, 二 
H 3 5 3 , 3? * 3 * 3 H 3 - 


la| = v3, |b| = v'38, [e| =3; 

a= V 3 a”, b= 138b", c=3c°. 

(a) 6,10, —2; (b) 1,8,5; 

(e) 16,0, —23; (d) 3m+2n, 5m - 2n, —m-- 3n, 


ar Oe E. 


Toy mT 
2? Y nr Ü = Veit, 


,a= GE B-—. 6.34. 13, 7j. 


.合力 R=F,+FEF,+ F= {2,1,4}, 


|R| = v21, 
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# 


qos a= 2 ， 
21 


. I 8 m _ 2 L 
VIA VIA vis 
. B(18, 17, —17). 


— 
. OM JL _ 1 s). 


La? 4 


* 


1 4 


vai vat 


E 了 Ê 或 { 5 .1 4 
` ur 11 uL i UID ub 


6.39. A(—2,3, 0). 


6.41. a=15, Je — 


了 . 2 — 
(c) prj. b = ——- V 2.- 


. 2. 
. «Lád—'16?22', Z B- 79? 
. B= 
Z £" 
. 2m—+ 24 3z — 7 =Ü. 
. (8) 3-7 f—5k: 


(e) —42i-- 98 j -- 10; (d) ()—j —2k, (i)j 2k. 
. (a) —8j—24k; 


(e) 2; 


. Ca) 342 —5k; 
. —20. 


. E EE 


4 
6.46. — 


2', ZO =24°36'. 


6.52. 500 vg. 


O) ali WT —70k: 


Chi 一 了 了 一天; 
(d) 2i-4- J3-21k. 
(b) -i—-j—k. 


god y e ——. 


. Cent (b) —15; (o) (1) 3, (i) 2, (iii) —1. 
. (a) —&4 (b) lai—3V/2, ib|-3, (a, b) 1087525 


6.58. 28$, —17j, —9k. 


. (5,0,5), {1, —2,—1}. 


6.61. + (-¿+3j+5k). 
LG 35 


# g 223 


6.62. xj 5E). 6.63. 3/10. 
6.64. H 19. 6.65. 117. 
6-68. HARE |a+b| =V 3, ja=b|=V11; 

面积 = 1 6 
6.69. (b) 面积 = V181. 6.70. 1. 
6.74. 1. 6.75. +. 

=> 2 

6.76. Fräi, 


-— ^^ 
6.77. [s|  V14; (8, p)--74?30'. (8,q5—57^41'; 
(8,7 )- 36? 42'. 


6:78. 104. 6.79. 2V19. 
6.80. z= —3(2i — j -- 2k). 6.81. 15, V592. 


6.82. V «25. 6.83. V —0. 
6.84. M(31/2,3, —8). 

6.85. CA=[—7,1, —7), 一 4 一 25550". 

15  , 28 1 


6.86. p= 19, +2 gl, 
P Cty Viv ) 
6.88. 11. 6.89. 5. 
6.90. b- ab. 6.91. Z. 
<t 3 
第 + Sg 


7.1. z=0, y=0 E z=0. 

7.2. y=0, 2=0; x=0, z=0 E ==0, y=0. 

7.3. (a) 244=0; (b) z#—5=0. (e) y43=0. 

7.4. 23+8y—122+411=0. 了 .5，4z 十 4 十 10z —63—9. 
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7.6. 
7.7. 
7.8. 
7.9. 


7.10. 


7.11. 
7.12. 
7.13. 


7.14. 


7.15. 
7.16. 
7.17. 
7.18. 
7.19. 
7.20. 
7.21. 
7.22. 


7.23. 
7.24. 


S x 


04 gy? 4- 23 — 6x 4 -4z —3— Ü (RRE. 

(eh — waq ay? tz? — af (ah — e?) 0 Cg HIER EL )- 
(y—-2P+(24+1)=8, z=4 (RD, 

DEET EG E KEE ANER 

(8) (3924 (44254 (25) —16; 

Cb) (z+ 1)! (y 3 (22) 59; 

(e) (z—3 Y --(y-F1Y-rF(a2—1» -—2t. 

24 i-r 22 — 2z Gy -- Az = 0. 

0(2,1, —2), R=3. 

(a) 0(0,0,3), E—4; (b) C(6, —2, 8), R=7; 
(c) €C(1, —2, 2), R=4. ` 

Ca) 球面 ; (b) AER; Co) 两 平行 平面 ; 
Cd) 两 相交 平面 ;C9) 一 点 C0, 0, 0); (f) < fd; 

(g) gOz $H; (b) =4 240) OD 过 4 办 的 平面 ; 
CD MESI; Ck) HAGA CD E; 
Cm) HI (n) am: Co) Mifit. 
8a?4 8y?-- 82? — 687 + 108y— 114z 4- 779 = 0. 

S+ 2y—B5z- 0-0, Am. Ty— EL Bast. 

1004-22 —35=0, y=0. 

ad y 9, 25 或 4 十 殷 二 9，& 一 一 5. 

2=3, t=4, . 

y=2, m= HAL sk y=2, x-—— val. 

ay br—14y485=0, z=5 (4830). 

ay 2267 14y — 12z 4-00 — 0, 
2z4-4y4- 4; — 61— 0. 

2r—]14y—2z-F1-—0, r4-7y—8z--16—0. 


Ca) Së, CO TOR MONA 


7.25. 


7.34. 


7.35. 
7.36. 
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(e) MA); — (fO HE. Cu uim; Cho 抛物 线 : 
(i) B; (iD 戏曲 线 。 

(a) fal; 

(b) IC D sOy i). MERC yOz Sé sti: m); 

Co) 到 曲线 (与 x08 面 或 202 ii), ct 38 £x Datz I; 
(d) 一 点 (与 sOy 面 ), 抛 物 线 (与 xOz Risk yO: iii); 

(e) DEE sOy Ií), Mb CL 002, yOz TB); 
C£) — A C3 209 TD, Pi THE D cO, yOz H) 


.O343— 22—16 RB 3z22+ 223-16. 

, A 9g? — 36, 

. wid 4z*—2xz—3:-0, y=0, 

. gp y?— les, 2=0, 

. tin Ass, z-0. 7.31. yc z5:12, 2=2 (BD. 


ETT 
| 平面 几何 | 立 $ nm 
(a) Cb) | CER 平面 
Ce). C42 | th CIE, RER) HECHE, 双 曲 社 面 ) 
() | 点 直线 
en — dr mm) 


投影 曲线 oi Ar —9, z—0; 

原 曲 线 是 位 于 平面 2=3 Ds. 
22 十 5 一 4 y+ irn. 

四 点 C0, 2, 215), (0, —2, 42V 15). 


第 A S 
(s Xe), CIA. 8.2. 27— äere 99 x0. 
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E E 


8.3. 
8.4. 


8.5. 
8.7. 


8.8. 
8.9. 


8.11. 


8.12. 


8.13. 
8.15. 


8.16. 
8.17. 


8.18. 
8.19. 
8.20. 
8.21. 


8.23. 
8.25. 


Ca) 平行 于 = fir Cb) AT Or 平面 ; (e) Hof. 
(8) a=—8, b=4, c=12: (b) a=3, b=15, e —5; 
(€) a=1, b=—1, t=1, : 

#+y+z—š2 = 0. 8.6. x--2y--2z—2-—90. 

(a) 3z--2y--62 —12—0; (b) iiy —17y— 132 4-3 —0; 
(e) z—83y —22—0. 

z-1=0, y—1=0, z—1=0 及 十 # 十 5 一 1 一 0. 

(ER 8.10. 1, 


(0,0, 2) 或 (o, 0, s) 


73 78 
0,—, Ola [0, 一 Ü 
(o. 55. )s (0, zx) 


(a) 1; (b) 3. 8.14. =+y-2241=0. 

(a) z—2g-—z+4=0D E r+2— ô=; 

(b) (242 4-1)z-F3y— V 2 z+(12 V 2 +17)=0 X 
(242 —1)x—3y— V 2 z+(12 V 2 —17)=0, 

323p y) e (n yc o ENN 

Zeite ) (2 y — 1». 


Gos a=, cos 8=— ex y, 

(a) = (b) 82?20'. Ce) 40?22/, 
(a) 2z—8y-pz—120; (b) 45-0; 

(e) 2 一 8 一 0; (d) y=0. 

z—y=0, 8.22. 2x—5y —32 0. 
2x-4-3g-4-2 —0. 8.24. y—2—0. 
(a) k=; Cb) E=1; 


(o) k= ++ V0; (4) be x2. 


8.26. 
8.27. 


8.28. 


8.29. 


8.30. 


8.31. 


8.32. 
8.33. 


8.34. 


8.35. 


8.36. 


8.37. 


F * 
y+22=0, ` 
(a) y+5=0; Cb) æ+ 3y =0; 
(e) 8y—2—2-0, 
(a) Get änt Bas Dr (b) 23z -- 32y 4 262 — 17 — 0; 
(e) 21z-- 142—370; (d) 7Tz--14g--5—0. 
(&) 8r--3g4-22-- 7 —0 及 6x 4 3y-p22 — 1 — 0, 
(m 6x 3y- 22 — 200. 
(1, 2, 3). 
V 2z—y-z—i::0 E V2z--y—z-4-1-—0. 
2 十 38 一 0 及 3x—y=0, o 
(Co 是 SEI 
(a) — ET (b) #+z—4=0, y+2=0; 


e a—3-9 t2, z+], d)z—i-0 —39 al 
; a Y ; 


(e) r yT3 z—2 


—1 3 1 ` 
yg 
m ya zl coh 4 2-1 
+3 YF z—2 + y+8 z 
== - (d = =. 
O AAA A 
z+5 y- _ z 
C) "73 708771 
te | 
(a) ong p = — SW (b) cos p = 0; 


17 ^ 
里 = x v ` 
(c) cos p 7ü 14 


a=59°11', B=39%48', y«112?35', 
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228 


8.38. 


8.39. 


8. 42. 


8.43. 


8.45. 
8.46. 


8.47. 
8.49. 


8.51. 


8.53. 
8.54. 


8.55. 


9-0. 8.44. sin p = var 34258. 


(a) ir "(bie — Ce) 直线 在 平面 上 ， 
(8) 2 十 8 十 32 一 全 一 0 (b) +—y+42=0; 

(e) 8r—9y —22z — 59 — 0; 

(d) 22x-—19y— 18: —27 —0; 

(e) 16z—15g-4- 132 4-14 —0; 

(f) 414 3y—62+18=0; 

(g) 20— Sy + Tz —-32 — 0; 

(h) 7Tz—285--182 —0.. 


(5, —1, 23. 8.48. (0, —4, 1). 
(-i ++) 8.50. (—5,2,4). 
ZV E, 8.52. 15. 


y+I=0, 2x —z--1—0, des LB. 

2xz —y-F5—0, 2=0; 3y+z2—1=0, a0; 
6z--z-FÍ4-—0, y =0. 

2=3i, y=-14+2%, 2=0; 

多 一 一 1 十 28 2=548f8, gt. 

r=3=t, 2=548t, y=0, 


8.56. 
8.58. 


8.59. 


8.60. 


8.61. 


8.62. 


8.63. 


8.64. 
8.65. 
8.66. 
8.67. 
8.69. 
8.70. 
8.71. 
8.73. 


8.75. 


8.78. 


8.79. 


8.80. 


8.81. 


8.83. 
8.84. 
8.85. 
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204 2y — 2s -1 =0, 8.57. x+20y+ 72 —12=0. 
Sz-r4y—2--1-0 E x—2y-—524-3-—0. 
2(x-FgYX-r2z(z-r2)—1. 

(EL 3-V3 ifi, 


8 3 6 , 6 
3(x3--42-p22) (38— V/ 8 X=+y+z)+(2— Y 3 )=0. 
Gz-4- 2y 4+ 32 +42 — 0. 
52—14y+22481=0, 5r—14y--22 —9=0. 
TT 一 2y 二 2z 一 3 一 0 或 w 一 2y 十 z 一 5 二 0， 


gz 十 1 一 0 Z 242y=0. 
6Y 十 107 十 32 十 39 一 D， 

zu 一 48 十 25 一 0，28 一 YY 十 2 十 3 一 0 及 Sm+—2z—20=0. 
15z—3y—262 Best, 8.68. (—12, —4, 18). 
a+y+2e-4=0. 

(a) 2y—2—0; (b) y—3=0; (o) 3a—y=0, 

Ze py 2242 8 —0. 8.72. z—z —2-0. 
2+2y+1=0. 8.74. y+z=0, z—1=0. 
VE, 8.76. 1. 8.77. M=. 
2g —2+4=0, 

(11, —9, —3) 或 《3, 7, 13). 


5a 4-959 4-32 — 0. 

mpi y z—4 一 
-16 "i97 28 - 8.82. (3, —1, 0). 
m—2y-cpz2—0, stëtze, 


Le+yoz+i=0, e+y+2+ 10, 
3x—y+ dz —12=0, r+3y=0; 
Ja —y+4z—12=0, dy42=0; 
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8.87. 


9.1. 


# E 
Sa—394-42—12-20, de—32=0, 
3 ves. vu. v2. 

5 : 17 ” 5 


387x —164y —24z —421 一 0 Rz 32 —4y —5=0. 


第 九重 
(a) error, H 2 ml 20 绕 % 轴 施 转 ; 
QE 球面 ; o ann, 
2 
(d) 单 呈 旋转 双 曲 面 ， 由 21, s=0 # Y faeit 


(e) fius voi: 
Cf) 旋转 抛物 面 El am=42,y=0 ZS z HIES; 


. Cg) RHR hH; 


OE i el E 
G) 双 叶 旋转 双 曲 面 , 由 y =1,2=0 4x MESE: 


G) AAA 


9.2. 


9.3. 
9.4. 


(a) dett y+ 22) — CERERE); 

(b) 422—9(2+ 22) — 36 (RH E £650 EA TE); 

(e) 4(2*- z7)--952— 36 (A H eÇ ATEO; 

(d) z°+ zt = De Che Petit A); 

(e) a*--y*4- 25 —9 (ARE). 

(a) IÓN 9 GRE) (b) ytz? -sint e=. 


5 
(a) 3G £s 7 o, KEEN 


， q? ga 
Cb) a + =1, 90; 


ai ei 
(e) 椭圆 += y» 


管 E 231 
(4) 二 条 直线 T I 0, z=2; 


3 


PE 2=1, 


(e) mes EL 
9.5. (a) E y =—22, x—9; 

(b) HE y 422, 02; 

(e) Dän si äs, y=0; 

(d) ME 好 一 2z 十 1 y=1; 

(e) 二 条 直线 rty=0, 2=0 fp 2—y=0, 2=0; 

Cf) AE ei Ni, z=3. 


9.6. (a) PRH; Cb) HEB 180; 
(e) MEET: (4) 双 时 旋转 双 曲 面 ; 
(e) 锥 面 ; (f) 旋转 锥 面 ; 


(g) Bebé — CO 双 曲 挑 物 面 ， 
9.7. (a) a" y 4« 2 549 (球面 
(b) z2-pg'?-L 222 —0 一点; 
(c) x"7--29'--83z2/-—0 d, 
9.8. 3x=z+ 424 42? — 12 fe $E BÉ RTL. 
9.9. (z—1Y-4y—2—0 能 转 锥 面 . 
9.10. 522—3353—1 N EMi. 
9.11. 12+20y2—24x—116=0 椭圆 柱 面 . 
9.12. (1,2,3), (2, —1, —4). 


第 + È 
10.1. —5-z«5. 10.2. lege, 
10.3. —3<2<3, 10.4. 0<x<2, 2<x<A. 


10.5. 2<0, l f 10.6. —1<e<0, 


| i 4 
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. t= bib (k —0,1,2,8, -..). 


a x= 3, t= —1, 


KSE) 
l 


Ain, f(—2)= Oe fa 19 2H, 


ETE 
Karb5-— EC 


1 


AL, AD A, "(3)= vz. 


. p =t, Do(t) E-t9-4- 2234-1, 
. FCs M Az) (22 3047) +4 (223) Az (Am); 


f(z+As) f(x) (2 —8)As t (Az. 
Am 


. Jæ + Az)— J(m) = Z(+ Any 


1020, Sen Ac. ln, 105-3. 
. 22, 9(2)—1, p(0)=2, $(0.5)>2, 


. p{1)=9, EA oi —2)=0. 
. (00,1), (1,2), (2, +00). ; 
. (— 69, +00). 10.31. | -5 +00), 


【一 oo —1,[ 1, +00), 


(71,9 (0,17. 19.34. [-1, +1). 


10.60. 
10.61. 
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. [—2, —1), (—1,1), (1, +). 
. £0, 25), (2, +02). 10.37. (—%,1], [3, +0). 
. 【一 ce; 0》 (0,1). 10.39. [—2, 1). 


. (=L D. 10.41. (> 2), (2,400). 
. [4,6). 10.43. [1,4]. 
. (1, +00). 10.45. [0,7], [—4, —"]. 


` aue nm (n—90, +1, +2, ee) 


— lri 5 (n=0,+1, +2, +“). 
. Gil, E (am) (8—1,2, e). 


. (E. Anl ) (ëss D, +1, +2, e). 


2 2 
= 10.51. [1,5]. 
. (282, 2411) (k=0, +1, +2, +). 
. (=œ, + e). 10.55. [—1,3]. 
. (51) (l+). — 10.57. (—1,2), (2,4]. 
. (—o00,0), (0,2). 
. (a) [0,1]; Cb) [2mrr (224 ir], n=0, +1, 0; 
(e) [-a, 1—a] (d) 4 tes, ERRE 


[a 1i-al € aD. 4E SL TEE. 


2h 
(2) oye, (b) —eocct« Lee, 


不 表示 同一 画 数 ,定义 域 不 同 ,在 z 产 0 时 是 相同 的 . 


234 + E 
10. 62， 不 表示 同一 画 数 ,定义 域 不 同 ,在 220 时 是 相同 的 . 
10.63. 不 表示 同一 画 数 ,定义 域 不 同 ,在 2220 时 是 相同 的 
10.64， 不 表示 同一 画 数 ,对 应 关系 不 同 ,在 2020 时 是 相同 的 
10.65. y 5 (232), HH Y ARCA, “为 华氏 温标 . 
10.66. y- 7, 3ohy UR, z REKE. 
10.67. 了 = —2v, FR MZ, e RRE. 
10.68. F= —0.7t4-12, Est. 
10.69. s=absiny, (0,7). 
10.70. rale (GTA (0,21). 
10.71. r= ze Oeh + os. 


10.7 


| 10.73. 


10.74. 


10.75. 


10.76. 


F-k(2i-—-) lx. 


F = EC -aP r iranat, Deen, 


24712 


p= TL T) Oesch, S= P us, 


Oesch, 
a= V100 — 96 cos z, Occ. 
x SSC ooa A, 
—b —h b 
S= IR a c) | TI <Í <*>, 


+5 — ry 
de D 2) =} . yo A, 


10.77. 


10.78. 


10.79. 


10.80. 


10.81. 


10.85. 


10. 88. 
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k 


—x, "Osa Ze, 
€ 


| Go eu. 


0.5 ( fü» ZA, 
y—4 1 (fj, Axex10, 
Lista, 10«2x«;20. 


0, eo, 
am, grl, 
3, l« m2, 
S:42xz—1, 208, 
5, ILLA, 
|] ei, ` Zeiss 
6, mx. 
0, D, 
Ae 3^ 012, 
3, Jemen 
4, 3. 


(ay, Co» G, Gb œ RÍIBESE 

(ey, (f), (h), (kE) (m) 是 奇 画 数 ; 

(b), Cd), Cg». Cl) EJER EIR E. 

用 口 表 示 周 期 (2) 0, (b) 3B, Ca) 3E 
(d) o=, (e) e—2, (f) JE, (8) w=4, 
(h) w=27, (i) o—2m, (1) oss ff, 


Z * 
1—z 


(a) y=+V2%-1; (b) y=108, 


(e) y= l Aro sin 2, 
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10.111. 


# k ` 


1 十 Are sin E 
(d) y— REL 
1— Arc sin — — 
2 
(e) y=10-1-2; (£) y=} 区 Ls 
(D y=20o8s2—5). 
(a) y —logz(z —1); (b) y 4771 
(e) y=14 Are sin z; (d) y=1 + WVx+]1; 
(e) y=1—4sin z. 
第 十 一 章 
(2) 0; Chi: (e) X; 
(a) 0; Çe) K; 10 
n>4. 11.6. n>19999, 


1 1 5 
ng? »n>1000, 11.8. > 6. 


. NV 397. 11.16. Š £5—0.0002, 
TA o cre 
` 10 十 3 i 104—2* 
3000 1000 
1001 ^ 333- 
f 99 101 
. log; (500) <<0, 0<a<log Sal 


. (a) XS (b) X: 3 X; 
(e) AA (Cd) ARA; 
CO BA 


WE 


a k 237 


1 1 上 
11.24. (2) 143 (b) 3-12 +8 
2 
Co) +" 11.25. —9 

11.26. 4 11.27. i 11.28. 0 
11.29. 0 11.30. oo 11.31. Z. 
11.32. 0 11.33. —. 11.34. +, 
11.35 oo 11.36. 0 11.37. 3x2, 

1 e y 1 
1.38. —— Kë 11.40. +. 
11.41. 0. 11.42. eo. 11.43. co. 
11.44. i- 11.45. —1 11.46. 1. 
11.47. 0 11.48 iv. 11.49. i. 
11.50. — 11.51. 0 11.52. —2 
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11.53. 2 11.54. —1. 11.55. i 
11.56. + 11.57. 1. 11.58. 1. 
11.59. 0. 11.60. 4. 11.61. 9. 
11.62. 0 11.63. 1 11.64. i 
11.65. s 11.66. SÉ 11.67. k. 
11.68 F 11.69. E 11.70. v2. 
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S s 


1 


. e «o 11.72. I. 11.73. 


f(—9)-1, f(-0)-0, lim CG) 不 存在 ; 


"fa 701, f+0 1, Jim f(0)=1, 
. -D-H TO Bm f(2)—1; 
9(—0)- —1, &(-0)«1, lim e(a) REHE. 
. lim f(25—0; lim fz)58. 
(0) Q5 CO 5 GE: 
- (a) 不 存在 ;(P) 2; Ce) 
IE +0) 不 存在 
等 价 的 . 

vi MAT snis 


S00 RB (b) 三 阶 ; CEN (4) zs 


(0 —BEr. 
230, 330 ` 1 
ze 11.85. — 11.86 
. eo. 11.88. Ya 11.89 
H Tg ` 
1 
1. 11.91. . 11.92. 
E ` Ya 
1 f i 
<> 11.94. —, 11.95 
. 1. 11.97. V3. 11.98. 


D 


(9) zl CD +B GO 一 阶 Q) 二 阶 


11.99. 


11.102. 
11.105. 
11.108. 
11.111. 


11.114. 
11.115. 
11.116. 


11.117. 


12.1. 
12.3. 


12.4. 
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2 eos a, 11.100. Z, 11.101. 1. 
es, 11.103. o. 11.104. e 
e. 11.106. I. 11.107. Ina. 
es, 11.109. «—8. 11.110. z. 

i 1 
a— B. 11.112. 7. 11.113. —g3* 
—2 sin Z=. f 
无 限 接近 并 不 等 于 以 其 长 为 极限 ， 
折线 的 长 以 线段 AB 的 长 4 为 极限 ， 
前 者 以 = 为 极限 ,后 者 以 LÁ 为 极限 
St Ce 
Ay—-—i. | 12.2. Ays=—0.051, 


1 D 
(a) (—e0,1), (1,2), (2, +00), v 
(b) (— 00,2), 1; Gei 14,63 2; 
(d) (C0, 1, In T 


(a) = 一 一 4 XS XL TER E BE p 
(b) 2 一 一 2，1 为 无 穷 不 连续 点 ; 
(c) 2=0 为 可 去 间断 点 ,定义 f(0) — 2; 


(d) 3 一 和 为 可 去 间断 点 ， 定 艾 JCO)=1, s=kr(k= 41, 


士 2 …) 为 无 穷 不 连续 点 ; 
(e) 2 一 0 为 可 去 间断 虚 , 定 六 f(0) —0; 


QD 20 ATEN ` - 


S * 
(g) w=1 为 可 去 间断 点 ,定义 FO) 2s 


(h) w=0 yaaa FO) — Š; 
(i) 2=0 为 可 法 间断 点 ,定义 f(0)=0; 
CD 20 为 可 去 间断 点 ,定义 f(0) — e; 
(E) 2=0 为 可 去 间断 点 ,定义 (0) 02, 0 (25-1) 
(k=0, +1, +2, "为 无 穷 不 连续 点 ， 
12.5. (a) f(1—0)—0, f(1+0)=1, 
e) 时 的 极限 不 存在 ; 
(b) 不 连续 ; 
(e) (0, 15, (1, 37% 
(d) lim f(2)=0, lim f(z)— EE 
22 2h 
32.6. (8) f(1-0)-f(1—0) 1, lim f(2)- 1, 存在 ; _ 
(b) f(ü))-1, 6% 
(e) (0, 2). 
12.7. (s) f(1—0)5f(1--0)—1, lim /(2)=1, HE; 
(b) 两 数值 1(1) 一 地 ， 在 x 二 1 处 不 连续 ; 
(e) (0,1), (1,2). 
12.8. si 时 不 连续 , a=, 2 时 连续 . 
12.9. (a) (—00, +00) (b, (o) 连续 . 
12.10. (a) (0,27; (b) 可 去 同 断 点 ,定义 了 (1)=1. 
. 1 ar , 1 m 
12.11. +. DB) lim are tg = — 5» mi lim aro tez. 


12.12. 第 一 类 间断 点 ,不 可 去 。 


CINE 


13.1. 


13.2. 


13.3. 


(h) y — arc tg u, ao o 27, m 
第 十 三 章 
(s) 4.52, 4; (b) —0.240, —0.28; 
(e) 0.244, 0.25. 
(a) 2043; (b) 3 cos (32415; 
(e) —2sin (23 —3). 
12. 13.4. (5, 1), (=L —1). 


13.5. 


13.6. 
13.8. 
13.14. 


13.15. 


BENDUM. - ` 
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y-aresin e “*, 12.17. y= V1i- sin*log,z. 
(s) genä, u=1+40x; 
1 

(b) y=u?, usarcsin v, v=2%, ¿=1—af; 
(e) y=u?, u=sec v, TEE 
(d) y=1l08,4, w-sime, Géi z=1+m; 
(e) y 22", u—v?, v=sin zx; 

1 
(f) y=arecos e, u=v%, v—Inz, DEE AE 


1 
(g) y—a*, ucv*, v=041; 


(8) (0,0) œ) E i) 


12. 、 13.7. Amp bg? Ei 
fO). 13.10. f'C0)=0. 
a tim AU a ÁY ,Ay 
不 可 微分 , 因 Ena Th dim ech, lim Ar 不 
存在 . 
1 1 
Ça) 6z—S5; (b) Ta r 


` 3 
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Zens La u V2 1 
A d) 8V 2a? 一， 
(e) Pra? (4) z 3 = 
2 3 bal — 
(e) 324-201; (£) a te 
13.16. —14, SCH — 8a*-1- 10a? — qa, 
3 17 
13.17. 13. | 13.18. 25' 15" 
13.19. —1, 1. 13.20. 16, Ą(15a"—a+2). 
13.21. > 1. 
13.22. 70 —10s*-r8z?—122z?-F4z-4-3. 
1 1 
3.23. — 1 B 
HP -ats 
13.24. IO V 3--V3)42(V 34V 84 
= . 
+r) m +3zV 6]. 
2 ` 1 — zx? 
"TT "ce 3335 Gr 
Zeit 93 —5) -一 Sr 
13.27. SE, 13.28. 2. 
3—% | gent? Aer? 
13.29. earen, 13.30. (tere: 
E TEE 2z2—2x% 一 24 
Hiemer: 
e dee 
13.32. 3-1 —1420—32%, 
13.33. (x- EE) ed). 
13.34 — By? 13.35. 1—cosz—zsinz 


13.44. sin zeln x-rx eos z=In z+ sin x. 
1 
13.45. dosi 13.46. 
13.47. 10*(1-rz In 10). 13.48. 
13.49.  % —. ERR 
V (1—aty 
t(3—t) 
13.51. rg 13.52. 
13.53. iG vitut. 
13.54. 9 eos (32-5). 13.55. 
13.56. 24. 13.57. 
2V zi—at 
3—x 
3.58. — — ——. .59. 
13.5 下 二 有 13.59 
13.60. — 7* —... — 13.61. 
34V Zei 14 Y 20 Y 
. 1 1 
13.62. Gems in aes . 


243. — 7| 


 $zsinz 


COS? a 


* * 
p eos p. 
sin Za, omg ai LZ sin 27«( 1 -- sin? z) I 
COS y M f i 
. 14 in zx. 13.39. tezx+x soc? x-F esc? m. 
81 m 33x42 . —(1+i!) 
ee Lë —— — ， : 
EL m(z—24/ m) M p(t-—iy y 
x4 nz) 13.43. gare In z). 


1—r In 4 

a” 

B(x? — (3a? —15. 

501402) (944-201) I 
SZ 


—2x 


34 aya 


244 i * 
13.64. (i-ktg oir sm z SH 
13.65. sec? Ž 
13.66. T sin otg Z Lee f oset, 
13.67. E 13.68. seo? z( 1 — tig? z+ ig z). 
13.69. Sim 2s«sim mires 22 sin? w 
13.70. ans) eos (a+). 13.71. EE 
13.72. 2sin (4x —2). 13.73. 4(1-rsin?az Y sim 2e. 
13.74. LT 13.75. —L— see asss. 
13.76. dees 13.77. E 
13.78. — ipe ez. 13.79. — 
13.80. CHI EP 13.81. ie) 
13.82. DIO 13.83. 2 2(140n In z). 
13.84. Sinz een? 13.85. a 
S 13.86. 90 Vl+2z etg Vit 2a DUM 
13.87. ¿ina A 2. 


13.88. 


13.90. 


13.92. 
13.93. 


13.95. 
13.96. 


13.97. 


13.99. 


13. 100. 
13.101. 
13.100. 


13.103. 
13. 104. 


13.105. 


13.106. 


13.108. 
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2 x - E 
gm a 13.89, 2 in2 eos ( à A 
LI 245 1-pax 
. Za» 080 Vira? 13.91. E " 
f 8A (1 + aa) G: = E 
Gef qua? ( easy cig (ese, 
1 [EM 


3 
Vüeis 13.94. usen a)tg(In z). 


A4ref't! goo? (eft^) ig Cepo, 
—3 sin 3x sin (2 eos 32). 


: 1 
(a 一 1) 0002 (24) 
22 sin E L, 13.98. LM. 7, 


1 
z 14-t -一 
22 y + d z) 
1 tel 1 1 1 
nx "(es rrr). 
2x 
2—257-rz** 
Aya? zV Z +2v "Su 
8y za +z g Ve+ Y z+ Va 


ex gin z+ 008 st 22 eog z), 


— 6 D eos 3z+ 3 sin 3x). 
Z2re-"[e-" sin (e) —eos (e71")]. 


x eg til es orti paa esc? eu) 


2 3 
— 3. 107. ——m = 
sV xri—AÀ 1 2V 3z-9z2 


2— 3 
2V m m 22) 


unl HS i 


等 s - 


13.109. 2 are sin z 13.110. EE V1—atare oos m 


VY ` gil 
1 1 Va 
13.111. — . 13.112. tg z + ， 
H V1-—e(aresin Y)? avg gu 140 
Za p 
. 13.113. aetas (payer fry 
13.114. Via + x aro gin z l 
V(1-— äi 
15.115. (sin w+-w cos 2) are tg =+ ui . 
13.116. ae enee, 13.117. 三 so e 7-— LI 一 到 
VO en 
13.118. e-*arceos zv — arc eos zl 
lær z2:—1 Kb 
Y 13.119. 2er V IZ eis, 13.120. — 
1- = 
E! I gate tez 
- 13.121. y ——1. 13.122. ——£— — ， 
E 2V m (l+) 
2x — t 
13.123. —— ——— —.. 13.124. — . 
V zt--2x24- 2 V 2(142)Va—2a? 
13 eis 2 are sin 字 
.125. — . . Ly ———. 
25 = 13.126 Vic 
= 
13.127. — 2 . 13.128. — 1 _.. 
V 1 — 22 (are cos x) æ ch? ( In x) 
1 — 2 
13.129 TT3 ER 13.130. PUTA: 
13.131. eh <=sh (sh z). 13.132. et-s32( 1 z sin m). 


O ESO lu r u SE 


#  S 247 


13.133. a77-*(24 In 2). 
13.134. (In virleie? ln In cl 


13.135. ES 13.136. 2*(In2+1). 
13.137. (1422) dee Beine ene (1-+22) | 


` 13.138. Cain x^ een 2| cos z«ctg xz —nin m+ la sim > J. 


21424 ba —1 
Sat SEES 


1 — 34-3 T 8 _ 2 H 
13.140. (S— a E ==) 


ge. 


13.139. 


1 1 f_ 1 1 1 
15.141. z E == 
2,— 3z — r? 1—= 


13.142. 201 ESCH (1 +z) IESSEN 
wa 十 6ra 十 1 (04 1) 
13.143. 3e(1— æt) F (25—1)*" 
13.144. — 13.145. ezCam+ 1). 


EN 


13.146. th 0 + x - 13.147. (3 shz+2)sh ach z, 


13.148. e*«(ohspehhz). ` 13.149. SIT, 


13.150. mri, sin [2 (==) 


—1 . . 
13.151. Ze 13.152. sin Zeene 
13.153. arctg Vas" f 


` 
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13.154. 


13.155. 


13. 156. 
13.157. 


13.158. 


* 案 


—w+ 1 一 2 
z(222—1) VI 
: 1 
arc sim (In z) +—— —.—. 
( 2 V1—le?z 
— 4 ctg 2x«csc? 2x, 
-1 
Ger Set Hiere 
Ori w + 8r 
Ayid- Vm 
. Hin 2z«aim 14427 sin? c «cos al, 
sin aro sin z 
al 7 -2 
EC 13.16. A 
. Bin" 3a «cos? 3a, 13.163. —th >. 


. 10*t62% ln 10.(tg 23427 sec? 22). 


e” cos! z j : 
E S Eea cos ge ln æ Bo sin wen z+ cos a. 


E 
æn (ln? x). ln z* 


m Y? © i 
: (i) (m itn 


. EC 20) i etg » eno de uer) 


j 
sin? ^. 
3 


323 4- 10z-4- 10 
— 
25(z—5)8 (at +275 

(3-0 y (z2 — 322 —73) 


2Y2 二 22 十 1 


m k ` M 


. ive + 24 — 


"Y (s4-19 Va —6 


g? as 1 
2V to 2 Vago ms 


Zo? 
IS 


z ln e 13.175. thx. 


Vaz ai, 13.173. 


MACS 


. (sin gites? (atge? —1n sin z)— 


—(cos e) tala z( 592 a — In eos 2). 


7 1 —1 


13.178. 


. 4 Y 132" 


140% ln 2419402 ln 241) ln z+ 27-717]. 


(2z+ 3) 


C50z2—207z—243). 


sin (i-r) 
1 十 1 Z 
Vg (14-V ey 


1 g T 
` 2a| aà?-E a?” (ax) lt 


.^ onc). 13.184. 201 teinte cosa) 
. Vía + sint > 
一 2 sin 62 13.186. Se stan Zen 


(+ eos 623 


— sin 2x —I 
. —— T 13.188. — ——. 
V 17 eos2 (22) 88 Vaii 
Zo? 1 
I— 13-190. =i 
(1 +ain +) sin (e — cos a) 
cos? (z 008 z) ` 
— 13.193. Jn (1 rsin s), 
yery depl : Em“ y : 


250 * x 
13.194. Vx! «(ap de2), — 13.195. 9a?aro sin z. 
—1 its Jazz biy 
13.196. (xay! Ta e 1*t*?, 13.197. WE 
ay —=? 2a 
13.198. ag" 13.199. gp 
13.200. — 13.201. Lev ln g 
ye” ai pg In x* 
3a? cog 3x-]-gy? sim x . l4 ysin (zy) 
13.202. TE . 13.203. — ssin(ay) ° 
13.204. SI | 13.205. $9989 ssi (sy) 
UU B—y UU sin(G—y)—sin= ` 
13.206. (2, 4). f 13.207. (1,05, (—1, —4). 
13.208. (0,0), (1,15, (2,0). 
13.209. zy 一 2z 士 的 13.210，3z 十 9 十 6 一 0， 
13.211. 27x —3y—79—0. 13.212. 2x —g —1—0. 
13.213. 4x —y-—6-0. ` 13.214. (0, —1). 
| VB 2 va 
13.215. yz y= ieten t — 
13.216. z—y--3e-3- 0. 13.217. (+ 5 (7-1, 1). 
2 
a . 2g—2«0, g=—, 
13.218. x-ray z VE 
13.219. arofg T, are tg $. 13.220. aro tg 3. 
13.221. (s) 0,=03=arctg 3; (b) m ORT 
13.224. 8-35. | 13.225. m+y= 0, z4-25g-0. 
13.227， 一 2 米 /种 . 


13.228. 


Ca) SE o A S BRT 


w 21043 WOCH 


i 


13.229. 
13.230. 


13.231. 


13.233. 


13.234. 
13.235. 
13.237. 


13.239. 


13.241. 
13.242., (a) Ay=18, dy=11; (b) Ay=1.161, dy—1.1; 

(6€) Ay=0.110601, dy=0.11. 
13.243. 


13.245. 


4 " 
(b) 分 别 在 0.4 和 8 RATAS. 
(a) 6.4 米 /种 ，(b) —8.4 XB. 
Ten 米 / 秒 , 1 Bh. 


f , 
TE EF / 4. 13.232. >= EIER, 
(2) 0.875 米 / 秒 ; (b) TREE 7 米 时 ; 
(c) TEE A ER. 


10y 2 os. 16 公里 /小 时 ， 


一 2.8 从 里/ 小时. 13.236. 1447 米 3/ 种 . 


16 3V 3 y 
vg 13.238. 180 3k /#p. 


70.204 etc 13.240. 10 厘米 3/ 时 、 
0.64 厘米 /分 ， 


ois A 13.244. z= —2. 


4 5 
—— da. b dz. 
(a) zs 22; d Ne z, 
m+n pug 
(e) aV (d) g 


(e) | Ca Ve Xa 4 f 
rer 


SET X — 22) da; 


251 


282 # * 
(g) 2 tg asocia dx; 
` "TP 2In5 . 
(h) Sinte dns 45 
(221) sin 2427 eme, 
(i i) (1—2zt*y de; 
G) 一 2 Cw. In 2 sin z da; 
-4 E 3 
k Ya? das 
( ) (s> = t ~) "5 
(1) —2xsin(a*)ds; (m)e*(sin*a-rsin Ze) de; 
(n) 5z"(Inz--1)dz; (0) 8sh3z de; 
ef Bau? 
P præ (O NN 
13.246. (a) dues: —0.0089; (b) dy—0.0076, 
- 13.247. Ay==0.00582, 
13.248. (a) arc tg 1.020.798, (b) arc tg 0.970.770. 
13.249. 0.7822, 13.250. 0.5216. 
13.251. 2.7456. 13.252, 1.007. 
13.253. 1.0434, 13.254. —0.8947. 
13.255. 0.4849. 13.256.- 0.995. 
13.260. 1.9953. 13.261. 0.01, 0.0052. 
13.262. 0.51%. 13.263. 0.5%, 0.25%, 
13.264. 0.334. 
13.265. 5.76 32, 0.2432, 4.2%. 
13.266, — (2 bM E DEF y 
RE TE D) (84-21 p 63] 
at, 
13.267. Ets "a 13.268. 2073, 


(4-1) E 2V 2u$—3u4-1 


— 2ds 
econ 2s " 
13.270. wii 一 2 一 12z23 y" = —24x. 
13.271. f"(2)=207360, 
13.272. y "=—28inx—2x cose, y'"=-—3 c08 r+ sin y, 
13.273. y" -—2*(In 2%, y"=2% ln FP. 


13.274. fO). 13.275. f" (19e —À. 
$ dip ` : 
à | 13.276. y2 =: 13.277. Setz 192 sin 24. 
13.278. — 13.279. 2e=(3z+ Ze, 
6z(2z3—1) a? 
43.280. EGE 1.381. LL 
Ve 
13.282. ars . .283. 2 arct 
Par ARA ens z: 
“Z : 
13.284. De” 13.285. 2 sin a eec?z. 
Ax Vm 
13.286. —2 cos än, ln z— 2 sin 2z — AZ 
= añ 
13-287. E. 13.288. —4cos 4x. 


13.280. —(sim je 4-4 sin 4x —9 sin 62). 


13.290. een 13.291. K ima 


V (1 —a sin? zy 


un z D sain (z+#) 
13.292. [a OIL 13.295. Feo (a Fg) iF" 


etay) ner y) 
13.294. (x —errys m (Az + 


— o is V LLL 


ea 3 — 8) 1 
13.295 ECTS a 13.296. —. 
13.207. al = — ac? sin wt. 


dy df dp | dif dp yz 
13.298. SE ts TH d) 


Py df do, Pf do dy af (de 
dx: “Ep dai ` dei dx dei deih d ey Ë 


` (asa Zen] 
13.29. ( 15 (i-a ym t 
13.300. (Cyn (22). 


13.301. 2"-t. sin kas! 


13.302. ¿(=+ n). 13.303. eos (2.7). 
Ë dy b 
13.311. zz Eotg e, T Ze — sins p 
dy E" eos p 
dr? ` a3 sinë g^ 
dy — dy 1 
13.312. de — tg P; dal Ba cost p sin p 
diy — 1 d A m2 — 2 
dz: — ys seo 9 ose? p [ 4 sin? g — eos? q]... 
dy p dy 1 
15.313. 7 8 2* da? ^ a(1—ocos p)? 


a dy 1,3, y —1 3 
13-314. == +30 ar 


des 8t5 


dy t dy 148 diy ` tt—l 
13.315. Sie Séi ée e: 


A m. 


PED 


13.316. 


13.317. 


13.320. 


13.321. 
13.322. 
13.323. 
13.324. 
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dæ 2a 1 dis —2a 1 d3x ña 1 


dy 3b t! dy! 962 1% dys 270 WU 
dy ` sin t-+écogt d'y ` 2+8 

dæ  eosi—tsini' del” a(cosi—isiniy* 
diy 

dei" 

$--2y —4—ü0, 2r —y—3-0, 


4x-r239—3-—0, 2m—4y+ 1=0. 
Ax-3y—1292z0, Jua—4y+60=0, 


(a) æ fene — v, eos a, y] fat, = Vo sin a — giy 


(b) dl ici, = V/v$ —2ocgfo sin a+ gtg, 


O=orctaltga — 25 Y 
el ë vy GO af" 


(e) a" |, 0, y" |: = —g. 


9 PEE 
， 有 分 别 位 于 区 间 (t, 2). (3) (3,49F4002= 438, 
. 5, 14.17. ann 14.18. 1l 
n Ki 
1 14.20. 3. ` 14.21. 2. 
-2 14.23. 0 14.24 -号 
H 14.26. — 14.27. mf 
ER KC ` . = 
—o 14.29. cosa, 14.30. 2 
1. 14.32. 1. 14.33. 3. 
2 i 
ES 14.35. 1. 14.36. 1. 
E. 14.38. co. 14.39. 1 
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14.67. 


e g 
` IA) 


办 £ 

l 14.41. —1 14.42. 2 
KE D D D D D qe 
1. 14.44. es, 14.45. 二 ， 
1 1 + 
. 14.47. > 14.48. 二. 

. i. 14.50. i. 14.51. 1. 

e. 14.53. 1. 14.54. 2 

. 1, 14.56. Za. 14.58. 1. 


. f(x) —56--21(z —4)--37(2 —4)24- 


+11(2—4)3+ (e —4)1, 


. fa) =8 (24 1)+ (>+ 125. 
. fi) 0+ 30x*— 4523-F- 302? — Ox 4- 1. 
. Ja) =146(0—1)415(2=1)44 20(0— UP 


+ 15(2—1)*4- 6(2—1)54- (x — 155. 


. P(z)o—2(xz—1)42(x —1)34- (x -- 1». 
e JG@)= —[1 r1) C 14 (n 4-1)*]4- 


_1 + (zi) 
TCU an 0<0<1, 


= 2 1 3 "m i " 
` fO) tHE KR + Tai T 


1 


tp bb ckt "er, 0<0<1. 


[1 na a 四 —e-^* 2n 
DI EDITE TN, 
oce. 


enee me 


m 


+ £ 


EOI ry (20r "ep, Qll. 
14.68. f(s)52—(x—2)4-(x—2)3—(x—2)4- 


(4-2) 
tora < <! 


14-2 sint ĝe . 
MT 0<0<1, 


14.70. f(z)9z4 -— 1 AIF, A 0<I<1. 


! [1— (hz J 
1.71. (=D 5 1 G1? Ls dye 


14.69. Toi 


2(x —ry 


二 a DD? 
(z—1yt 


(m+ DTD [138 —1ype3i* CHL, 


十 《一世 


14.72. Vs «241. + 


18(2 —4) 
4116[4+0(2—4)P? 


, 0Ó<1. 


14.74. CORTE EENE -T esne sin 20:13 -++ sin 0x7, 


0<0—<1. 
14.75. V e =1.643, 14.76. f(1.03)=0.8209, 
14.77. j(1.91)52289.87, f(2.92)4843.40. 
14.78. /(1.005)41.36425. 


14.79. In (1—2)- —1n EE (y _ 


8 143. 2" 21M . 
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14.80. 


14.86. 
14.87. 


14.88. 
14.89. 


14.90. 
14.91. 


14.92. 


14.93. 


14.94. 


E Da Ae 0<0<1. 


(a) AZ30==8.108, |R,|<1.88 x 1075; 

(b) sin 18%=0,3087, [Hs | «24.05 x 1073, 

BR A IN (—53)» (3,+ee o 
单调 区 间 为 (一 o%， —1), (21,0) C0, 1), CL, +00). 


& (7e ZU +o) aem 
e E) ra. 000 
(oo, Fa), Ca; +e) m, 

# [+= =) mas. 

f£ ( — 09,0), (o, i) (1, +00) 内 单调 减少 ， | 
# (+ 1) 内 单调 增加 . 

在 《一 co, 07 内 单调 增加 ， 在 (9, +00) PRI RS. 
te (9, 5.) roms ol +00) 538388 mn. 


2) 
(0.5) 


(5 77) 内 单调 碱 少 


3 
03) (PA) (E: 29) mn 


14.95. 
14.96. 


14.97. 
14.98. 
14.99. 


14.106. 


14.109. 
14.110. 


14.111. 
14.112. 


14.113. 


14.114. 
14.115. 


14.117. 


14.118. 


14.119. 
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在 《一 oo, +00) Pa Rb hb BR ARA 
TE ( — oo, +00) 因 处 外 单调 增加 、 


$t (o. $a) 内 单调 增加 ， te (qe, a) AA. 
fe (—1,0) 内 单调 减少 ， 在 〔0, +00) 内 单调 增加 . 


Mm 


00, +) Primis, de (een) PAID 


G) e» HERR, (D) o<a<c 1 时 有 二 个 实 根 ， 


(Hi) a= HHH soe 一 个 实 机， 


Bk: 
J: X: 
EXA: 


ERK: 


WA: 


g(0) =0; 极 小 : SI —1. 
y(—1)217; J: y= AT. 


(ed — 极 小 ; 所 一 2 一 本。 
yC1)-2; Wh: y(—1)—2 —2. 


12 m 
AG 2d 


: g(0)— Aat; Bh yCEa)—0. 


g(0)-0. 14.116. ERIE- 


lg) GA 极 小 : TOR 
: ye 


: (t 十 2tr)- rae ; 


Bar L 3 b" apr 
一 一 kml—— “ed 
d i + 2 gd g 6 . 


(E=0, +1, +2, WIR 


260 ak E 
14.120. HX. y(—0)=-—24; Wh: Steis ie, 
. 3 5 
14:121. Bk di) 
14.122. EA. TOREN Bü y(0)=0. 
14.123. Bid Beie 
14.124. MA: w(e)-e*? 
3 1- 27 
14.125. SX: al-Zkn mus v( -1)- E 
14.126. MA: y(1)=1; dh: vy(0)—0, y(2)=0. 
14.127. HARE. 
14.128. LA; (Z +2) E Hh: (5-2 tin )=—1. 
(k —0, +1, 42, =.) 
14.129. eh, g(1)—3—4 In 2. 
14.130. HA: %( 士 D)= RA: 0)=0. 
14.131. Si. y(—2):-21; 极 小 : y= —8. 
14.132. Bo wy1)-2. 
14.133. Jk: Ui — Buh Säit. 
14.134. MA: y4(1)=10; Bh y(B)=—22. 
14.135. Ex: NtD=13 Bh: y(05—0. 
14.136. HA: üb Boh: yCk2)— —14. 
14.137. MA: 9(3)—3834, y( —4)- —3712; 
f Bh: yC —3)= —3834, y(4)=3712. 
14.138. Hk: YC1)=2.。 — 14.139. vont. 
v» 
.140. : = Ce ER 
14 1 HA: K ) 1-3VZ 


14.141. 
14.142. 
14.143. 


14.145. 


14.147. 


14.148. 
14.149. 
14.150. 
14.151. 
14.152. 


14.153. 


14.154. 


14.155. 
14.156. 
14.157. 


14.158. 


L s 


# |: 


极 小 : 


NUM 
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(E=0, +1, +2, +.) 


HG) 8 为 极 大 和 


y=13 E AM y=4. 
y =8; JE: y=0. 
y=2; 最 小 值 : y— 19 
y=2; AME: y=-—12 
g —10: SIS y =6. 
y=1; AM yo, 
3 
9 一 百 ; Ad: y——1 
Xi; EAR y= 
u= FM: y= E. 
y=1; MARIA 
il 

1 D 

XA; Ad s- (2). 
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14.159. 
14.160. 


14.161. 
14.162. 
314.163. 
14.164. 
14.165. 


14.166. 


14.167. 


14.168. 


14.169. 


14.170. 


14.171. 


14.172. 
14.174. 


14.175. 


14.177. 


14.178. 


F £ 


HAM: y— 9; SIS, y=0. 
CK ÁÉ: == SR. y=0. 


Ri y=2; AE. y=—25. 
将 8 分 为 4 与 4 的 和 ， 

APA 3 BOR, 6 厘米 ,4 厘米 . 

所 前 去 的 小 正方 形 边 长 为 1 厘米 . 

该 底 边 长 S AV. 


"T 8 
ite rey Ls done VZ. 


2 


Wi ETE fig o H = mo. 


SEES 


贺 儿 体 的 高 为 豆 一 R. 
运动 开始 后 175 小 时 


Vs Ln, VE, 


e Y 
+ 1. 


H =R. 14.173. Z 


UE & X19 Y Za, V 25. 
a= ary. 14.176. r= KC H= T 


mob at V 35, "ips 2b VEE 时 最 有 利 - 


— 


+ SE 268 
16-2W 3 
14.179. 下 二 长 为 一 一 一 一 米 ， mir KE k. 
14.180. zen 14.181. mA d=2. 4. 


14.182. E5/mX. 
14.183， 应 放 在 河 边 , W PIR 50—52 公里 处 . 


14.184. ÆR ZLI 1.5 公里 处 . 
V(av$ bugs Y (b03 440103) 


14.186. s= TEXT 
14.187. Seene, 
14.188. wf a=60", 14.189. as=14*. 


14.190. FLA 14 Æ. 
14.191. 速度 为 104/20 公里 /小 时 . 


14.192. (a) m =1; Cb) m= +. 

14.193， 在 点 (1 ORAFI, HAC, 3) 邻 近 向 上 加 
14.194. 在 点 EI -7) 邻近 向 上 如， 在 点 (i enam. 
14.195. EM CL 0) ITALIA E. Hl. 


est, 3 邻近 是 向 下 四 ， 
14.198. gë, (s a hte (—se, +) F; 


te (3° +00) remi. 


14.199. MURIS Statu. 
14.200. Pí K: ( —3, 294), (2, 114); 
TEC — eo, —3), (2, + 00) Pa RIT IU; 在 (一 3， 2) 内 向 上 
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14.201. 
14.202. 


14.203. 
14.204. 
14.205. 


14.206. 
14.207. 


14.208. 
14.209. 


14.210. 
14.211. 


14.212. 


14.213. 
14.214. 


E E: 
HAH A RE kE q E I. 
HA- (ss, $ (0, 0), (ae lb 


TEC —3a, 05, Län, + 0034 [1] EI: 在 (一 %%， —3a), (0, 


¿A F I. 
Bii. (5 ay; 在 (一 co, EREM: 在 (5, Le Em 
En. 

BS (一 1, In 2),，(1, In 2); 

在 (一 oo —1) Cl 二 ep) 内 向 下 中; 在 (一 5 内 向 上 加， 
8: (° aet, Ze *y 在 (0, ae” IS Eg T Iu]; 在 Cae +00) 
内 向 上 四 . 

RTIA A; RAE IO Lg. 


bus. Lech 


在 (一 去 十) 内 向 下 由; qe ( 一 oo; 于) 内 向 上 四 ， 


A: CL —7); 100 DAK FM; 在 (Cl, 十 co ) 内 向 上 
IN. 

Dë: (0, 0); ÆC, 0) 内 向 下 四 ; TECO, + eo FN 18] 
+H. 

TELA S) n kb kb F DI. 

BE 02) Elo, DA FI EC, 4-99) P3 RS] 
+ lil. 

f$: (5,0); fEC— 95, 的 内 疝 下 四 ; 在 (5, +00) PATRIE, 
m. 

BARA RAE RI E DT. 


sn CZ IZ, Deom n) 


14.215. 


x= x 265 


— vs 
2 Jan rm. 


(EE, +00) rara ams g (— 
na, G, 0 de (br ~ Fo br) 内 向 下 四; de (ba, 


hor + jELEM. — G= tete) 


ET (» i) det ee, 2) PIA TIBI; EC + oo) 内 疝 


ED. 


- BE C RC, —4). 
GB cus 1) (2- vs. 


cvs) 
'"A2—V 8) 


(2 v3; =): 


3 9 
— bat 
27 E 


G= 一 


SEL AES A (x0, Hc» ABA. 
. y=0. 14.222. z=b,y=e. 


. 2=-1,y= 291. 14.224. a+y=0. 


y=a +2, ` 14.226. y=x, Mrs, 
.qy—-l,y-— —2x—1. 14.228. — yup. 
. Ges, Ass, 14.230. x—0, y=x=+3, 
ap ar ar 
. Y=- 81, 14.232. Y = Ach g Y = 22 — qe 
. t=], y=0. 14.234. x— —2, y=0. 
. xc, y=0, 14.236. z=0, 


. Gros, y=z+ w Hr, 


Hos (X), A 
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$ * 


14.239. 


14.240. 


14.241. 


14.242. 


14.243. 
14.244. 


14.245. 


14.246. 


14.247. 


14.248. 


14.249. 


14.250. 


14.251. 


HT y Bh; D len fer 
a . u 
BA (=e), NE y=0. 


ARS vie: (+ et) Mene t Bern 
[EX M 20, y>0.] 
定义 域 (2er, TEST); Mile e Sh Fr. 

T H 
RA: (zt ier )=0; Mii e kr. 

(k=0, +1, +2, =.) 

ELR: wi BA: y(—2)— —4; 
极 小 ，K0)==0; MEA = 一 一 1 Heel, 
B (= BR (2 3) mn >. 
对 称 于 原点 ; SR. st 3. 8g. (0,05; 
MW ES y=0,2= V3,r2—wv 3. 
对 称 于 9 fü, Hdk z EEN 
XAR. (—eo, 一 D, L1; +00); Mii n loy. 
定义 域 : (9, +00); 极 大 : O 


HA: (à, Ze") 新 近 线 # 一 0 y =0. 


定义 域 :〔 一 1 + eo) 极 小 : sii: ADAE IR] L DU; 
渐 近 线 : X= 一 1. 

BAY D=19 Boh y(3)— —13; $9 3: (1, 9). 
ibd BA: y= —5; Bh (ED) —6; 


D * * 3 -5 
定义 域 : (O +o) Bis Lie 
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14.258. 


14.259. 


14.260. 


14.261. 


， 对 称 于 原点 ; E K: y) == Buds nien? 


SZ x—0, Mo, | | 
EA: y(0)=0; 极 小 :YC1)= 一 1; HA: E -i) 


. 对称 于 厌 虚 ; ARAS vice, gC- —2; 


1 


ga (52 00 les, EZ 


渐 近 线 ; y=0. 


, OR. réti 对 称 于 四 ; 极 小 : y=; 


MEE: cr—1,22—1,9--0. 


EX: AE 对 称 子 原点 ， 揭 点 : (0,0); 


RE. r=1,2=—1,y=0. 


、 对 称 于 原点 ; 极 大 ; DOG: 极 小 : rü-1— 


- 所 点: (0,0) WEE, y 24-7, y—x—7. 


ELE: vc: bL: La Ba: (= o); 


渐 近 线 : s=0. 

ES éch Hu v0) Br 【一 二 y): 
渐 近 线 : ==1, y=0, I 
对 称 于 原点 ; 极 大 :gCV) 一 二 V36; 极 小 :Y( 一 V3)= 


= 一 上 V36; Bk (00) (EV 8, c V8 e 3 


渐 近 线 : y 一 0， 
BA: yo Gi 000 =0: Mä 2241/2; 


et 
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渐 近 线 ; y=0. 


- EXE: vn I J: s(1)-— BE: +=0,y=0. 

， 对 称 于 9 A CO) —0; RÄ CL In 25. 

. dE X dx. 2240) BW EER. 2=0, y=0, y= —1. 

， 定 义 域 :[ 一 1, + co); 3 TF z Bh; 39,5: (0, 1), (0, —1). 
定义 起 :[0, +00): HRF ofi ENEE 


EXE: a tkr 极 大 : yQkia)=1; 


Buh yGErim)-—1, HH. sib, 
(E=0D, +i, +2, 2... y 


. Y I 14.269. 2. 
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. 9. M-271. [xcu 
Ox 14.273, %_ 
a(14-02)* 
10 

LL, 14.275. 6. 

0,0 E lt 
. (om, ` 14.277. (E 2). 


(一 33 二 (9 十 38 一 8， 
aa z . z 
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, 0,18«2«70. 19. 

, —0.64«7x «7 —0.63, 0.87—zs<0.88. 

. 0.382,<0.39, 1.24<x<1.25. 

. —0.20«x«-—0.19. 

. 1.675<x,<1.676, 0.539«724«70.540, 
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—2.215«7224,«2—2.214. 
14.287. 1.045. 14.288. z==4.497., 
14.289. 0.5110«x«70.5111. 


SL e 
15.1. yes. 15.2. ye. 


15.6. 8 一 80 -la — 08 ct). 


15.7. (a) 9 一 4 各 十 3 008 4-2; 
(b) s2tt--21-4-380n£—3. 
15.8. (a) (—5 eos 14-10, 2 sin 1); 


m= 5 ena 14-10, (z—103 1⁄2 
b KEE E = 
C an 或 25 十 了 L 
15.9. +0. 15.10. 245.6 
2h 24m 
15.11. Py +0. 15.12. m Ge 


323 65 3$ 
15.15 let tu? LO. 
3 5 
15.16. ET uf ps4 C 
5 37 3 
15.17. £ AA S 40 
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1 3 
15.19. GA +++ C. 15.20. a? — vV 234l. 
15.21. arcsin z+ C. 15.22. 3x —3 arc tg z4-C. 
15.23. —l pare tg z+. 15.24. 4,0. 

T . In 3 

grer (s) 
15.25. CES 15.26. 28-175 Last . 
15.27. tgz —z-4C. 15.28. z—sim z+ Ç. 
15.29. —Cetg w+ tg z+ C. 15.30. sin z—e0s «4 C. 

1 a 0 
15.31. —gze+ +C. 15.32. (2z 一 3yet LO. 
15.33. zt 15.34. — à (3-225546. 
15.35. im I3z —5| +C. 

— 1 ka 

15.36. kgb—l, — ceo 14 0; 

k= 一 1， Lin |a bel +C, 
15.37. —- cos 3040. 15.38. sm (a— 8z)+ 0. 
15.39. _ Im | eos 52] +0. 15.40. —- = +0. 
15.41 i.e. 15.42. x gU. 
15.43. 3 eh Seit 15.44. — h (2n —5)4 C. 
15.45. -g9e (1e )c- 15.46. Loro sin Se C. 
15.47. = are sin 240. 15.48. + aro tg Se (0. 
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v v2 
15.49. anere ew C. 


m 


2 “1$ 160% 
15.50. 1m (424 V/13- 16x? + C. p 
15.51 dom (z+ VA+ 922 )+ O. 


15.52. In (z?—8z-8)-4- O. 15.53. im (2? 4-1) 4C. 


15.54. + m|as+1| +O. 15.55. ao. 
15.56. Ze + 135 +O. 15.57. iG 26. 
15.58. Leit 15.89. ŽV GET +O. 
15.60. Faro tg Zo 15.61. Caro sin 48. 
15.62. —cos er C. 15.63. Set 

| 15.64. ert 15.65. Svs) 40. 

A p 
15.66. in |in «| 4-C. 15.67. "aen 
15.68. 2 12040. 15.69. (oro tg s+0. 
15.70. — 40. 15.71. at} sin 2040, 
15.72. i 204 s sin Leif, 
15.73 5 —gy sin 4z+ C. 15.74. Isi oz- 二 sn 8z +O. 


L : 15.75. goe gin? z 4- C, 15.76. qo mme eost z+ 0, . 
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15.77. 


15.79. 


15.50. 


15.81. 
15.82. 


15.83. 


15.85. 


15.86. 
15.87. 


15.88. 


15.89. 


15.90. 
15.91. 


15.93. 


15.94. 


15.95. 


gota C. 15.78. Y g?^z—igx-prJ-0. 
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——+ 
V1—a 
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4 arosin S... Vga +O. 
2 a 2 


1__1 O. 
Vie 
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V 342 一 02 — a are cos =+. 


V 1 z2 1 V/a?—9 
Va 十 1 十 1 +0. 
Val 十 二 


ivOrsy -iva FeFe. 


i 3y (142) -Y Yay +O. 


= +Z 1⁄1 — z -i are sin + C. 


1 d o 
ale] ¿aa T4506. 


— 208 Get sin 2x4 C. 


zchz-—sh z+ C. 15.92. —e-*(x--154- C. 


sl 2 sin or eos oz — sin oz |+. 
e mn . oi 


a(1n z—154 0. 


| A 


15.96. 
15.97. 


"ALA I 
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x In?z—2ax(lnz—1)4-C. 


Zelter 
n+l KEN 


. c are te a in C14 22)4-C, 


99, Latare lg 2— atare tg 40. 


. ware pos z— V 1 —a3 +C. 
germen eot 
3 (441) E d $10. 


. —Iniz8 In?z-4-6 In z4-6) 4C. 


. z(arcsin x) +2 1/1 —x? are sin x —2x4- C. 


1 1 1 01 1 
ta cay to 


VER VG +0. 

dose Dae 1 1 1 
. 3* (23—15-- C. | 15.108. —3 dni 2*ang^ t 
. tgx—otg z+. 15.110. + uere. 

la 1 
. y tg z4- C. 15.112. Fut? 


一 二 etg? Leite E+ OC. 15.114. lC In [tg x 346. 


2 
+ O, 15.116. e?40. ^, 


. In (e*4- e-25-- C. 15.118. arc ig( In &)-- C. 
. + in aa, 


a * 


15.120. SE eos Ce sin 22)+0. 


15.121. Loa 4 la sin 2m4} eos 2240. 
4 4 8 
15.122. wtg xin [eos z|— 2240, 


15.123. == +2 sin Zei eos 25 59 29 Lg, 


15.124. bet ibt z pO. 
15.125. aresin (220-1340. 
15.126. — In (02422 417) aro tg eH — +C. 


15.127. NEE 


1 1 
15.128. la igx typo) +e. 


= 1 1 
15.129. =3 cte?2—- gës att, 


15.130. sin g costet e sin 12)+0. 
15.131. taz ln eos w +tgx—e 4- C. 
1 1 
15.132. - n (14204 +0» 
1 


15.133. =n [5z4- 1222 —9| +0. 
15.134. i are tg i.e. 15.135. Zare sin (224-3) +0. 


1 eil n 1 
15.136. arctg TT L40. 15.137. -p re wel Ze, 


15.138. 


15.139. 
15.140. 


15.141. 


15.142. 


15.143. 
15.144. 


15.145. 


15.146. 
15.147. 


15.148. 
15.149. 
15.150. 
15.151. 
15.152. 
15.153. 


15.154. 
"i 
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—1 
2 


In(z--1-- V 5—2z-r22)-C. 


+C. 


NES 
Arc sim 


1 In 241 


za tó 


In (4x 4-1-4- V16a? +82 45)+0. 


go] e el «| 


In |3z--14- V/9233 —67—1]| 4- C. 
— V1 — xf --arc sin a+ C. 


3 n 1 a" 
> ln (x +9) 一 地 aro bg ute 


Vaz —4— 4n |3-- V'9a* —4| 40. 


24142743 ln (z+ Vita +C. 
V/3a3 —B8z4-6-- C. 


e V a- gi -4 V(a35—z9)84- C. 


iin In z —eos in z)+ C. 


gin 62 
pr 


+. 


加 | = 


。 1 _ m 
sin 22435 sin Ax 
+ In|sin (224 1)| 4-C. 
1 T 1 Dr 
一 一 ML O. 
vo" 人 ge (+ 12 )+ 
QU, A uq 
3sin — + sin Keck ée 


3 
1 aeo" 省 一 2 sec? 5299" * |j 
了 5 
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15.155. osos y osos aL 99 2. O 
15.156. E aro sin 242 V a?—a? +0, 
15.157. 2sinV t +C. 
15.158. 2 arosin Z — EVITA VE A0, 
vag 
15.159. 一 一 一 一 aroain 40. 
15.160. — V1—a* 十 了 MEI VU +O. 
1 ga 
15.161 3 (remo s) + 0 
Virs l 1 VAF 
15.162. m| PERA eo. 15.163. ¿LEG ue 
15. 164. id e In (z+ VERO. 
15.165. Va — In [z+ VB | +O. 
15.166. 2 y vat d (a+ VAR) FO, 
15.167. AVEO, 
15.168. — V1—z*arc sin z-r-z-rFC. 
15.169. Vi-ra?aretg z—ln(s-E V1 3-22 )--C. 
15. 170. pite hn [z4-3| +O, 
z--2 
15.171. Y In (52440413) aro tg 22 TO. 
15.172 


x x 
EE UA Injz|—-4in|z4-1| 23 Injs—1| +C. 


ns 
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É a - 了 : 5 
15.173. +1 0] —i51n|22—1| - 1n |2z- 1 | +C. 


1 1 ‘gw 


n 1 i EA? 
2V 2 æt? 


-一 IT: -一 | +0. 
273 n | + 


15.174. 


15.175. Pato ELE, 

15.176. 0 — 1 CER -Éz 

15.177. m| T. + to 15.178. a+ + +o. 

15.179. 2410 de 

- 15.180. or a lr + 
+3 In|z+1| +O. 

15.181. In to. 15.182. 5 —a-rare ig aC. 
JS. 

15.183 A arc tg atl +0. 

15-184 ch AS — 2 areig aO. 

15.185. Mp Eeer, 

15.186. plop] +) + 


V (xi —Àx4-5)9 


15.187 lei] + 5 are ig Z740. 
1 
15.188 wir? V FS eh 
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15.191. — 


15.192. 


15.193. 


15.194. 


15.195. 


15.196. 


15.197. 


15.198. 


15.199. 


15.200. 


* E 


1 a 3 u 3 u 
— +0. 
16 Gaay 128 Qaya) 256 "ea + 


m 
tg ] 
1 2 —, * 
— A — 1 
la. "E te{? 31g ) +o. 


KE 


2V g min IO O. | 


15.201. in 


15.202. 


. — V5S+zr—22 +7 aro sin 


= 
CS a +1) 
-5  ,10 1 _ 5 10 
2 Eas 3 Mas Ba var 


m 


+m e 
SES EET 


. Ze V'uz 4-6 —m 1n | Vez b4m] 40. 


M?xqti-1| Vàz4]1 c 一 人 
Vai = 77 


5. ¿VETADO /TI 


—(24+1)+ S G Po 3 q +0. 


. 2Va-2+ V 2 arc tg Vio. 


V237+3—=In(24 12243940. 


¿a ES 


sl ANE LO. 


A (x4 1» —34/(a--1)F8 In | Va 141] 4- C. 


Vx Kli 


Yl-s—Vlj E 
DEE Z| zareta} +C. 


lTt 


Ë 


. 2arctg Vm +O, 15.212. 2arctg V xt1--C. 
. 2—AV 1 z4 In( V2 1440. 


Sl + 


2x—1 


C. 
v 21 + 
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15.216. 一 + arogin 


15.217. -iv EZ 1 一 


a aa 792 140. 
EZ E | 
vtip 1 
15.218. — CET L1 vp +O, 
1 a+ V of > 
15.219. = ET C. 


15.220. ¿(AF —1)— Ln QV FAA EAT EE A 


十 TG. 


2 are t 221-2241 
VT vg 
2 * 248 1l 365 i3 8 va 6 ir : 
15.221. — Varp ITA +a 0 
3 3 18&5/—— , 9 seg Ü a - 
15.222. AX e LM DY V a O. 


15.203. Jar Sy -2 y QE AT +3 yI Yt. 
15.224. In (2-rsin 225 4-C. 
15.225. — (eos maë 4-2 (eos maj +O, 


.i 1 
2 mmi p 


15.227. 4/tg eC. 
15.228. —$ otg 2—3 eg Ge LO. 


15.226. 


—2 in |sin e + sin? p4C,. 


15.229. sin x—arc tg sin 4 C. 
15.230. V 21n csc Zeg > 4 0. 


+ 3 581 


15.231. ¿Cn tg æ) +0. 15.232. esc s— ctg z+ O. 
15.233. tg x—ses 240. 15.234. 2Cese z— etg z) — «FC. 
15.235. 2(sec z-rtg 2) x C. 15.236. —2171—simn z + C. 
15.237. ji; aro sin 2: 4-0. 15.238. arc tg en +0. 
15.239. x—in (i+ e) +0. 15.240. 2 ln (1+ ez) —z+ Ü. 
15.241. clon (I e?) +0. 
15.242. ett, 
15.243. 2V'e* —1-—-2 aro tg ves —14 C. 

1 二 ez 一 1 fm l ,——— 

. . 1 ， . 二 +V — 

15.244 nU rGq1t 15.245. tg Lei 1)* -C. 
15.246. Š eas —2 540. 15.247. —are sin +0. 

Mar 
15.248. —P = +E. 15.249. m|+h z! +C. 

i — 
15.250. — ag m y sa +o. 
15.251 = ciel Zä (24-e08 2) - C. 

1 
15.252. ute 
15.233. Lag a LE = +€. 
m 

15.254 apt 

2— va 
15.255 aceepiy tim V a FIG arta +40. 
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15.256. 
15.257. 


15.258. 


15.259. 


15.260. 


15.261. 


15.262. 


15.263. 
15.264. 


15.265. 


15.266. 


15.267. 


15.268. 


15.269. 


15.270. 


$ x 
z In (m+ V pa) Vita O. 
2Va+ lin (z+ 1)-4V2414-€. 
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2x—1 


V3 


re 
+ aro tg +0, 
eet eG. 


|n +40. 


aro x= 
KO SIT 


Vl + es = 
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.,9reigz 1 In(i4+x=*%), 1 nli O 
FaF AOF) a +g Mll+e|+e. 
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+0 
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¿Ge Y Ee +0. 
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— gare tü x + 
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D 
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15.271. 22 —2 V l— mx are sin V z-4-C. 
15.272. YE (mes ln + )+0. 


15.273. —84/33 eos Y a +0(Y win Y a + eos 7) +0, 
15.274. zar tg (14 Va )— Vz 4-In (142421 m +C. 


1 atg b+ V ar B? 
15.275. ———— im +0 
V gib a tg Sb Vath | 


15.276. aarc sin L— V atr +C. 
15.277. V'at*--a*—a In |z+ Vaat] +0, 


15.278. 2 — 15.279. 2 arc dn e S40. 
15.280. 2Arah jata o, 15.281. «4C. 
第 十 六 章 

16.1. më, — 16.2. (Ba) +ba. 
16.3. T 16.4. W= L eg Lar. 
16.5. (2) m3 ATA | 

(b) m— n DE) 
16.6. (5) Ze (» ei; (c) In 2 


16.7. (a) | og Ss 09 Pede Pi 
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—2. 16.13. —Vics. 16.14. etg i. 
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20 16.21. q e +1), 
5 5 2 
A3" 16.23. Le, 16.24. E 
.1 T Ly 
ti 16.26. $ 16.27. 3" 
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16.51. 


16.53. 


16.56. 


16.59. 


16.62. 
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16.68. 
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16.73. 


16.76. 
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2. 16.92. 

. 1. 16.95. 


于 (er 一 9. 


3 
in ER 


286 


RN 


管 党 
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. æ ln (24 V r? at jea in a— V z*?—a?, 
1 T lr va 
` 3 In 2-1+- 16.113. zs 1). 
6, 7 /T 
， V (erete Y Lazo tg 5) 
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16.149. 


16.150. 
16.152. 
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17.1. 102, 17.2 0-4} 17.3 
2 ë 
2 1 
17.4. 10. 17.5 857. 17.6 
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F <1 时 发 数 . 
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288 


a & 
AAA 
A 4 
17.13. 274 6r-2 17.14. raz, 
17.15 z. 17.16. va? 17.17. ice. 
| 17.18. was 17.19. TE. 17.20. as, 
17.21. 18702, 17.22. 3m? 
17.23. V Cei cet). 17.24. La. 
as a* Bar 5 
17.25. Lin(2+ va) m 857). 17.26. Za, 
a . o 1— U 3 
17.27. E. 17.28. Zu 
11 5 7 
17.29. oU 17.30. Fu Ar 
17.3 (i-e 17.32. 2. 
17.33. 3ra? 17.34. uen. 
17.35. Erabt, Ze, 17.36. ZA aat sn e73) |, 
17.37 Ki 17.38. 16052. 17.39. E 
17.40. TE (31h) 17.41. Briat, 17.42. 22. 
17 , 4，6msas。 17.44. 1607. 17.45. 2s?a?b. 
17.46. 27. 17.47. Lery, 17.48. AVE. 
17.49. Lego. 17.50. Zeen, 17.51. Se 


uw 
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. a te + tg T. oso ak 


， Arabe, 17.53. mabe. 17.54. 247. 
A Pz). 17.56. Le). 

GER) 17.58. $m. 

. In(1+ VY. 17.60. V z(ef 1). 


. 3 5 
17.62. In— ig: 


2 


va V1 br 4. In (Am VIF 452). 


. 27%, 17.65. $a. 
8a 37.67. 4. 
(437 - "| z) 17.69. tan 5) 
peu 7) 17.71. Siess 
WEE? 
ARA, Sa de ET 
V mrt 公斤 米 . 17.75. 18757 Mi. 
, 127507 公斤 米 ， 17.77. Date 公斤 米 . 
. Zem 17.79. 2560 ng. 17.80. 5000 m. 
2 2 
. 39. 17.82. qe. 
SD ide. 17.84. 168 Y£. 
. (Ca) 660000 JT; (b) 1L. 
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17.86. 


17.88. 


17.89. 


17.90. 


17.91. 


18.1. 
18.2. 
18.3. 
18.4. 
18.5. 
18.6. 
18.7. 


18.8. 


18.10. uy 一 《一 De 十- 18.11. ges 


-E Æ 
atn tL sin 2! 
RA 7123.1 x. 


akm.M 1 
a Via IE dc 


21 
NT Ew gon B5 75 In] 23 rh 38 £S 75 f) 


b 
PT Jr 4 3 ES T PINE. reel 5) 
场 强 的 方向 得 可 于 板 的 方向 ,大 小 为 3mc， 


RAR 


1 1 1 1 1 
1.2 3.95 Tea tn Ts. 


l+) 142 1+3 144, 04-8 
IE IE tira tipa 
11 


1 


Ten 


21 31,41 5} 
+š tas ta tato 


GN EE 
:8 3 3:4.8-8«10 T * 


1 1 
一 = 一 一 - 十 —— 
V1.2 1223 WV3«4 VA V5.6 


1: 1 
2 一 二 18.9. "= (n4 l)ln(n+ 13 


n—2 


t 

x 

* 

= 

kä 

+ 

Ve 

LJ 

= 
= eje 

* 

Hj QD 


十 


Un 


n-+ 17 


keet 7: 
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18.13. ELEME 


. 18.44 


. Hen. 


ORE. 
条件 收敛 ， 
， AFI. 
PAM 


. 18.21. 
. 18.25. 
wx. 18.29. 
. 18.33. 
. Mot. 
712 
， 发 散 . 


18.48. ASS, 


. Jk. 
. dre. 
. fex. 
. irat. 
ORE. 
, BER. 
18.75. KEE 
18.78. ¿RICA 
18.81. d. 


18.16. "i ge (ny 


18.18. 112%. 


18.22. 
18.26. 
18.30. 
18.34. 
18.38. 
18. 42. 
18. 46. 


"ud. 
Ax at. 
lee. 
"eet. 
leat. 
rex. 
iret. 
` fal 8k, 
49. Ken 
Da 
Jess. 
4 x. 
m BZ. 


发 散 . 
发 散 ， 
发 散 ， 
发 散 . 
xar. 
Ad. 
A B. 


18. 


18.37. 
18.41. 
18.45. 


18.53. 
18.57. 
18.61. 
18.65. 
Hk. 18.69. "rii. 
rag. 18.73. qr. 
18.76. RP. 
18.79. HxC. 
18.82， 绝 对 收敛 . 
18.84， 条 件 收 敏 . 


At. 
Ian. 
A. 
S. 


18.52. 
18.56. 
18.60. 
18.64. 
18.68. 
18.72. 


等 E 


po ZE 
18.85. PES SEPT, 18.86. irat. 
pi £x] r et. 
18.87. Lä 18.88. GR 18.89. PR 18.90. MCRL. 
18.91. ax. 18.92. ik. 18.93. Wë. 
18.94. ?4 p<1 gel HI, WAR. 
1 1 1,,f3 
18.95. (2). 18.96. ¿1 (5). 
1 ¿fn31 
18.97. zp? (ez). 
18.98. n 为 奇数 时 ，0; n—2m ARI unir Ze 
2m—3 1 + (2m —1X2m—3)-- 311 yF 
* 5 WW 2 P (3 mp 2m+l 
18.99 sb (EM) 人 [1 十 万 ] 
2 2 
18.100 r [+= = 18.101 E 
| 1 
18.102. 1. 18.103. 7. 
18.104. (—1,1). 18.105. ÆA 3=0 Aor. 
18.106. (—00, +00). 18.107. [—1,17. ° 
18.108. [—3, 3). 18. 109. ER 7] 
18.110. (—2,0]. 18.111. 74,6). 
18.112. (0,27. 18.113. (2,4). 
18.114. [—1 17. 18.115. (—oo, +00). 
18.116. (0,6). 18.117. [-1,0). 
18.118. 《一 co, +00). 18.119. (o 10), 


Ë= 
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18.120. 
18.122. 


18.125. 


18.124. 


18.126. 


18.127. 


18.128. 


18.129. 


18.130. 


18.131. 


18.132. 


18.133. 


18.134. 


18.135. 


18.136. 


18.137. 


(—1, 0) & (0, 1). 18.121. (0, +00). 


( —1, 15. 
lin DES are tg r—zo. 
1 1 
cy 18.125. Tay" 
2 + z2 SEAN 
Gaam Msc 
Imite e muay vz 
Pi 3 < z+ V 2). 
-OCCAY(3Y 00 m 
aro ig m, > g (a) = 
ez — ez = grün 
— = 2 any Š eo, Lei 
qun 


In(a4-z)e In a + > cona y. (—a, aj. 
aes > cra, (— om, +00). 
=0 1 


EE 


wes i D (C+) 


EEN 


Yam—2|1— ASEO E 


e WË 
acu EGG) b^»: 
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18.138. 


18.139. 


18.140. 
18.141. 


18.142. 


18.143. 
18.144. 


18.145. 


18.146. 
18.147. 


18.148. 


18.149. 


Kë £ 


a? =x A Car! memos 
Vi + 3 Osea) C — 1, 1). 


sin (T+)= Le Xx (—1)" [it ee > 


( —o0o, +00). 
e (—1y-123—1 a 1 1 
(142202) = 33 ma EE il 
(14+2)In(142)==4 Y bc De ; (— 1,11. 
en. ein aaa? Ze n "MC — d panel 


(4n4- 131 

2«(—4)" dad 2( —1)" | ans LAN 

T Gamat tampo "ii" 
( — co, + co). 


Lait 2 a Zarl _ 
aresinz=z+ 2) o pii , [—1, 1]. 


Fix}= > (o 4- 04 4- + as, ym", 


Voirie 


e Deh 8 a — 17+ f 
tC Cry: (m+ Son 7) 623. 


lg x = mis cpm GE, (0, 27. 


ca 


ES (—1y(z—i», (9,2). 


. oe 


4, Y ( y E (0, 6). 


nm 


H 
= 
1 
e 


C08 >= — > (—1» fe, UR) 


2 (2n)! (Gaz y 
(—oo, + co). 


LE 
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I Z 1 1 
18.150. Zar 2 (+ 5) +0 (—8; —2). 


18.151. 1.0986. 18.152. 7.389. 18.153. 0.3679. 
18.154. 1.649. 18.155. 0.0971. 18.156. 0.2487, 
18.157. 1.005. 18.158. 3.017. 18.159. 1.9744. 
18.160. 0.9806. 18.161. 0.0175. 18.162. 0.9848. 
18.163. 0.487. 18.164. 0.0057. 18.165. 0.494. 
18.166. 2.0900. 18.167. 3.518, 

第 十 九 童 
19.1. 2 rt x C— D" eos am [--7. 7]. 


n-k 


19.2. za = S (—10* 2. (6 E ne, (—m, m). 
nei 


. # 1813 2 n sin na 
19.3. 2 sin P > C—1)"-1 gn L-T, TY 
| o ACL 
19.4. es 二 一 元 十 元 Ki a 208 ne, [— =, m]. 


1 
19.5. e4 1= (tet hm) 


4 Ss C — caos nz — nsin ne), (or, 7). 


ar a 147% 


19.6. e= a 


+ 3 ha eos na —N sin sch) (—T, m). 
| (ab) 2,, 2. Š, 008 (2n 4- 1) 
19.7. faye ET r t Baca) y DEE 


Hato) Si CQ 9, Com, m). 


206 D E] 
=—— —— m MN 


19.8. etten -e -十 一 > (—1)* UL 208 RT + 


ne —e" 2 |. 
mi 2 P Je nek (—T, zy, 


19.9. a lg. =: [C10 eos "=+ + 1— 


2 n=] 


EK (pam 一 z) fin na), Cr, 0), (0,7). 


l4r=e" 12 LL men 
Za +g A I 1+7 cos nat 


19.10. 7Ca)= 


+| + + > Cl 0 þin sch ( —, 7). 


19.11. Tei A 3 E pe na, (=T, r). 
19.12. Ke)=$ I > EE es^ sc) sinn, 
n=1 


_ — |—2 af H TN]. 
19.13. 22-2. 3 ES 1) E: E) im na, [0, z). 
19.14. TY - > = sin ne, (0, m]. 


_ _8 eos (2n4- 1x 
19.15. 2z--3 T+3 ES P (2n--1y , Co, =]. 


19.16. e 一 zy + TE zLe"C —1)*— 1 eos nz, [ 0, zJ. 


Kg 


19.17. —sin EE I > pu EE na, 
(0, Tj. 
2  HBHin nå 


19.18. f) LÀ 2 wv mmm Dënsch 
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19.19. 


19.20. 


19.21. 


19.22. 


19.23. 


19.24. 


19.25. 


19.26. 


19.27. 


fei S eas c gem Om Die) 


eist x È Ls] mes mj- 


gasin TT. eos nz, |^ i) (z d 
nop qa, ai L fe uns 12. o TT 
e Agr Y sis 2 十 
4 T 5 sin T Leg ne o, 7. = | 
+27- X ' 2 Va Y. 
4 = 18 nU 
2 -— Ai la 
ana s + XC 15 E 3 十 


4 . NTE 
Tu in — | ( —2, 2). x 
_ 11 >, ui 1 1 
=+ + > CDH dos 9zura, | = > |: 


t= 


RTE ` 


Zeie —— + $3 is 3. 317 C—12^ 1008 — 


eC rss 772), (58 0), (0,3). 


+2 > [eto | cos (28—1)Te+ 


[ad 1 N 
—--{ 1—1 — fima, 
十 > Z“ ( eos E 5 =) gm E 
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E E 
c ¿nTx 
mz 2 4 "a 1 1 
19.28. 00 = t 2 (—1) t ALII" E z? 3 
第 二 十 章 

20.1. 2 20.2. (ay)***. 
20.3. (+y) + (ey). 20.4. t *f(z, y). 
20.7. gl kaf 其 中 dë sn EZ Lë, b= my, 
20.0. 2>0,y4>0, 2>0. 
20.10. 2<0,y<0 和 2>0, y >0. 
20.11. 24y>0,2—y>0. 20.12. A+. 
20.13. y?74«— 8. 20.14. |y| &|vi, 40. 
20.15. 150,94 >0, zy. 
20.16. z3--y?«71, y az, Steet, 
20.17. 250, Anne y« änt iym 及 sen, 

(254-l)mrx;ys(2n4-2ym. (ëss, Zi, 42, +43, ++.) 
20.18. I&I +y <4. 20.19. syn, n 为 整数 、 
20.20. 22+y = Rz. 
20.21. 2>0,y>241 及 s«0,z-y« ti. 
20.22. rett yt sie ks, 20.23. 2. 
20.24. 0. 20.25. 0. 
20.26， 不 存在 ， —— 20.27. 1. 
20.28. (a) y=0, m c ERMET; 

(b) y mia EAT. 
20.29. z=y. 20.30. A e, 20.31. ES 


20.32. 7. ^ 20.33. L 1-2 In 2. 
va 
20.34. 1, —1. 20.35. a” 
do TY a eo FAL 3 
| 20.36. ze, z)= t (s. Zen 20.37. 5, 
92  ， -2 2z  z(y—2) 
20.38. a; en 2y^ ys. er. 
dz 2 a — 24 
20.39. X;— 2 OU Za 
DE md y? sin 
H 
da y zy E 
20.40. 92 Ausl" dy Y 1—agr* 
ez dz 
20.41. 3 = ete a=- 29) Ehe etg( x —29). 
gs Wy Q. E pu H H y EN 
20. 42. Ja” qa iD ay sin E ey 008-2008 y" 
RE "CRAS sin sin. y 
ey Y z^ 
| a "FERE az 11y? 
z EI z 
20.43. mua) in 1 3, ass) In 3. 


J de y Var Ze Velas 
20.44. da al pay dy (Far 


20.45. Z= A > 
" (att) (aro GE 
da —z 
dy (a2 4- y?) (em Za ` 
c 
20. 46. a= A a — rp sin perust, 


q A ———r——o——rvI,V a mt n l a. aÈ 
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S * 
20.47. Ste Te ( | + Trip COS Tay), 
22 sin x 
a Y (1 J-zray eos ray). 
de 1 Dz 1 
20.8. Serie g yy ox 
da f— 
20.9. (2) asa sm 了 
# 
o, "5 " 
Y vg. 
20.50. Sw 2 cos( a? -4- g? -- 27") 
de + 
Zo" 2y cos( zë -I- 2 + 22, 
ER eos( z* + y? 4- 22) 
p . 
. Qu y La e y 
20.51. 2s g” ` Sy z^ ln z, 
eu El 
I7 utm Ina 
20.52. Qu great Ow Lysias lu x 
e n , 
uer In ++1n z. 
20.53. Y ZEN" Ge | 6 NA 
UNA y y? + 
de (x—y)'In(x—y) ` i 
o —1c-(x—gy* * 
20.54. Du (Bai 4g? e c) exta, Eegenen 


Ll 


u O A — — — À—— M " 


. 36" 
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` du gzet typte, 


ER f 
Oz  e""(ye*-p ye? —6e") dea  e"(me*--me! — er) 
` Oz (ez+ ert y (e*-r en? . 
du te Ow — tete. gro EN. ot 
` sa 十 1， E? = piet g-?, ap 
i 
ap merlin (0 — 9)-- es (0— 9], 
A= «toos (Ü — 9) -sin (8 9)1. 
e : T 
+ As . 20.59. KS 
4 2(5 dt —t da) 
. — D, du z 
aro tg, 20.65 u le iF ° 
y dx—x dy _ 3 dx — 2 dy dz 
. de= Vah 20.67. du Ay 。 
o dum eret ey y 3 da + wy dy 4- 202 de], 


. due yzati gep zzi! ln z dg--yx**ln sdz, 
. o Azz2—0,.20404, de =—0.2, 

. Àz=0.0714, dz —0.075. 

. Àz—22.75, dz —22.4, MD —1.59. 


1 


20.74. 0.256. 20.75. 2.95. 
. 0,005. 20.77. 108.909. 
. —5 厘米 . 20.79. 1.27 RES 
. WEM: 14.8 32, FRAN: 13.63233. 
一 0.167 X. 20.82. 0.124 JE sk. 
一 30r BE 33. 20.84. 1.13 3x, 1.6%. 


dz : : 
. Ay sin e eos ei eng p —sin Y), 
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Fo SS 
s= — 24 sin v eos e( sin. bp cog v) J- u* (sin? sj 0085 v), 
Oz 2u, , Ze 
20.88. gu sa IP ta 
dz 242 2u? 
dy — wi (T 1 ga" 
20.89. Z= erect, 
20.90. d = esto 1-21 (eos 161). 
de 31222 de e+e) 
DIA atar DA agas 
dz f} 4 1 a "S 
20.93. a -(a sce BETEN a 
20.94 Be 2(u-—2v)(uw39) de (20 —u)9u+ 20) 
UU du CRE ” de (v +24 Y . 
20.95 dien ez sim a. 
rd 
1 prey! 
20.96. dz = ya ° a LG —g*-r 2m3y y dx-r 
TP —z*-+ Zzy*)x dy ]. 
20.97. P 2(22- gr y ney) 
Gro ae y yr y). 
20.98 Qe (14 y In z) 92 23 + 12 a 
UU 8r * gy ` 
20.99. 2“ 2E 8 


du oP `, oF 
297 -p sin P+ eos p. 


20.102. 


20.103. 
20.108. 


20.110. 


20.111. 


20.112. 


20.113. 


20.114. 


20.115. 


20.116. 


20.118. 


S ` 303 


dz v deu 
d." E hu zl 
af Əz 


a | yen 9f | sen 9f 
as a ye e dy” Za + z€ "3e 
一 0.008 厘米 / 秒 . 20.109. : Ze x 10s H2 /gb. 


Za 
SE 2a? cos 2(ax + by), ks er Zo cos 2( az + by) 
22 262003 2(az + by), 
oy 
Qz zy" ER 1 


Əz2 VI ës xray 一 V aire 


Oz ay 
äi va Ap 


de lng(Ingy—15 ins 
— ”一 — -.- Wl 3 


Da? ai 

ds METE SI Pz _Ina(ns—1), laz, 
duty my "A y? y 
dis  — —À2m _ ez E Sz —2y 

9a? (1420 Jedy 7 Oy? OFP 

E ettet, Ago O 

Oz 

ays am Cope). 

De — 224 iz Dz  ez(z2*—2xyze? at |. 


xà (22Zay y? edy ` (22 ay y , 


| die —2m3gz 


Oy? (ay y?" 
ae _ dz _ 0% 
Ox? Drzay Oy! ~ 


022 a Oe ay 
geg "Dat Jrs, 2 ' Bay Aa? 1 1+2g ln x), 


804 E s 
Ek =1 1 E iy 
a” Cin*z)x?", 
20.126. £,00,0, 1522, f[2,01,0,2)—2, 
fi.C0,—1,0)—0, f2.,02,0,1)-0. 
20.130. SH edat f Gf any 2f Gp yp z). 
du 2x., = X? re z 
du r , " D D 
20.132. Sys S++ rfi, ma fi fa + 
KEE GER Haya HT 
Aën ; . 
gög Meroen 
de H " ZEN 2 m” 
gogg Ys Hoyfsi Hay fia tey zfis 
` O?z | Oz 
20. 140. MA S y 
dy y? dy ya e? 
20.14. Y E 20.142. 2 i 
di ai dy xy 
20.143. Z=. 144. Y 277 
" dx (a+yY 20-145. ees 
20.145. 23. 
£ a 
20-146 da yz V zyz Oz _mz—2 V ege 
` Ox TY Lenz — my ° 
da _02—2Vxyz 
09 — Vayz-—yzo 
de ya de ^ we ox s 
20.147. x er wy oy eray oy y 
20.148 äs ayz—a* Oz uzz—y? Ox azz—y? 


da  z3—axy Oy z?—axy Oy a?—ayz"' 


me 


20. 


20. 


20. 


20. 


20. 


150. 


. 166. 


167. 


.168. 


171. 


172. 


a x 805 


Oz a Bz 2 Ge a 
` Ox az Əy yla+zY Oy Hr 
Oz ai de —2 cx 1l 
da 2y—3rz Oy 2y—3xz. Oy g` 
1 : : 
= —— z d 
. dz a ¿Sin 20 de + sin By dy), 
2ry2 —1)z 
din d Caya: - 
: E T za daga + 139 
. 0.48875. 
dn bt diy 2aixry 
Cda ar 20.163. da? "(par y 
de  4—4z--s*-Fa? 
ox? Cam " 
dis 9g2& Br 一 28382 —yiater 
de? C (etay ; 
dir  zei'—myziet— gie 
EES Cer —ay y ` . 
Oz 2Jxze'—Zzr*yz—u?2?e! f | 
Oy" — Cer—ay) 
dz _ —1ibxz de oeitirg 
90a?  (3z* —2x)" dxdy (3222439 
ptz 一 他 


Oy! (ei Zeg" 


Ta y—1 z—2V 3. 
WAS Ud DU vx. 


ER ay 22-74. 


1 
: 2 y—2 z—1 
ga: — +35 


BUERd. 2 一 8y 十 16z 一 1 一 0. 


i 
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20.173. 


20.174. 


20.175. 


20.176. 
20.177. 
20.179. 


20.180. 
20.182. 
20.183. 
20.184. | 


20.185. 


E E 


Vlas—a V2y—a Ae bm 
Wë, — a 7 à aen 


HEB 2V 2 a(0—y)—b( de — bar) == 0. 


Dep, s-r = (y qu) —22(2 — 29), 


法 平面 : (ez) + (990) — gn (n 16) 0. 


a zel y—1 pM 
切线 ; =^ =i 


Auen, 16374 9y —2 —24 =0. 
i 1 1 1 
Pl — == y m 
Dé 1, l, DA P ER 9" z) 


a In (1-- Leg? 20.178. 26-72 In 5, 
6 十 LZ? V 2 EN 
T Ina). 20.181. 5. 

| z—2_y-1 
法 线 : 2 

=ù; 
切 平 面 ，z 十 2 一 4 一 0. - 
z—3 SL 2—1 

法 线 : a 


BT. d+y—2—27=0,. 
=—2 E hu _ z—1 
-1 —2 1 > 


切 平 面 : z 十 28 一 2 十 5 一 0. 


空 一 Yo Nän _2—%g, 
法 线 : ato byp ta ? 


DARA: amam bpoy tezo =1. 


ZS E: 


20.186. 


20.187. 


20.188. 


20.189. 


20.191. 


20.195. 


20.196. 


20.197. 


20.198. 


pto Yo 27 20. 
Zeta 25% —1 ° 


f. 


DIE. Zavit byy —z—z, = 0. 


?一 y—l. 
法 线 : T —t 2 


切 平 面 ，z 一 十 2z 一 村 一 


æ—y KEE x yit 


T1 :—3 
3 — 1 ' 


(—3, —1, 3), nd 


3 8 
are cos ——. . . 
Va 20.192. arc cos VER 


fa y) 5 2(2 13? —(z—1)(g4 2) —Gr- 2). 
Af =15h2—6hk + 1443, 


Fe, Y) y+ ny m) 


+ (ty — Sy! 29) + Rs. 
foy > + z(e- i 下 (一 7)- 


et 06-2070) 


PM 
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20.199. 


20.200. 


20.201. 


20.202. 


20.203. 


20.204. 


20.205. 


= * 
+ sin £ cos zz 全) | 


m= l-p(x-—1)4(s—1»X9y—1)4- 
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23.12 E 23.13. 3. 23.14. —8. 
4 ` 14 
23.15. 32. 23.16. ER 23.17. EST. 
1 1 1 
23.18. (2) =; (b) iz (e) i (d) 一 天: 
23.19. (a) 0; (5 2; (e) 2. 
23.20. Aer 23.21. 0. — 23.22. 0. 
23.23. vrai, 23.24. 0. 23.25. —Zm. 
23.26 £, 23.27. 6. 23.28. 0. 
23.29. e — 23.90. i 23.31. 13. 
23.32. 38V 3. 23.33. 4. 23.34. —2. 
23.35. -— 23.36. 9. 23.37. 62. 
23.38. 147. 23.39. el con b —1. 
23.42. ue y) — 25 --3zx3y —8zy? — y? 4- C. 
23.43. u(x, y) =P eos m-F 22 cos y+ C. 
1 m 
23.44. uw y) O. 23.45. EE Tt, 
23.46. u(x, y) —e**(z—y- Fi) ye* C. 


^. 


E: E 


. wm y)= >= arc tg 2 


y— æ 


+C. 
23 


. n=l, wm 的 一 > in (12499) +aro tg TC. 


2 a=b=-—t, ule, y)= ŻE +C. 


aq y 
. j! y? de dy. 23.51. Sch 
8 
—2 ab. 23.53. Tm 


. mS -4-e*p(y4) —e" gui) mm ën än A 


- na X92 yid- 


8 


. qe. 23.56. maž. 23.57. 2a%, 
1 5 3 
C1 - Cot E 177]. 


. A fo. 23.60. REEL V8). 


V. az-4- b? (2ra ++ mi). 


Y 3(1—e-tn. 


E 


EB 
Se 14— In — 


. (a o). 23.65. ($a 50): 


， 重 心 在 局 形 对 称 轴 上 与 圆心 亚 离 E 一 处 


( sinm 1--608 m el 
fe , € ) . 
m m 2 


| ——— M — o s -T T M e 
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D P. 
2 1 1 ` 
23.68. E -4 z) 23.69. 

23.70. —|F|R. 23.71. 
23.73. —mg(z4—24,). 23.75. 
23.76. $in 2. 23.77. 
23.78. 4461. 

23.79. AVG) mz. 
23.80. «a? 23.81. 
23.82. ZC 23.83. 
15 
23.84. i v aat .23. 85. 
gor R5 
23.86. 2105. 23.87. 1. 
23.89. 3 23.90. i 
, 2R “h 
23.92: m+ ) 

(25.94. 7. 23.95. 3at, 
23.97. mee /— 23.98. 
23.99. dramas. 23.100. 
23.101. (» o) 23.102. 
23.103. (8) 0; (b) rr. 23.104. 


T R$, 

ZO v 23). 
H 

2 te. 

Taro ek? 

23.88. Zare, 

23.91. 67. 

23.93. D. 

23.96. e, 

T Bes 

ig 1253 42). 

mat Ca HRPB). 


horn 
16 ' 
(a) 0; (b) 0. 


Kei 


PR 


D cR AR x 


“= 


. 希腊 字母 

- 代数 

1 指数 和 对 数 运算 
2 有 限 项 数 项 级 数 
3. PIDA 


1. 基本 有 公式 

2. 约 化 公式 

3， 和 差 公式 

4. di UVP AX 

5. EES 
6. 有 双 曲 画 数 和 反 双 曲 画 数 


NE LN 


i. [HI HAWE 


E: 


=E- 


2. jERÉ 
3. RAH 
4. ER 


. 导数 和 微分 


1. 基本 公式 
2， 运 算法 则 


， 不定 积分 


1. 基本 积分 公式 
2. 积分 运算 
3. HR 


， 超 等 画 数 的 赛 级 数 展开 式 
， 儿 种 常用 的 曲线 


Pr 


N = b ub 
T 3 Co e o d ma H 


SS Sr @ “i 


1. 指数 和 对 数 运 算 


GEO = aitov, 


A s 


> 


ik 
Alpha 
Bota 
Gamma 
Delta 
Epsilon 
Zeta 
Eta 
Theta 
lota 
Kappa 
Lambda 
Mu 


zt 
n 


Ho s 


LAME 


I. 4X AX 


Dan ed ohh po H Z A 


E Uo € c 


° fw * JH 


4 v 3 


- 


Omicron 


Pi 

Eho 
Sigma 
Tau 
Upsilon 
Phi 

Chi 

T'si 


Omega 


_ £ 
a (a) 4%, F at=at, 


log, 1=0, lor, a=1, log( Nie N:)=log N,+102 No, 
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z^ 


log pm N,—log Na, log (N = xn log N, 


n log, b * 
e=2.7183, 
lg e=0.4343, ln 10=2.3026. 
2. ARARA AA 


() 142434 Han" ED, 


(2) p+(p+l1)+(2p+2)4 (n1) n— 


(3) 143454 + (26 3) F (2n — 1) =82; 
(4) 24-44 SE (2n — 2) 2n n(n-- 1); 
.. 


(5) 154224324 (a e e POE 2 1), 
d ü > 


(6) 194234 334 00 Ee 
(7) 114324523 + (ny = CD. 

(8) 134333534 -..-E (2n — 13 — 9% 2021) ; 

(95 ac Cock Ca D EE 
(10) geed ec Ca 1). 
3. FIDA 


(a+ by GG" -J-man-ib-L n( TT Lan zt 


PR aaa "n 


— — = A EH a Den - 
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Cost R FRAR RT: 


附 S 


NEW npn Le nabr- bn, 
m1 


(a _ by zg5-—ng'-lib 4- iens 1 Jgn-2b2.. n(n 一 1201 erte 十 


+e +E — 1). 


4， 国 式 分 解 公式 

(rty) Aen ta: 

(+y tr) =t yA T wy ezt yz; 
Caty) —a3-32*y + Bay Hy? 


GryXr—y)—2—yy* 
(ot — y" )i(m —y) m din71- p ye 
(a? y^) Qm M y ) m umi m Du deam 3g? — 0 — 
一 22r Ry"! (n ED 
(y) Y) enini at hy pa yt a 
cay" —y^ (RARA. 


IIT. 4 


1. XX Ax 

in?a- eos? a — 1 sina , . 1 

Sin? z+ 5 08 a GE? CHO X sino 
, eos a 1 

Í + tg” a= sect a, = etg d, a60 A= ; 


is 


Bf E 
1 + etg? a= enc? a, ete "EM 
i tg a 
2. 物化 公式 
E E B— y =n E=wtu Era | B-Z£--—« 
i . 
Bing + C08 mx Bin x 一 CODE a -—Bina 
cos A Bin a — 008 A 士 Birl a Tog 
od 1 - 
igB | =etga EC yetga —tga 
tg a 


3. HERA 


sin (a+8)=sin a eos $ cos e sin. B, 


cos (+ 8) = eos a eos FE sin a sin 8, 


ig (at B) = LE 


1Ftga tg 8’ 
| _ttg acte B 31 
ote CEA etg Betga * 
sin aL sin 8 =2sin eYB 208 28, 
sin 1 — —sin B= EE <Ë, 


+ 


org a- cos Ü = 2 omg < eos SP 


eos o — eos B= --2 sin " "P, 


, eog A eos B= Cem (A — B) -4- co8 ( A+ B), 


sin À sim B= eng (A4 — B)— eos (A+ B, 


sin A cos B= ^ sim (A— B) sin (A+ E]. 
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388 p E 
4. 信和 角 和 什 角 公式 f 
sin 23 —2 sin a eos a, 2 taa etg?n—1 
tg 2 = etg la= 2" L, 
cos 2a = 0082 a — sin? a, gu 1— tal a ee 2 etga 
. a yt eos a a ^1 —eos a 
Mn ti 
a Ld eosa a 1 + eos 
espe pt , te g= 120030 
5. 任意 三 角形 的 基本 关 和 有 
a b 6 e 
a) sinA sing sind CREA) 
(2) a? =b2-4 c? —2bc 208 A. ENE 
tal (A+ B) | 
ME: 
(3) 2 二 7 一 一 . GEGEL) 
m tg--(A—B) 
2 
(4) 8 = 2 a sin C, 《面积 公式 
o = 1 
8 = V pp-a pZ peh po; (a b+ o). 


6. "gënt 


I poft 
(1) sh æ = 一 一 ， 
e a 
th x = PIE 
1 
each r=. — 
Sar sh z^ 


(2) ch?x —sh?z—1, 


eth? — cach? x = 1, 


oh z 一 IE 
I 
hm 
Sch x "Y 
1 
eth x = . 
th æ 


sch? x-rE th? x — 1, 


H 


Hi E 
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(3) Arshz=1n(z + V +1), 
Ar ch s= + ln (z+ V z2—1) GD» 


_ 1 Ltr 
Ar is In ics | Clel «15, 
I +1 
th zl — u . 
Ar cth < 3 n C|Iz| 212 


IV. 初等 几何 


在 下 列 公式 中 ,字母 R, r RREI, ARRE’ I RTEA 


1. BCEE 
H: 周 长 一 277; mifer. 


Ham, nn (Ah a DEER, DAME TA). 


2. "pe 
ARTO MATT AAA). 
3. ga 

pn. Tuners Br Wëlt Ee, 

TE 

B= rr DI eme. 


V. 导数 和 微分 
1. 基本 公式 
(ey t, EP 
TORY (In z) => 
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Cary =ne}, 


(az) =a" In a, ， 


. 1 
arc sm Y = — — 
C a 
1 
are os Y Y = — 7 
C ) AZ 
1 
Care ig xy = Pra? 
H 
ere el e 
(are etg x) ETE 
1 
(are soc m) = 
Deeg 
(arc cse ay 一 a 
Wa 1 
(sh zy = ch z, 
(eh zY —sh z. 
OCH ERI 


录 
F 1 1 
= ON 一 
(logo z) z a lina 
1 0.4343 
1 (一 一 lg ez= 
(Ig e) = — lg SS 
(sin x)' = eos z, 
(cos mY = —sin z, 
(igo) = TU 800% z, 
1 
(etg wy = —Awz — ege? z, 
. ' sin x 
(sec zY = va Ë 880 z, 
eos x 
(eso x) 一 一 有 一 — cig x ost z, 
1 
th zy => 
Ç x) ch? x 
1 
WË 
(eth x» = -irr 
(Ar shy = — 
(eg BE 
(Archzy = Í! , 
V a2—1 
1 
Ar ih xy = ; 
(Ar 2) lax 
1 
t= 
(Ar eth z) = EC 


P 1 E 
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— 


(cuy =e, 
Cutty =u tet, 
(un) =uv vv, 


Cuna Y = wan" quw! vw, 


aM vu — ul 
* u y2 M 


fie] FP C) 
d(ca)-edu, 
d(u-Ev)-durde, 

d( uu) =u du +o de, 
d" EH 


ga 


VL FERA 


1. EARTH 
| oda = C, 


(=m Iz] +G, 
Hd 
| sin g dz = —cos v+ C, 


d eos z dz = sim z+ C, 


Y tg sde 10008 z| +, 


| eta s dio n |sin z| +O, 


dx 1 aye! 
= | FO 
LI ga! la—«| , 


d da = 


mht 
aF 


| et daz e*-- C, 


1 

| ado E +0, 
In a 

La m dz = eh z + Ü, 

fon ado=sh t +C, 


(^ g dæ=]1n]ch e| +6, 


| cth de= In [sh e| +0, 
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b E 


E — t= - In 
al Zo wta + 


LZ 1 la—a' 


[ -r aro sin E + C, 
Lei, a 


| dw —Arsh f pO m (z+ rte 
V agp a? 


|. dv — Arch 7 Z 十 0 一 Im (z+ V — ab. 


Mail qz 
2， 积 分 运算 
[Erro GO Td e 


- Lite dz 十 | Pa) dr | Ww) dz, 


| afe) dama] fejde (a 二 0,4 是 常数 》 
L de un — pow de, | 

| u dv =uv — d v du. 

* s 


(1) ¡ES = In (aa bx). C. 


pir 


. ^ _ (a+ ba ni 
(2) | Catta) dac STO, ml 


dr 1 
(3) | erch 59—e In (a+ bz) J+ €. 


ada 111 ? ; 
(4) LZ zc bey — 2a( a+ bx) + 


4-8? In(a4- dei +. 


LO. 


dr ` 1 ， m+ bm 
(5) rh —e In z 


i 


MH * 

(6 j- T =- +2 In MC. 

(7) | CUL (a + iz) Ez rf 

(8) Ic gr rima In (a+ 52) — E 
(9) Eci bay = bx) ui En EA C. 

an Wr lata y bei 


一 arc tg z+ Ü. 


(11) a T 


1 e 
(12) a dis" pro tg +. 


de _ 1 alte 
A eng 
de 1 z—a 
= ` o 
(14) a 3a zat 


MEM 
(15) PLE tan Pana (uz-0, b>0). 


vor Baba ën 
(7) cá - In E +3)+0. 

(18) px | 

09) j TD =z n re +0 


dr Lt] dz 
(20) | a?(a4-ba?) — ax siet 
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Ei 录 


— a ŘħĖŐĂ 


de v 1 da 
Qu Las day rta tal aia 


(22) | Vac bs duc D V (abr y 0. 


2(2u—3ba) Vía+ ez. 
156% 


(23) | zV abs da = — 


2(8a? —12abz4- 155237) V (a+ baje 全 
(24) |^ Ma bx de = 10555 an ` c. 
N x dx ZC Za bei 
(28) = — TE Va-d-brq 0. 
ada 2(8a? — daba + 36%) 
(26) Vi" d Va 5x 4, 
p un uu 
en ja e Li Vo uon 
zVa+be Va Va+bz-+ Wa 
2 “+ bx 
(28 |- - — BIC t ports +C (ao 
) = —á E Ca<0). 
(29) |- 一 一 Ye 十 好 5 | dæ 
m LE ax 20 d Va by 


(30) | UN Ya + bada ys Egal dz 
&V/ad-ba 


(31) | r qa da Vat + aH ln (æ+ AE + SÉ 
或 PAI FI aH T Arsh O, 
(325 | V/(z + ads dz T (222 + 5a2) Va? + az + 
3at VIT 
+— In (z+ Vas 4-225. 0 


或 ¿Qe + 502) V 224. ay T Arsh 40, 


附 ES 
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VEA 


(33) | mV aq ai de= 3 


(34) | z? Vata da = Let a?) Væ + ai 
Be In (x+ Vaf T a2)4-C 


2 2 — — 
或 Re pe) vaz ai 5 Arsh Z 40. 


(35) 1 一 ü = =m (z+ Vz" + a254 C 或 Ar ah > +C. 
= t 
38 | — = LH +0, 
(38) Vaa ott a? 
(37) | z de = Vat + +O. 
1x? F a? 
2 
(38) | TE Vas aa In (ap Vat y aS) TC 
3 a 
a ar T 
或 Va? + 04 Arsh — +C. 
2 2 [ 
(39) | «da 一 T +h (=+ Val 4 a2)+ € 
v 所 二 二 71:28 F Fa + ai 
= h— 
或 一 vu 十 SN Ars RA 
ao) $ d 1 Z +40, 
mV x4. O a+ Val 十 a? 
Vai 3 as 
A1 ` _ 
(41) P y? == atx +0. 
Viaja 1, eq V wat 
(42) |= Vara "Zeie tgal” = +0. 
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附 E 


Vea? i d. 
(2) | t Pv cas 


V CET: 1244 de V az ax 


aa | -- Lx 
| z od In(m+ Vat + a O 
— V giga? 
或 — Ax sh Zeg, 
(45) 1 
Vi T 
(46) br "E 
V gtg? Sre san ute 
(47) |- 7 一 ud e 
n GAS avalar TC. 
(48 | ade č — 
) Loi sf Vat 22 +0. 
(49) | zdr . 1 
v (ab amy lag +0. 
(50) | 2X dm O 
Vail E Va? qa Lane sin Z +O. 


(81) | Vni —x3 d Zt 2 
一 x= `. T az — z e H m 
2 x dae Sim +0. 


(52) | V/(ai Cai de = 


=“ (5a — 222) Vai a 3n4 om 
8 一 多 Tog are sin PR a, 


(535) Java — x? da= — (AR 


(54) par 《as 一 A 


55 2 
(55) E Va? — de= E (222 a?) V/as a + 


HC 


Ld 3 


gi o E 
— are sin---pé, 
+ 3 a + 


2 
(56) | == z —are sin — + C 
reno Vg — xš 
(57) | imo tt 
grat —gz? 4 a+ Vg? — x 
Vai —x? 
a m dm 9 
de Va? —a? 1 m 
(39) {= Va jop ^25 ap Va? ate 
Va? Va? — 12 
(605 Í TË dao Vai —ai —aln stre =+0 
Val — ag Val at 
(61) | EE de= LIS E aro sn. 
at = I tl 
(62) 1 一 全 em —Iin(z-- Va — 4-0 或 Arch LIE 
Va? a a 
dy E 
e 3) | VEZ a? Va? SC 
de 
64 m — Vx? —a? O 
(54) Va? ma? + + 


— — af 
(65) | Va? =at da = 5- Vx? —a2 E In(z 4- Va? — a2)-E Q 
或 子 Val a? 9^ Arch Z0. 


(665 | (ala da = ka (212502) Val —a? L 


Bat |“ 2 
^y aet Va? —a835--C 


— 4 . 
或 S (hose) Vz La a Ar oh Z LO. 
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Bt E 


— Wr 8 an3 
(07) (oraza a E 


(68) E VG ar a | = Y ç 


(69) | a? VEA da = 


= (2ra?) (CES infa. Lat — - a2)-4- C 


Lo + — 7—.4 ` 
或 gm 一 92) a3 —a2 E L Ar ch - +0, 
2d — . 
(70) |== = Var —a -+ inay Li më 一 — a? +e 
—á 


或 M Val — 2 qe Ar ch Pre. 
2 a 


(71) Í => = + In(z+ Vai — az) + O 
或 一 -二 二 + Ar ch 2 A 40. 
Vr? as 
(72) M sec z+ O. 
(73) |= = Lare Bec €. 
cola VIR "Ze 
(155 E = ao sec A C. 
(16) | reda Vol —a3 aare cos +o, 
CTT) | CZ de A + Va —ai )-- C 


Sis 


Ta 和 


TTT 


un 


dl 


f E 349 
— vg — 
或 LT T As bh Ë +0. 
— 2 aret  Zerth e 
V/ Aac — 53 V tac — 52 
de (537 ac), 
CD [apuran] i EH 
V b — Aac " äer 4- b + Vb? dae 
(0t>4ac). 


79 1 - . = 
G) TT. 


=— In (2ex4-b 42V e Vas bx ext O, 
Ve 


80 Vap barca? dz = 2cx+ 5 V a+ bap ez — 
de 


PA va oes -b4-2 V e Va ba + x3)4- C. 
gra 
æ dæ V a-- bx oz2 
81 | XT — a 
(81) t'a + beper? e Ve nent 
+b+2V 0 Va+ bz + cz?) C, 
da i V bi4- das + 2ez—Šb 
22 -一 .- o ee m m- 
(82) | G+ Óbz—e y b: Ae i V bit Aac 一 2er 4- b 
(83) 1 一 =. aro sin — 262 —Ë O. 
v = Ve L^ b24 tac 


(84) | Vaj bad da= Dent Vaj bio + 


bz + 4ac : 2er —b 
一 -一 一- DO AN 一 一 一 H 
a e V 527 4ac 
de 
V a+ bx —ex? 


Gi 录 


V'a+ beer? A in 2ex —b 
一 一 号 ————— 
e 2 Vei V/ 82 L 4ac 


(86) es cm 一 Vat oXbzr)- 
+(a—b)in(Vata+ V$3-s)--C. 
(87) | Vos dx -- 
/ 
= V(a—z)y(5-rx)--(a-r bare sinp 7754. 


(88) | yes da= 


(89) | yes t da — V1—z-pLaresin =+ C. 


za 
90 —— =2 l fea C. 
(90) | = arc sin] boat 
T _ A x Let 
(91) L da= +O. (92) | e? dai = e-- C, 
(83) Í ende = S 40. (94) Í sin z dx = —eos z+ C, 
(95) | cos e dr=sin a+, (96) Í tg x dz= — In eos >+ O, 


(ES | ete c dr = n sin a+ C. 


(98) | s00 da = In(see z+ te z)+ C = I tg (i-i) 


(99) | cse w da = In( ose x —etg z)-- C = 1n tg tO. 


C100) | seo? æ da= tg æ+ O, 


Cs e ag gua s 


aq 


Es 


Mura dii RE REM TA d 


[ 


(108) | gin*zdz-— 


附 Æ 35i 


(101) [eto den 一 etg z+ C. 
(102) LI tg a cx = ec m+ C. 
(103) | ose z etg w de= —cse z+ 0. 
(104) ae de 2 — lsin 2x LO. 


(105) | costa da Zi sin Zo AO. 


sin*-l g eose  «"— ， 
一 1 | ain”? g da. 


n 
. A B 
(107) | cos" m de= Y cos" emm 1 [ cost- y dz, 
`. da 1 eos zx n—2 de 
108 = I - 
C ) | sin" zx n— ] sin"-ix n—i | snm" 
(1095 LZ 1 sinc f SA da 
608" x Fa] cos" m—l 20442" 
" I — qutig 
110 dina com^ w de = 009 ` % 
c ) | n4-1 


nib 
(111) Lan" w oos p de EH PIC, 
n-ri 


(112) | cos” y sin” æ dx = 


oam" 7Cimqgmn"*ix m-— 
m+n mr 


Y cos" ? $ gin? m dx. 


(1135 [ cos” e sin" g dz = 


. , sin" lm eogmtl #—i . 
一 z % 008% m sin*-? g dx, 
: m+n mn 
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附 * 


sim(m-d n), 1 
T 2(m+mn) 
 Sin(m —m j= 

2(m—n) M 


(114) | ain mr sin no de = 


(115) | eos Aur cos ng dy Sn Cm t JE 


sin( m —n)x (mn) 
alman) 
(116) | sin mz eos nz dx = s 
0S( m —n)s 
Gm) o 


4 +0, 


de 2 a—b m 
(117) | aber par p wll äre? lg (ab, 


e 


i Ba te VET 
de 1 Vb-—« tgz + Vb4a 


118 | - D — - — ln-- . -+0 
C D &4- b eos x Véi at valė tZ- rbu 
Cab) 
ba 
Z +b 
de 2 ， ateg t o ; 
(118) my y E a — T (a>). 


atg 十 一 Vbi a 


I da | i . 
(120) E — P—M — 
m+ basi z VER. as atg Z pbt bias | 


(ab). 


de 1 b taz 
i A =- el ZO, 
(121) E cos? -H b? uin? x ab ro w( a y 


do L beste 
as 1 C. 
(122) — 2ab n b ig ama? 


PU eA 


D a 


(123) | e? sin g da E (sin < Do. 


。 ett (a sim mr—meos 
(124) | sin na de , £^ Ca si ap at no) 4C. 
"n 
(125) | ez cos z da = Cin SE Die, 
eit (n sin nx cos 
(26) | 0% oos ng daa : eg n2) Lg. 
(127) aen do T (as — V) 4-0. 
(128) Í amets da tet" om I zn-igs dr, 
a a 
29 mz d. B Pare _ amr e. 
a "ls 7 mina (mln ay 
3 tag mz e LIEU 一 "n II meti dæ. 
a 0) | ara z mina mlns antan! da 


e*t cos" 1x (a 608 z +n sin z) 
a+ 


(131) | ett cost y dix = T 


n(n—1) E qas eoan- 
^pa es GD08 2 z da, 


(132) | sh æ dx = eh z+ C. 


(133) | eh æ dx =h 240, 


(134) | thx dz=1n eh z+ C, 
(135) | cti e dz= 1n sh =+. 
(136) DILE arc tg e7-- C, 


(137) | cach a: de = in tb 7 +O. 
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(138) | sita doo th ac. 

(139) | oseh? a ga = oth 240, 
(140) | sch z th z da = —sch ett, 
(141) | cach z eth z dæ = osch aC. 
(142) | dà z da = E + sh 2040, 
(143) | ch? TE 244-C, 


(144) | In #dm=x ln z—z+ C, 


de 
(145) | a mg” n (In z)+ C, 
In z 1 ; 
> — ytl e a lem 
(1465 |^ In r gr = x E cuya +0 


(147) | In" y dz =w MEA Ins-1 z dz. 


(148) far nadas T pr. 
m+1 m--1 


| zm lnti y de, 


(1495 | arc sin Y. da = x aro sim T Va? —x?.LO. 
a 


p 2 — 
Q50) | sore sin de (e E hen e EEN +8. 


(151) | x?^aresin 7. dr = 
a . 
añ o 1 ; 
= are sin x + 9 (24202 V e—a? +C. 


. om 
are sin-- da r 1 
(192) | — p ae ain "mm In 


aj Va e? 


x 


C. 


A. 


AR 


附 E 


(153) | aro eos ^ da =x arc cos Maz =z 4C.. 
G : 
` 2 2 
(154) | z are eos Z do (7 E pro cos Va AO, 


(155) | z? are cos Zdra 


= Caro eos 2- Lo + 2a?)V/a? —x* +O. 
are cos = de IZ 
"utg 
(156) 一 一 二 arceog 二 十 ly + Va e C. 
x a a E: 


(157) 


are tg da = are te Z n(e eet) G. 


= 
| 
(158) | i axe tg — Z da= (rd a? are tg a. C. 
j 
| 


(159) la? arc tg de arc tg LA s In Ca? ca?) C. 
yat fie 1 f: - 
160 z^ aro tg dw = ig]. 2 jz = 
C ) g w= ar aro E a apil are 
(n= —1). 
Arc tg I da 
1 = 1 az 十 x? 
161 . = — — _ 
(161) | y Met za" zi +0. 


are ta de 


. 1 x 
(162) | za “GDA arc ig + 
a de 
+3 | — (m=s1). 


(163) | are ett T daz Are etg 74-7 In(a* 4- x2) 4- C, 


(164) | x are ctg Z dem CE eta — 4-77 4-0. 
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(185) | a? are ere da = 


x Xx o ux? oi 
一 一- 一 一 T i 2 C. 
jare etg — +- el (a2-+z2) + 


+1 ; +1 
(166) | erare etg Z de= are etg Ey .* | ant! de 


n+l a nai] pei 
(zi — 1). 
are etg 所 — da: N 2 
(107) pum — 一 二 are etg 2 4 i Te FO. 
qe 
are cte de 
a 
ae | ut 
1 z de 
= tg Ln - 
CD nl] z"-l(a2 L at 
(EL). 


(169) | Ar sh S daos Arsh 2 V atat +O. 
E 
(170) |^ ch E dama Arch? — VAa 40, 
Ir 
(171) [ar Vh E de=w Ar th 7. 4-7 In (at —a*)4- C. 


e 


(172) | Ar cth 2 dæ=æ Ar cth PE (x? —a2)4-C., 


VII. Aren RA 


a 


Des 


(1) (toy =l dc ma 4- A Xm 2)4 


` A o A 
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十 … 十 ( 士 1) "M 
Jejl mp, 
(2) O +a)" — 
imag DUT Ellen pret e 
1 a 
ALLE) n 2 
Leit, mo. 
i x? x^ "m 
G) sin acres Egr un "Gai Wéi (el «eo. 


(4) sin (x-a) = 


misin a r*cosa  x'sina 


—BiTt d + z eos a— zt ^ 8 十 n 十 
z" sn(a4 7) 
Tec aco dU |=] «coo 
m? ei e , ai^ 
(5) eos z—l— tar grt -+(—1) ED ， [e <% 


(6) eos (x-Fa) — 


H ES DOS q x*gin a pi eos a 
= (009 q — E SIM d _ 


21 3! 4! 
ar cos(u+ 22 ) . 
一 人 十 一 € 1z| «o0. 
ni 
Dt pepe deb«o. 


(8) at= ehs] +e ln ap E SÉ ¿e In) ñ 


t n! 


[2] «oo. 
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(8) In x (z— 1) JCT +E AS, 


+. ETDI, O< <a. 


m g? gt 
(10) IC1 二 TY) 一 3 一 人 十 可 一 下 十 
qe TIRES pss, leal. 
cr m? a =š x? 
(11) nae [ect ett ee] mia. 
les _ x? ar a dl 
(12) "iers: 5 十 7 tota pit «| elt, 


1.352025 Leefer? 


3 
(13) aro sin 204 at 45 | 3.4.6.7 


14355. Dn, 1 ye2n+1 


Ft 22n4dj 577 


ele), 


TT a? 1s325 13583.5227 
14) are og m= .— — Q 
a 2 Lu 2.1.5 2-1- 8.7 


Leef, -C 2n — Län 
+--+ Ze, än 224-1) |] LIE 


(18) aro ta z = rt 


steet 


5 7 


+1 


y bid 
Be DET 


BE KIES! 
Seb <1. 


- 
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CUT, jr mH cenam Senger iu 


gm28+1 


ETA |z| <. 


十 … 十 


(18) chs = ST € = l+: T DU ++ co la] <eo. 


VET 


. — . m 
3.3" taas” ^ A.4.6. + 


(19) Arsha=x 


1-3.--(2n—1) 


` ` qunil ... 
TN [e| 1 


EEN 


m2%+1 


zx? g 
(20) Ar tha anpt y fel «x 


(21) ARMAR 


efr — eoa æ Lt gin x, e cos x-i Sin z, 
| git ei . git. pia 
SÉ con ==, sin z= — 


VIO. JARA gu AR 


(1) 三 次 掀 物 线 (2) *gar gi Ub o£ 
r - 
Y 
o 
x o X 
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(3) ft HH g 
Y 
° z 
ye. 
(5) # nb 线 
Y 
o 


g?(2u—z)-— 3. 
(7) RJL EER 
Y 


a y ory — 0. 


Sat Jat? 


"rer YT 


(4) E f iR 


Ba? 
adas” 


(6) Hà 物 £X 


J 1 1 
of a = a. 


(8) HEROE IO T RB) 


< 


` NN 


z z 3 
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H 


= 
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(10) 心 形 线 (外 把 线 的 一 种 》 


P =a(0—ssin 65, 
y=a(]—«eos 0). 


GDA SG 
Y 


r=b—a eos D. 


(13) 阿 基 米 德 螺 线 


aya 22 +98, 
r=a(1—cos f). 
CE 线 


ay? — (y + a (0? — y), 
r=acos ü--b Choe). 


(14) 对 数 螺 线 


r= es, 
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(16) XE ARE 


r =a. T0 — a2, 
(17) FAR qup A R (18) Q5 fp AER 
(a2 y?) —2a?zy, (a p yt y a ai — yt), + 
12 =at sin 260. r2— a? eos 20. 


. (39) 三 时 玫瑰 线 (20) 三 上 时 玫瑰 线 


(21) PAE 


r= gin 28. 


(22) 四 叶 玫 瑰 线 
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